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Ä Vorwort. 


Das vorliegende Werk verdankt jeine Entftehung zunächſt bem 
Wunſche, meinen Schülern einen Leitfaden für meine Vorträge über 
reine und angewandte Mechanik in bie Hand zu geben. Diejen Plan 
ließ ich jeboch wegen ber fortdauernd fehr geringen Frequenz unferer 
„Schule „ durch welche dem Verleger eines ſolchen Leitfadens nur geringe 

Ausficht auf einen genügenden Abſatz geboten war, bald wieder fallen, 
und faßte, von einem Innern Streben nad) einer umfaflenden ſtrengen 
| ‚Dehandlung meines Gegenftanded getrieben, ben wohl etwas kühnen 
VHniſchluß, ein vollftändiges Handbuch der reinen und angewandten 
Wechanik nad) meiner Anſchauungs- und Darſtellungsweiſe auszu— 
doarbeiten. Für bie reine Mechanik wählte ich dazu einen ziemlich all⸗ 
gemeinen Standpunkt, ohne jedoch die befondere Ruͤckſicht auf die ung 
„umgebenden trdifchen Verhältniffe aus den Augen zu verlieren; bie an- 
Sgewandte Mechanit wird fich dagegen ausjchließlich auf dem Gebiete 
| der Technik, des Bau= und Maſchinenweſens bewegen, und das ganze 

Werk demnah als Sandbuch der rationellen und tech: 
niſchen Mechanik in drei Abtheilungen erfcheinen, von denen 
die erfte die reine oder rationelle Mechanik enthalten wird, 
während die zweite für denjenigen Theil der techniſche Mechanik 
beitimmt ift, welcher den Vauwiſſenſchaften zur Grundlage bient, 
und die dritte Abtheilung dem Mechaniker eine vollitändige 
Mafchinenlebre bieten fol. Jede Abtheilung follte nach dieſem 
Plane einen Band ausmachen; ed hat fich aber durch ben Druck ber 
vorliegenden Kieferung gezeigt, daß bie erfte Abtheilung bie Grenzen 
eines Bandes weit überfchreiten würde, weßhalb biefelbe nun aus 
drei Bänden, jeden ron etwa 30 Bogen, beftehen wird. Nach diefem 
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Maaßſtabe wird übrigens die zmeite Abtbeilung jebenfalld nur einen 
Band geben; bie dritte Dagegen mag wohl zwei Bänbe ausmachen. — 
Diefe Adtheilungen follen nach meinem jebigen Dafürbalten ſoviel als 
möglich unabhängig von einander gehalten werben, fo daß jede ein Werk 
für fich bildet, und einzeln erworben werben Tann, Es werben aber 
bei diefer Einrichtung einerfeitd Wiederholungen nicht zu vermeiden fein, 
und auf der andern Seite dürfte der durch das Ganze laufende Yaben 
meiner Darftellungsweife für Denfenigen, welcher die erfte Abtheilung 
nicht befigt, doch einige Schwierigkeiten verurſachen; es foll deßhalb bie 
Aufnahme, welche die erfte Abtheilung finden wird, über die Art ber 
weitern Ausführung dieſes Planes entfcheiden. — Soviel über bie 
beabfichtigte Einrichtung des Werkes im Allgemeinen. 

Was nun den Zweck betrifft, welchen ich mir bei ber Ausarbeitung 
dieſes Werkes zu erreichen, vorgefebt habe, fo beiteht er einfach darin, 
Denjenigen, welche fi mit den Lchren ber rationellen unb ber tech— 
nifhen Mechanik mehr als nur oberflächlich befannt machen wollen und 
ſich ſchon einige Kenntniffe in der höhern Analyfis erworben haben, ein 
Buch in die Hand zu geben, in welchem fie jene Lehren nidht nur 
klar und auſchaulich und der Natur der Berbältnifle 
entfprechend Dargeftellt und firenge geordnet, fondern 
auch in einer bisher gänzlich entbehrten ſtreugen Weiſe be: 
gründet finden, und durch das fie namentlich befähigt werden follen, 
jene Lehren auf die Aufgaben der Technik ſicher anzuwenden. 

In dieſen legten Beziehungen war es daher vor Allem nothwendig, 
bie höhere Analyfis ſelbſt auf eine klare und ftrengwiffenfchaftliche Grundlage 
zu ftellen, und ihren Grundformen eine Bedeutung zu unterlegen, welche 
einfach aus der Natur der Sache hervorgeht und demnach auch für bie 
Anwendung in jedem Falle einen anfchaulichen Begriff gibt. — Der 
bisher felbft in der reinen Analyfis größtentheils, in der angewandten 
Mathematik aber ausfchlieglich feftgehaltene Begriff und die Methode 
bes Unendlichkleinen mußten daher gänzlich befeitigt werben, weil 
biefe, fo bequem fie auch für die Anwendung fcheinen mögen, nie einer 
ftrengen Anforderung genügen können. Denn einmal kaun eine Größe, 
welche abfolut genommen Kleiner fein foll, als jede gegebene Größe, nur 
Null fein, und kann nicht mehr in verfchiedenen Abftufungen, als Un 
endlichEleines ober Null der erften, zweiten, dritten, etc. Ordnung gebadht 
werben, menn man nicht mit Begriffen fptelen, und diefe fo behnbar 
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Machen will, wie es jetzt manche Rechtsbegriffe find. Verſteht man aber 
unter dem fogenannten, aber wicht exiſtirenden Unenblichkleinen ein ehr⸗ 
liches Sehrkleined, in welchem Falle ſolche Abftufungen allerdings denkbar 
werben, fo ericheinen alle Lehrfähe ber Geometrie und Mechanik nur als 
angenäbert richtige, da fie nur durch Bernachläffigung erhalten werben, 
und find dabei auf eine Menge falfcher Borftellungen und Boraus- 
feßungen gegründet. Sin Vieleck von unendlich vielen Seiten iſt ein 
Unding, eine Tangente hat nicht zwei, der Krümmungskreis nicht drei 
Bunfte mit einer Curve gemeinſchaftlich, fondern nur einen; zwei auf- 
einanberfolgende Tangenten einer boppeltgefrümmten Curve ſchneiden fich 
im Allgemeinen gar nicht, man kann alfo auch nicht eine Ebene durch 
fie legen; eine ftetig beichleuntgte Bewegung tft auch im kleinſten Zeit- 
raume nicht gleihförmig, u. |. f. Wie darf man bei folchen Vorſtel⸗ 
lungen, und wenn man Gleichungen, wie die folgenden: 


ds — vdt 
und 
1 d2s 
ds = dit gdi? + eie. 
hinter einander auf bderfelben Seite eines Buches aufführt, noch von 
mathematifcher Strenge reden ? 

Aber auch die Begriffe, welche der fogenannten Grenzeumethode 
zu Grunde liegen, mußten durch andere erfeßt werben, melche in bem 
Zweit ber höhern Analyfis felbit begründet und mit einer firengmathe- 
matifchen Borftellungsmweife vereinbar find. Denn einmal tft nach firengen 
Begriffen die Grenze einer veränderlichen Größe ein ſolcher Werth, 
welchem diefe letztere jo nahe gebracht werben kann, als man will, ohne 
daß fie Denfelben jemals wirklich erreicht. So ift der Kreisumfang bie 
Grenze für den Umfang eines hinein- ober herumbefchriebenen Vieleckes, 
wenn biefer Umfang als eine Zunctton der Seitenzahl betrachtet wird. 
Mit welchem Rechte man aber die Tangente an einer Curve, oder den 
Winkel, welchen fie mit einer feften Geraden einfchließt, als Grenze für 
bie veränderliche Lage ber Sekante hinftellen will, d. h. für die Lage 
einer Geraden, welche durch einen beitimmten Punkt einer Curve geht, 
und um biefen Punkt gedreht wird, vermag ich nicht einzufehen; 
denn dieſe veränderliche Gerade wird nicht nur einmal bie Lage ber 
Tangente wirklich annehmen, fondern auch durch dieſe Lage hindurch⸗ 


X 

und barüberhinausgehen. Die Lage ber Tangente iſt nur eine befonbeve 
Lage jener Geraden, welcher befondere Eigenichaften zufommen, aber 
feine Grenze, oder man müßte auch, und mit noch größerm Rechte, bie 
Senfrechte, die Grenze der von einem Punkte gegen eine Gerabe hin- 
laufenden Sciefen nennen, u. ſ. f. Ferner kann, wenn man auch 
davon Umgang nehmen will, der Werth: Null Doch nur für abfolute 
Größen ald Grenze angenommen werben, und dann iſt ein Verhältniß 
zweier Größen, welche abfolut Null find, nicht denkbar; man jcheut 
ih deßhalb auch, die fogenannten Sineremente friſchweg gleih Null 
zu nehmen, man nähert fich dieſem Werthe nur ganz achte, hütet fich 
aber ja, bis dran hinzufommen. Mean bleibt aljo im Grunde doch 
auch bei dem Unendlichkleinen fichen, und babei bringt biefes 
fortwährende Noli mae tamgere jmer Örenzen eine Aengftlichkeit 
und eine ſophiſtiſche Spisfindigkeit in die höhere Analylis, welche jeden 
einfachen Sinn davon zurücichredien muß, und welche ſelbſt einen Meifter 
der Analyfis, wie Cauchy ſowie jeine Jünger zu Trugichlüflen verleitet 
bat*). Und endlich was nützt dieſe Grenzentheorie, auf welcher Die 
höhere Analyfis, namentlich was bie Prineipien ber Integralrechnung 
betrifft, wie auf einer Nabelfpike balancirt, wenn man in der Anwen— 
bung immer wieder auf das Unendlichkleine zurückkommt, und zu Zlächen-, 
Körper:, Zeit-Elementen, unendlich dinnen Lamellen, u. |. f. feine 
Zufludt nehmen muß? 

- Sch habe dephalb in meinem Werke eine neue, ber Natur ber 
Berhältniffe entſtammende, und wie ich glaube, in jeder Beziehung klare 
und ſtreng mathematifche Anſchauungsweiſe für die Differential: 
und Autegral: Hechnung, fowohl was bie Ableitung und 
Bedeutung der Differentialquotienten, als die der Integrale betrifft, zu 
Grunde gelegt, und biefelbe in der Einleitung, in welcher außerdem 
die der Mechanik zu Grunde liegenden Begriffe allgemein angedeutet und 
auf ihren wahren Sinn zurüdigeführt werben, und worin zugleich mehrere 
oft zur Anwendung Eommende Beziehungen aus der analyttichen Geometrie 
abgeleitet find, der Dauptiache nach erörtert. Ich habe dafelbft gezeigt, 
wie einfach und klar jich durch die Anwendung diefer Anfchauungsmeife 
auf die Geometrie alle Beziehungen zwiichen ben räumlichen Größen 


*), Man vergleihe $. 42 der Einleitung. 
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geben, wie einfach und natürlich bie Beziehung iſt, in welcher bie 


Iutegralten ihrer wahren Bebeutung nach zu ben Differentialquotienten 


Rechen, wie einfettig und irrig dagegen die bisher ben Sutegralien unter= 
legten Begriffe geweſen find; ich habe endlich nachgewieſen, worin 
eigentlich die Schwierigkeit für die Integration beſteht, wenn ber Dif- 
ferentialguotient zwiſchen den Grenzen des Integrals durch den Werth: 
Unendlich gebt, und darauf aufmerkſam gemacht, daß biefelbe Schwierig⸗ 
feit eintritt, wenn ber Differentialgnotient beim Durchgange durch den 


' Werth: Null das Zeichen wechſelt. Ich glaube mir deßhalb mit ber 
Hoffnung fchmeicheln zu bürfen, durch dieſe neue Grundlage für die 


höhere Analufis den nebligen Pfab zu diefem Felde erhellt, und zugleich 
bie Bahn für eine firenge Anwendung der höhern Mathematit auf bie 
Mechanik und die Phyſik überhaupt gebrochen zu haben. Die Grund⸗ 
züge für dieſe Anwendung werden fchon in bem vorliegenden Banbe bei 
der Lehre von der Bewegung bes materiellen Punktes dargelegt werben; 


es wird aber erſt in den folgenden Bänben Gelegenheit geben, von dieſer 


ſtreugen Anwendung einen umfafjenden Gebrauch zu machen, und bie 
Vortrefflichkelt meiner Theorie auch in dieſer Beziehung im hellſten Lichte 
za zeigen. — Den Schluß der Einleitung, welche durch bie vorher 
genannten Unterfuchungen allerdings einen beträchtlichen Umfang erhalten 
bat, bilbet die Erläuterung von der Sompgeneität ber Gleichungen, 
en Sat, welcher Denen, die Fortſchritte in ber Mechanik machen 
wollen, nicht genug zu empfehlen ift, da er nicht nur dazu bienen kann, 
bie Form einer Function zu fuchen, welche gegebenen Bedingungen zu 
entiprechen hat *), ſondern auch dazu, fich bei der Umwandlung ber 
Gleichungen zu überzeugen, ob babei nicht eim ober der andere Factor 
überfehen wurde. 

Sn der Mechanik ſelbſt waren nicht nur bie Grundbegriffe zu 
läutern, jondern auch bie Lehren ber Natyr der Verhältnifie entiprechend 
darzuftellen und nad) klaren Borftellungen zu ordnen, wenn ſich biefes 
Feld bem Jünger ber Wiffenfchaft zur klaren Anfchauung erfchließen, 
und ihn das Studium derfelben auch zur fihern Anmwenbung befähigen 


— 





*) Ich habe diefelbe 3. B. zum Beweiſe des Sabes angewendet, baß die Kurve, 
auf welcher ſich ein fchwerer materieller Punkt bewegen muß, um große und 
feine Schwingungebogen in derfelben Zeit zu durchlaufen, alfo die fogenannte 
Zauntochrone nur die Enfloide fein fann. 
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fol. Daß diefe Sorge keine eitle fein biürfte, zeigen bie verfchiebenen, 
oft geradezu entgegengefebten Theorien und Refultate, welche nicht nur 
über Mafchinen, fondern auch über fehr einfache Faͤlle ber technifchen 
Mechanit von ben berühmteften Lehrern diefer Wiffenfchaft, wenn man 
biefe überhaupt fchon fo neken darf, aufgeftellt und abgeleitet werben, 
gerade ald wenn fie, etwa wie bie Medicin, eine rein empiriſche Lehre 
wäre und jeder firengen Grundlage entbehrte. In der That findet man 
auch in den meiften Lehrbüchern der techniichen Mechanik die Unter- 
ſuchungen fo einfeitig, fo klebend an Ipeziellen Betrachtungsmetien durch⸗ 
geführt, als wenn das ſtolze Gebäude der reinen Mechanik gar nicht 
vorhanden wäre, und fo wie vor hundert Jahren noch die Lehren dieſer 
Wilfenichaft behandelt wurden. Gewöhnlich behilft man fich mit einer 
einfeitigen Zerlegung ber gerabe wahrgenommenen, ober in ber Vor— 
ftellung vorhandenen Kräfte, und nimmt davon, was man eben braucht, 
ohne fich um das Uebrige weiter ju bekümmern, wozu fchon bie theorettfchen 
Unterfuchungen über die Heibung genügende Belege liefern *). — 
So ftattlich indeffen auch das Gebäude der reinen Mechanik ſich aus- 
nimmt, fo läßt dasſelbe in feiner bisherigen Einrichtung doch ſehr Vieles 
zu wünfchen übrig, namentlich was feine Begründung, feine Anordnung 
und Eintheilung betrifft; man flieht überall, daß man über bie Bebeutung 
der einzelnen Theile noch nicht zur Klarheit gefommen war. Denn man 
findet nicht nur in der Statif bie Lehre von ber Zufammenfekung und 
Zerlegung ber Kräfte mit ben Bebingungen bes Gleichgewichts unter 
einander geworfen, als wenn bie Kenmtniß ber Refultivenden, bie Lage 
des Schwerpunftes, u. f. f. nur für diefe Bleichgewichtsbebingungen 
nothwendig wäre, und nur durch dieſe felbft wieber gefunden werben 
fönnte, und gleich darauf in ber Dynamik ohne Weiteres dieſelben 
Lehrſaͤtze, welche ihrer Darftelungsweife nach nur für bie als Druck fich 


*) Ueberhaupt iſt diefe Reibung nicht nur dem practifchen Mechaniker, fon: 
bern auch dem theorettichen eine unwilllommene Erſcheinung, ba ihre Wirkung 
feine unabhängige und von ganz anderer Art iR, wie bie.ber bewegenden 
Kräfte, und wie wenig fich felbfi ein Poiſſon und Andere nach ihm, wie 
Profeffor Burg nnd Dr. Broch, über biefe Wirkung Kar zu machen wußten, 
zeigen die bisher gänzlich verfehlten Unterfuchungen über bie unter dem Ein; 
flnffe der Reibung flatthabenne Bewegung einer Kugel oder eines Cylinders 
auf einer horizontalen ober geneigten Ebene, fir welche man bie richtigen 
Geſetze am Ende des zweiten ‘Bandes finden wird. | 
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iußernden Wirkungen ber Kräfte gelten können, auch auf bie als Bewegung 
ſich äußernden Wirkungen angewendet, man bat auch unter dem Namen: 
Mechanik feſter Körper fowohl die Geſetze für das Gleichgewicht 
und bie Bewegung eines materiellen Punktes, welche doch für bie Mechanik 
der Flüffigkeiten nicht weniger nothwendig find, dann biejenige für 
Rarre unveränderliche Körper, und diejenige für elaftifche, biegfame und 
überhaupt für veränderliche Körper und Verbindungen von Körpern zu- 
ſanmengeſtellt, obgleich die Verhaͤltniſſe je nach biefer verſchiedenen Be⸗ 
ſchaffenheit ganz verſchieden find, fo daß man darnach nicht mehr einficht, 
warum man überhaupt noch eine Abtheilung macht, und die Mechanik 
ber Flüffigkeiten von ber Mechanik ber feften Körper trennt. Der Ag- 
gregatzuftand allein Tann an und für fi für bie Mechanik ebenfo wenig 
einen Siniheilungsgrund abgeben, wie für bie andern Zweige ber Ratur- 
lehre; nur infofern ſich aus ihm eine mweientliche Verſchiebenheit in ben 
Geſetzen des Gleichgewichts und ber Bewegung ergibt, kann berfelbe ale 
Eintheilungsgrund mit auftreten. "So wie man daher bie beiden Aggre- 
gatzuſtaͤnde ber flüffigen Form, bie früher getrennt waren, wieber ver- 
einigt bat, weil fie im Allgemeinen berfelben Betrachtungsweiſe unterliegen, 
ſo muß man bie feften Körper und ihre Verbindungen gerade in zwei 
verfchtebene Klaſſen trennen, je nachdem man fie als flarre und unver- 
imberliche betrachtet, ober der Geftalt nach als veränderlich, als biegfam 
und elafitich annimmt, weil fie nach dieſen verfchiebenen Aunahmen ganz 
verſchiedenen Betrachtungswetfen untertvorfen werben müflen, umſomehr 
; a8 ſchon die Forberungen, melde unter ber letztern Borausfehung an 
wie Mechanik geftellt werben, meiſtens ganz anderer Art find, als bie, 
, welche man bei der erften Annahme machen Tann. 

Bon diefen Anfichten ausgehend, habe ich es denn für nothwendig 
gefunden, bie rationelle Mechanik in vier Bücher einzutheilen, unb 
. mier folgenden Geſichtspunkten zu betrachten. . 
| Das erſte Buch, welches mit ber Einleitung ben vorliegenden 
| ofen Band unfered Werkes bildet, enthält die Mechanik des 

materiellen Punktes, und vereinigt darin diejenigen durch Ab- 
Rraction gewonnenen Lehrfähe welche ben brei folgenden Büchern zur 
Ormblage dienen, wie in der Geometrie die aus ben räumlichen Ver⸗ 
haͤltniſſen abſtrahirten Lehrſaͤtze über die Gerade und die Winkel den 
Unterfuchungen der räumlichen Verhältniffe felbft zu Grunde gelegt 
ſind. 
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Das zweite Buch, für fi allein ben zweiten Band ein- 
nehmend, wird die Mechanik fefter Syſteme von ma: 
teriellen Punkten enthalten, infofern die Bezeichnung: feſt nicht 
dem flüffig entgegenfteht, fondern bie Bedeutung: unwanbelbar ober 
unveraͤnderlich hatz es unterfucht demnach die Gleichgewichtsbedingungen 
und die Bewegungsgeſetze für folche Körper und unter ber Einwirkung 
folcher Kräfte, bei welchen und durch welche bie uriprüngliche Geftalt 
feine weſentliche Aenberung erleidet. 

Das Dritte Buch dagegen if ber Mechanik veraͤuber⸗ 
licher Syſteme gewibmet, d. h. ſolchen Unterſuchungen über Gleich- 
gewicht und Bewegung eines Syſtems von materiellen Punkten, bei 
welchen gerade die Anderung der Geftalt des Syſtems befonders berück⸗ 
fichtigt wird, ober doch von weſentlichem Einfluffe tft, bei denen jedoch 
noch vorausgefegt wird, daß dieſe Aenderung in der Geftalt nur nach 
beftimmten Geſetzen unb Bedingungen ftatthaben kann, aljo namentlich 
durch die Gohäflon bedingt wird. Es wirb daher zulebt 

das vierte Buch in ter Mechanik Hüffiger Syſteme 
ſolche Syſteme von materiellen Punkten betrachten, bei welchen bie 
gegenſeitige Lage biefer Iektern an eine Bebingung gebunden unb bie 
Gohäflon unwahrnehmbar geworden tft. Diefe beiden lebten Bücher wird 
ber dritte Band in ſich vereinigen. 

Das erfie Buch, von deſſen Inhalt und Anordnung ih hier noch 
Rechenſchaft zu geben habe, zerfällt in brei Abfchnitte. — Im erften 
derfelben habe ich, immer vom Einfachen zum Zufammengefeßten fort- 
gehend, die Lehre von ber Zufammenfehung und Zerlegung 
Der au Demfelben Punkte augreifenden Kräfte, welche 
ih fördernde Mräfte genannt babe, weil fie nur eine fort: 
ſchreitende Bewegung erzeugen, vorgetragen, und biefelbe, wie auch 
bie folgenden Lehren, durch einige Beifpiele unterftäht, wie ich fie meinen 
Schülern von Monat zu Monat um bad Vorgetragene einzuüben, zur 
Auflöfung vorlege, welche nämlich nicht nur geeignet find, diefe vor- 
getragenen Lehren durch bie Anwendung zu erläutern und das Verſtehen 
berfelben zu fordern, ſondern auch Gelegenheit geben, die Lehren der 
reinen Mathematik und felbft ber barftellenden Geometrie anzuwenden, 
und bie Berechnung gegebener Fälle einzuüben. Denn ich weiß aus ber 
Srfahrung, wie unfruchtbar die Vorträge folcher Lehrer find, welche 
fi damit begnügen, die Lehren der Mechanif allgemein vorzutragen, 
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ohne fie auf gegebene Fälle anzuwenden und anwenden zu laflen, wie 
wenig die Schüler derſelben zur: Erfenntniß des Gebrauches jener Lehren 
gelangen und: welchen Schrecken benfelben in Zahlen ausgebiftcte Auf- 
gaben einflößen, während doch gerade bie Berechnung folcher Aufgaben 
der Endzweck der angewandten Mathematit unb beſonders ber techntfchen. 
Mechanik if. Es dürfte deßhalb ſelbſt Mancher eine noch größere An- 
zahl folcher Aufgaben wünfchen; dazu war aber der Raum zu beichränft, 
md ich habe deßhalb fpäter nur von Zeit zu Zeit folchen Aufgaben 


Zahlenbeiſpiele beigefügt, bei beren Berechnung wieder neue Umſtaͤnde 


zu beachten finb. 
Der zweite Abfchnitt enthält bie Unterfuchung ber @leichgewichts: 


‚ bedingungen eines materiellen Punktes und zwar mit fleter Rücd- 


Abt auf die Meibung und bie Anfchaulichkeit ber Ergebniſſe in 
einer Ausführlichteit und Allgemeinheit, welche ich wenigſtens in ben 
biöherigen Lehrbüchern ſehr vermißte, welcher zwar von Manchem, 
der über bie Sache hinaus zu fein glaubt, der Vorwurf der Breite ge- 
macht werben bürfte, welche ‘aber Denjenigen, bie mein Werk zum 
Selbfifubium gebrauchen wollen, fehr zu Gute kommen wird. Am 


Schluſſe diefes Abfchnittes habe ich denn auch das Prineip Der 


sirtuellen Geſchwindigkeit, das ich wegen ſeiner wiſſenſchaft⸗ 
lichen Bedeutung aufzunehmen für nothwendig hielt, obgleich ich dem⸗ 
kiben tm Allgemeinen, wegen feiner geringen Anfchaulichkelt, für bie 
Anwendung mr einen ‘geringen Werth beizulegen vermag, inſoweit 
es den materiellen Punkt betrifft, auf feinen wahren Ausdruck zurüd- 
führt. 


Im dritten Abfchnitte habe ich ebenfo umfaflend die Lehre von ber 
Bewegung bes materiellen Punktes behandelt, und benfelben zur 
gröbern Ueberfichttichkeit und Maren Anfchauung ber Berhättniffe in vier 
Kapitel eingetheilt, von denen das erſte wieder mit der einfachften Be— 
eng, nämlich ber geradlinigen beginnt, da fich durch biefe bie 
Beriehungen zuotfchen ber Befchleunigung ber Bewegung und ber Kraft 
um einfachften ergeben, und fich auf fie auch bie folgenden Ynterfuchungen 
Men. Ich habe hier, wie ich glanbe zuerft, für bie Beziehungen 
viſchen ben Functionen, welche die Lage, bie Geſchwindigkeit bed Be⸗ 
wegen unb bie bewegende Kraft ausbrüden, eine firenge Ableitung, 
wb diefen Beziehungen felbft durch meine den Differentialquotienten 
Mberlegte natürliche Bedeutung eine Anſchaulichkeit gegeben, welche bisher 





AM 
gänzlich gefehlt hat, und wie ich hoffe, bem angehenben Mechaniker 
das Berftehen derſelben weſentlich erleichtern mird. 


Im"weiten Kapitel folgt die Freie, unbefchräufte Be⸗ 


wegung des materiellen Punktes. Auch hier babe ich es für noth- 
wendig erachtet, einen neuen Bang einzufchlagen, um zu den allgemeinen 
Beziehungen zwiſchen ber bewegenden Kraft, der Geſchwindigkeit und ber 
Lage bed Bewegten zu gelangen. Dazu ging ich von dem Sape aus, 
daß die Wirkung der Kraft in ber Aenberung der Bewegung beftehe, 
und zwar bei der freien Bewegung fowohl in der Aenderung ber Rich- 
tung, als in der Aenderung ber Geſchwindigkeit berfelben, daß es alſo, 
um bie Verhaͤltniſſe natürlich zu betrachten, und Die Gelege auf natür- 
lichen Wege abzuleiten, vor Allem nothwendig ſei, zu unterfuchen, 
welcher Theil ber Kraft auf die Menberung ber Geſchwindigkeit, unb 
welcher auf die Aenderung ber Richtung verwendet wird, weil ſich Damit 
bie Geſetze der Bewegung unmittelbar ergeben müflen. In ber gerab- 
linigen Bewegung mar ſchon der Fall unterfucht worden, wo bie Richtung 
ber Bewegung ungeändert blieb und Die Kraft nur eine Aenberung ber 
Geſchwindigkeit, eine Befchleunigung ber Bewegung zu erzeugen hatte; 
es war alfo noch ein einfacher Fall zu unterfuchen, wo bie Gefchwindigfeit 
fich nicht Ändert, und die Kraft nur eine Anderung in der Richtung 
ber Bewegung zu bewirken bat, um daraus auf bie bazu nothwendige 
Eigenſchaft und das entiprechende Maaß der Kraft zu fchließen; bazu 
diente bie gleichförmige Bewegung im Kreiſe, bei welcher die Aenberung 
in der Richtung fortwährend biefelbe tft, die Kraft alfo eine conftante 
jen muß, wie bei ber gleichfürmig befchleunigten gerablinigen Bewegung. 
Nachdem auf dieſe Weile die Bedeutung und das Maaß ber tangentialen 
und der normalen Somponenten ber bewegenden Kraft erkannt, und damit 
bie Geſetze der Bewegung abgeleitet find, werben biefe in möglichfter Viel⸗ 
feitigfeit betrachtet und angewendet, und bie Ergebniffe durch Gonftructton 
anfchaulich gemacht. So babe ich unter Anderm eine conftructive Löſung 
bes Kepplerichen Problems gegeben, und bie Geſetze der Planeten- 
bewegung auch auf die Unterfuchung ber Bewegung eines frei fallenden 
Atoms mit Nüdficht auf die Bewegung der Erde und die Veraͤnderlichkeit 
der Schwere angewendet; auch Habe ich nach dem Beifpiele von Du⸗ 
hamel die von einer Kraft, welche ber dritten Potenz ber Entfernung 
verkehrt proportional tft, erzeugte Bewegung eines materiellen Punktes auf- 
genommen, weil diefe Unterfuchung mehrere fehr einfache Ergebniffe bietet. 
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Das dritte Kapitel behandelt die gezioungene Bewegung 
des materiellen Punktes, aljo die Bewegung in vorgejchriebener Bahn 
und anf einer feiten Fläche. Sch babe mich hier, nad der Ableitung 
der allgemeinen Gleichungen für die Bewegung in vorgefchriebener 
Bahn, bemüht, den Begriff der fogenannten Gentrifugaltraft, 
mit weicher in ber angewandten Mechantt noch vielerlei Mißbrauch 
getrieben wird, möglichit Klar zu machen, und habe es befhalb auch 
für nothwendig gefunden, für jenen Namen, welcher namentlich ben 
Anfänger fo leicht zu einer falfchen Vorſtellung verleitet, bie richtige 
Benennung: dynamiſcher oder Bewegungs : Druck einzu: 
führen, Durch welche, wie ich glaube, jene Vertvechslung eines von dem 





bewegten Körper auf das ihn in feiner Bewegung befihränfende Hinderniß 


ausgeübten Drud mit einer unabhängigen, Geſchwindigkeit ober Bewegung 
erzeugenbden Kraft befeitigt werben duͤrfte. — Die allgemeinen Gleichungen 
finden dann eine Icehrreiche Anwendung in der umfaffenden Unterfuchung 
der Bewegung eine® fchweren Punktes im Kreiſe und ber Cycloide und 
der Beftimmung derjenigen Linie, in welcher derfelbe herabfallen muß, 
um Bogen von ungleicher Zange in gleichen Zeiten zu durchlaufen, oder 
von einem gegebenen Punkte ausgehend einen zweiten gegebenen Punkt 
in kuͤrzeſter Zeit zu erreichen. Die erfte diefer Beſtimmungen habe ich, 
wie fchon bemerkt, auf einem neuen Wege, mitteld ber Homogeneität 
der Größen, und bie zweite, wie ich mir fchmeichle, mit einer bisher 
entbehrten Klarheit und Anſchaulichkeit durchgeführt. — Mit gleicher 
Sorafalt habe ich auch die bei der Bewegung auf einer feiten Fläche 
Rattfindenben Verhältniffe erörtert und daran die Bedeutung und An- 
wendung bed Principe der Eleinften Wirkung angeichlofien. 
Der Betrachtung befonderer Fälle, welche ſich wegen der Schwierigkeiten 
der Rechnung auf die Unterfuchung der Bewegung auf einer Ebene und 
einer Kugelfläche beichräntt, habe ich noch bie Auflöfung der Aufgabe 
angereibt, bie Curve zu beftimmen, längs welcher ein ſchwerer Punkt 
anf einer gegehgeen Fläche herabfallen muß, um in kürzefter Zeit von 
einem gegebenen Punkte biefer Fläche zu einem andern gegebenen Punkte 
berfelben zu gelangen. 

Das vierte Kapitel endlich enthält eine umfaſſende Unterfuchung 
der relativen Bewegung bes materiellen Punktes, von welcher 
man bei Poiſſon und Duhamel nur nothbürftige Andeutungen 
und, ſoviel mir befannt, nur bei Eorioli eine weitere Ausführung, 
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ſuchung nicht nur auf mehrere einfache Fälle, unter andern auf bie 
relative Bewegung eines gegen bie Erde fallenden ſchweren Atoms, an- 
getvendet, fondern auch auf die gezwungene relative Bewegung 
ausgedehnt und diefe mit Beifpielen erläutert, welche bei der Theorie ber 
Turbinen und Ventilatoren ihre Anwendung finden werben, und zugleich 
als bemerkenswerthe Mebungen in ber Integration ber höhern Differential- 
gleichungen dienen Tonnen, 

Diefe Darlegung der Art und Weile, mie ich meinen Zwei in | 
diefem erften Bande zu erreichen fuchte, möge genfigen, um das vor- | 
liegende Werk der Beachtung aller Freunde einer firengen und babei 
anfchaulichen Auffaffung ber mathematifhen Wahrheiten zu empfehlen, 
und zu zeigen, daß ich bei ber Ausarbeitung besfelben nicht von einem 
Streben nad) fogenannter Originalität, ſondern blos von dem Wunſche 
geleitet wurbe, die höhere Mathematik und die fireng begründete Mechanik 
durch vermehrte Anſchaulichkeit zugänglicher zu machen, und die all- 
gemeinere Verbreitung dieſer Wiffenfchaften zu befürbern. Es wird nun 
an ben Lehrern der höhern Analyfis fein, diefe meine Abficht burch bie 
Annahme und Verbreitung der von mir zu Grunde gelegten natürlichen 
und anfchaulichen Bedeutungen von den Differenttalquotienten und Sn- 
tegrakten zu unterftügen; denn ich wage zu hoffen, daß fich dadurch bie 
Kenntniß ber höhern Mathematik, dieſes unentbehrlichen Werkzeuges für 
bie gründliche Erkennung, Erweiterung und Anwendung ber Mechanik, 
und mit ihr dieſe felbft in kurzer Zeit in einem ähnlichen Berhältniffe 
verbreiten wird, mie dieſes in den legten fünfzig Jahren mit der elemen- 
taren Mathematik und Mechanik der Hall geweien tft. 


aber nirgends eine Anwenbung findet. Sch habe deßhalb biefe Unter⸗ 


Augsburg im Januar 1851. 


©. Decher. 
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6. 1. 


Die Veränderungen, welche wie in dem örtlichen Befinden der ung 
ungebenden Körper oder ihrer Theile in Folge ber Einwirkung äußerer 
Urſachen eintreten fehen, find beftimmten Geſegen unterworfen, beren Er- 
forfchung Gegenftand der Wiſſenſchaft ift, welche den Namen Mechanik 
führt. Diefe Wiſſenſchaft bildet einen Theil ber Naturlehre, und 
zwar die Grundlage berfelben, dba alle übrigen Theile fi umfomehr 
auf fie flüßen, je weiter wir in der Erkenntniß ber Naturerfcheinungen 
fortichreiten, fo daß diefe immer mehr ald Anwendungen der Mechanit 
behandelt werben konnen und müflen. Während nämlich bie Mechanik 
felbR jene Urfachen, die wir tm Allgemeinen mit dem Namen Kräfte 
bezeichnen, blos hinſichtlich der Intenfität ihrer Wirkungen vergleicht, 
und unbekümmert um bie befonbere Natur berjelben, ftellen bie andern 
Zweige ber Phyſik diefe Kräfte gerade nach ihren unterfcheibenden Wir- 
kungsarten bar, und fuchen aus ben wahrgenommenen Wirkungen ober 
Erſcheinungen auf bie befondere Natur ihrer Urfachen zu ſchließen und 
ben Zufammenhang einer ganzen Klaffe von Erſcheinungen unter fich 
und mit einer gemeinfchaftlichen Urfache zu ermitteln. Eine diefer Klaffen 
von Erſcheinungen: bie Wirkungen ber Schwere oder Gravitation, 
iR indeſſen allgemein in die Mechanik felbft aufgenommen worben, theile 
weil Durch fie die Geſetze dieſer Wiffenfchaft erfannt wurden, theils auch 
weil fie bie einfachften Betfpiele für die Anwendung dieſer Geſetze darbieten. 


| 6. 2. 
Urnſere allgemeinften Borftellungen über die Körperwelt, welche ber 
ganzen Natusiehre, aljo auch ber Mechanik zu Grunde liegen, und bie 


ir als Gigenfehaften auf bie Rörperwelt und ihre Vernderungen über» 
Deqher, Handbuqch der Mechauik I 1 
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tragen, find bie Begriffe ber Ausdehnung und Dauer. Diefe Be 
entftehen in uns mit dem Bewußtſein und find zu einfach und zu 
gemein, als daß fie ſtrenge befinirt werben konnten. Wie viele ande 
Begriffe, fo erheben wir auch biefe in unferer Vorftellung zur Self: 
ftändigfeit, die Ausdehnung wird Raum, bie Dauer wirb Zeit, 
und da wir und weder für die Ausdehnung noch für die Dauer noth⸗ 
wendige Grenzen benten konnen, fo ftellen wir und auh den Raum 
und die Zeit ale Größen vor, welche alles Beſtehende gleihfam um⸗ 
faffen und umfchließen,, welche grenzenlos oder unendlich find. — Unfer 
Borftellungsvermögen tft Inbeffen viel zu ſchwach, diefe Größen auf einmal 
vollſtändig und in ftetigem Zufammenhange zu erfaflen; wir benfen uns 
immer nur einzelne Theile oder Abfchnitte von dem Raume und der Zeit, 
und felbft dieſe nicht immer als ftetige Größen, fondern meiſtens wieder 
aus Tleineren Theilen ‚beftehend, die wir Maaße oder Einheiten ber 
Ausdehnung oder Dauer nennen; benn biefes Gintheilen größerer Raum- 
und Zeit-Abfchnitte in Kleinere, für umfere Borftellung leichter zu erfaffenbe, 
feßt nnd in den Stand, größere Abfchnitte mit dieſen unb unter fich zu 
vergleichen ober fie zu meſſen. 
e ber auch in folcher Weiſe iſt unſer Geift nicht bermögend, fich bie 
räumliche Ausdehnung geradezu Par vorzuftellenz durch ein bunfles Ge⸗ 
fühl, ich möchte fagen durch eine Art von Juſtinct geleitet, abfſtrahirt 
ſich derfelbe an ber räumlichen Ausdehnung gewöhnlich brei Ausbehnungen 
nach geraden unter ſich rechtwinkligen Richtungen, lineare oder Län- 
genausdehnungen, und überzeugt ſich dann durch bie Rehrfäge der 
Geometrie, welche darthun, daß jede räumliche Ausdehnung durch brei 
unter ſich rechtwinklige Laͤngenausdehnungen gemeflen werben kann, von 
der Richtigkeit dieſer Abftraction. Demgemäß nehmen mir denn aud 
die räumliche Ausdehnung oder den Ranminhalt bes einfachften 
geometrifchen Körpers, bed Würfeld, da derfelbe drei gleiche unter 
fich rechtwinklige Längenausdehnungen befigt, als Maaßeinheit für bie 
räumliche Ausdehnung ober ben Türperlichen Raum an, und zwar 
denjenigen Wuͤrfel, bet welchen dieſe Längenausbehnung, die Rante bed 
Würfels, ber Einheit für bie Längenansdehnung gleich iſt. 

Durch die Verbindung zweier Längenansbehnungen bilden wir und 
ebenfo ein Maaß für die Flächenausdehnung oder ben Flächeninhalt, 
und wählen dazu eine der ſechs gleichen ebnen Flächen oder Duabrate, 
von welchen ber vorhergenannte Würfel begrenzt wird, deren beide recht- 
winklige Rängenauspehnungen alſo ebenfalld ber Einheit für bie Laͤngen⸗ 
ansbehnung gleich find. Es reicht demnach hin, eine Einheit für bie 
Laͤngenausdehnung, ein Längen maaß feitzufegen, indem aus ihm bie 
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SGinheiten für bie Flaͤchen? und Raumausbehuung gebildet werden. — 
Solche Längenmaaße find ber Meter und feine Unterabtheilungen, 
- welche in der Folge ausichlieplich angewendet werben follen. 

Einfacher ald ber Begriff der räumlichen Ausdehnung tft ber Begriff 
ber Zeit ober Dauer, dba diefe in unferer Vorſtellung nur einer Laͤngen⸗ 
ansdehnung entipricht. Die Daupteinheit derfelben ift der mittlere Son⸗ 
nentagz; häufiger aber wendet man in der Naturlehre eine feiner 
Unterabtbellungen, die Stunbe, Minute ober Sekunde an. 


3. 

Die Mechanik betrachtet indeſſen die Körper nicht blos als abgegrenzie 
Theile bed Raumes «von beitimmter Geftalt, wie bie Geometrie, ſon⸗ 
dern fie findet biefen Raum oder dieſe geometrifche Form ausgefüllt mit 
irgend einem Stoffe, ber jeben andern aus bemfelben Raume aus- 
fließt, obgleich er biefen nicht ausfchließlich für immer in Befig nimmt, 
fondern von jedem andern baraus verdrängt werben Tann, fo baß mit 
dem Begriffe Stoff ober Materie nothwendig jene der Raums 
erfüllung und der Undurchdringlichkeit verbunden find. Die 
Uuantität bes von ben geometrifchen Grenzen eined Körpers eingefchlof- 
fenen Raumes wird befien Rauminhalt ober Bolumen genannt, bie 
- Qmantität bed ausfüllenden Stoffes dagegen feine Maffe. 

Die Erfüllung bes Raumes durch bie Materie iſt nad) unfern bis 
jeht darüber erlangten Kenntniſſen nicht ftetig und untheilbar, fondern 
befteht in einer Anhäufung oder Verbindung von Stofftheilchen, die bei 
weitem Heiner find als jebe Größe, welche wir wahrzunehmen oder felbft 
uns vorzuftellen vermögen, bie wir aber den Erfahrungen ber Chemie 
zufolge in Geſtalt und Größe als unveränderlich annehmen und deßhalb 
Atome nennen. Die Atome der verfähiedenen Körper befigen mahr- 
ſcheinlich nicht alle dieſelbe Geftalt und Größe, in der Mechanik werben 
wir jeboch bie Verſchiedenheit dieſer Eigenichaften, über welche wir ohnehin 
nichts Näheres willen, ganz unbeachtet laſſen, und uns bie Atome unter 
dem Ramen: materielle Punkte, fo Kein „es unſerer Borftellung 
möglich iſt, und in einer beliebigen einfachen Geſtalt, als vechtwinklige 
Baralleleptpede oder als Kügelchen denken. Während alſo ber Phyſiker 
and Ghenifer die Körper ald Aggregate von gleichartigen ober ungleich- 
artigen Atomen betrachtet, find fie für und Syfteme von materiellen 
- Buntten. a 


Ä Es iſt ferner einleuchtend, daß durch bloße Anhäufung von Atomen 
bein Körper von einer beftimmten Geſtalt gebildet werden kann; es 
1 


4 


müſſen alfo gewiſſe Kräfte vorhanden fein, welche die Atome in einer 
beftimmten Lage gegen einander feft- und zufammenhalten. Den See 
begriff dieſer unbekannten Kräfte denken wir uns ald eine einzige Kraft, 
welche wir Gohäfionsfraft nennen. Die Srfahrung führt uns aber 
auch zu ber Annahme, daß bie Atome eines Körpers nicht in unmittelbarer 
Berührung ftehen, fondern Zwiſchenräume zwifchen fich laſſen, beren 
Größe fehr veränderlich ift, und bei vielen fo klein, baß fie wohl nur 
mit jener der Atome felbft verglichen werben kann. Um uns demnach 
bie Bildung der Körper zu erklären, müffen wir eine neue Urfache ober 
Kraft zu Hülfe nehmen, welche ſich ber unmittelbaren Vereinigung ber 
Atome widerſetzt und gewöhnlid Repulftonstraft genannt wird. 
Die Wirkungen, welche wir biefer Kraft zuſchreiben, find indeſſen ganz 
biefelben, wie bie der Wärme, und es genügt deßhalb, dieſe letztere 
felbft als jene trennende Kraft anzunehmen. Denn unter ihrem Einfluffe 


fehen wir nicht nur die Körper ihr Volumen vergrößern, fih ausbehnen, : 


mas nur durch größere gegenfeitige Entfernung ber an Größe unveränber- 


lichen Atome gefchehen kann, fondern wir fehen auch burch fie die Wir- 
ungen ber Gohäftonsfraft in ber Art beeinträchtigt werben, baß bie . 
Körper in drei in dieſer Beziehung weſentlich verfchiedenen Zuftänden, 


gewöhnlih Aggregatzuftände genannt, auftreten. 

Die Körper find nämlich bei gewöhnlicher Temperatur entweder 
feſte, wie bie Metalle, Steine, u. a., d. h. fie befiten eine beftimmte 
Geſtalt und ein beftimmtes Volumen und feben ber Veränderung der⸗ 


felben einen größern oder Fleinern Widerftand entgegen, fo daß bei ihnen 
die Cohaͤſionskraft als die überwiegende angefehen werben muß. Ober ' 
fie find flüfftg, mie das Waffer, der Weingeift, Dad Queckſilber, u. n., | 


und fügen fich leicht und ohne merflichen MWibderftand in jede gegebene 


Form, befigen aber noch ein beftimmted Volumen und fcheinen ohne 
Einwirkung fremder Kräfte immer eine eigene Form: die Kugel= ober 
Tropfengeftalt annehmen zu wollen, woraus gefchloffen werden Tann, 
daß bei ihnen die Gohäfionsfraft durch die trennende Kraft beinahe völlig 


aufgehöben tft, ohne jedoch ganz unwirkſam zu fein. Oder bie Körper 


find gasförmig, wie die atmoſphäriſche Luft, Die Gafe und Dämpfe, 


und befiken weder eine beftimmte Geftalt noch ein beitimmtes Volumen, 
fondern vielmehr das Beftreben, jeden gegebenen Raum auszuflillen; 
wentgftens hat die Erfahrung in diefer Beziehung noch Feine Grenzen 


gezeigt. Bet biefen Körpern fcheint alſo kaum eine Spur non Cohäſions⸗ 


kraft vorhanden zu fein. Die beiden letzten Aggregatzuftände begreift 
man oft zufammen unter bem Namen: Flüfftgfeiten und unterſcheidet 


fie dann als tropfbar=flüffig und als ausdehnſam oder elaftifch- 


— — 

fläſſig. Die Erfahrung zeigt nun, daß ſehr viele fefte Körper durch 
Mittheitung von Wärme, und nur durch biefe in den flüffigen 
und ſelbſt gasfürmigen Zuftand verfeßt werben können, ſowie bie 
flüffigen ihrerſeits durch Meittheilung von Wärme in ben gas för— 
migen und durch Entziehung berfelben in den feiten Zufland übergehen, 
unb ebenſo viele gas förmige Stoffe buch Verminderung ihrer Tem- 
peratur in bie beiden erften Aggregatzuftände zurückkehren. Wir werden 
durch diefe Srfahrungen zu dem Schluffe geführt, daß wenn biefe Ver⸗ 
wandlungen nicht für alle Körper errficht werben fünnen, es entweder 
an der erforberlichen Miüttheilung ober an der nothwendigen Entziehung 
von Wärme fehlt, daß aljo diefe neben der Cohäſionskraft bie einzige 
Haie der verichiedenen Aggregatzuftände fein mag. 


6. 5. 

Aus dem Dorhergehenden folgt weiter, daß bie Quantität ber 
Materie, welche einen Körper bildet, fehr verfchiebene Quantitäten an 
Raum srfüllen, oder bald ein Fleineres, bald ein größeres Volumen ein- 
nehmen kann, daß alfo umgekehrt ein und derjelbe Körper in bemfelben 
Raume verfchiedene Quantitäten an Materie enthalten wird. Die Er- 
fahrung lehrt aber auch, daß biefes nicht nur bei Körpern der Fall if, 
die aus bemfelben Stoffe beftehen, je nach den verſchiedenen Quantitäten 
von Wärme, welche in ihnen wirkfam ift, fondern daß es noch in viel 
höherem Grabe bei folchen Körpern gegenfeitig flattfindet, welche aus 
verſchiedenartigen Stoffen gebilbet find, fo daß biefe unter bemfelben 
Bolumen fehr verfchiebene Duantitäten an Stoff oder Maſſe einfchließen. 
Wem dann ein Körper in demſelben Raume mehr Maffe enthält, ober 
wenn feine Maffe ein kleineres Volumen einnimmt, ſtellt man fich bie 
Heinften Theilchen in geringerer gegenfeitiger Entfernung oder Dichter 
zufammengebrängt vor, man nennt ihn oder eigentlich feine Maſſe baher 
bichter als Die eines Körpers, der in demſelben Bolumen weniger Maſſe 


enthaͤlt. Daraus bildet fich zuerit der Begriff der Dichte als allgemeine 


Eigenſchaft der Körper, und bann ber ber mathematifchen oder meßbaren 
Dichte, welcher offenbar auf dem Berhältniffe der erfüllenden Mafle 
za dem erfüllten Raume beruht und zu dieſem Verhältniſſe felbft wieder 
in gerabem Verhaͤltniſſe fteht. Iſt ber Körper durchaus gleichartig 
Her homogen und feine Dichte in allen Theilen biefelbe, fo iſt auch 
jenes Berhältniß durchaus basielbe, und demnach feine Maffe 
feinem Bolumen proportional. 

In dieſem Kalle findet man die Dichte ſehr haufig als bie in ber 
Einheit des Volumens enthaltene Maſſe erklärt, Durch dieſe Erklaͤrungsart 
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werben aber die Begriffe verwirrt; denn Maſſe ift nicht Dichte, und 
Dichte nicht Maſſe; es Tann eine Mafle nur wieder durch eine Maffe 
und irgend eine Dichte nur wieder durch eine Dichte gemeſſen werden, 
welche man als Einheit für die Dichte angenommen hat. Natürlich iſt 
ed am einfachſten, für diefe Einheit die Dichte eines Stoffes anzunehmen, 
welcher in ber Einheit des Raumes die Einheit der Maſſe enthält, und 
in biefem Falle wird die Dichte und bie in der Raumeinheit enthaltene 
Maſſe durch biefelbe Zahl ausgebrüdt. Für Stoffe, welche aus ungletch- 
artigen Theilen beftehen und in welchen bie Dichte von einem Punkte 
zum anderen nach einem gewiſſen Geſetze fich aͤndert, kann das Maaß 
ber Dichte für einen gegebenen Punkt erft fpäter erörtert werden, forte 
auch bie Feftftellung der zweckmäßigſten Einheit für die Maſſe erft bei 
der Lehre von ber Bewegung eined materiellen Punktes erfolgen kann. 

Häufig wird auch bie Dichte der verſchiedenen Stoffe bei gleicher 
Temperatur mit berjenigen bes Waſſers verglichen; bad Berhältniß der 
Dichte irgend eines Stoffes zu ber bed Waflerd heißt dann fpezififche 
Dichte des betreffenden Stoffes; es ift, wie wir ſpaͤter fehen werben, 
gleichbebeutend mit bemjenigen Berhältniffe, melches ſpezifiſches 
Gewicht genannt wird. 


6. 6. 


Jeder Körper nimmt in einem beftimmten Zeitpunkte einen beftimmten 
Ort im Raume ein, und wir können uns benfelben unverändert und 
immerwährend an diefem Orte und in berfelben Lage, alfo in Ruhe 
benfen; wir Tonnen und aber auch vorftellen, daß derſelbe ohne bie 
geringfte Beränderung an Geftalt, Größe ober feinen fonftigen Eigen- 


fihaften zu erleiden, diefen Ort verlaffe und nach und nad) andere 


Stellen im Raume einnehme oder boch feine Lage gegen andere Punkte 
bes Raumes fortwährend ändere, alfo in Bewegung fel. Diefe beiden 
Zuftände in dem örtlichen Befinden eines Körpers: Ruhe und Bewe— 
gung können wieder in boppelter Beziehung gedacht werben, entweder 
in Beziehung auf fefte unveränderliche Punkte im Raume als abfolute 
Ruhe und Bewegung, oder in Beziehung auf andere ſelbſt in Bewegung 
begriffene Körper als relative Ruhe und Bewegung. Ob es im 
Weltraume einen Körper in abfoluter Ruhe gibt, ift wenigſtens 
zweifelhaft, da Alles, was wir kennen, in Bewegung iftz Beiſpiele 
von relativer Ruhe bieten fich uns jeboch viele bar, wenn wir von 
den fehr Heinen Bewegungen ber Fleinften Körpertheile Umgang nehmen. 
Die Bewegungen dagegen, welche bie Körper befiten, find offenbar einmal 
abfolntes fo wie wir aber die Bewegungen wahrnehmen, find fie 
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auch nur relative, da wir felbft in abfoluter Ruhe fein und im Raume 
unveränberliche Marken haben müßten, um irgend eine Bewegung alg 
abſolute zu beurtheilen, Bedingungen, welchen zu genügen gleich un— 
möglich if. — Mit dem Begriffe der Bewegung oder Ortsveränderung 
. verbinden wir zugleich die Vorftellung der Zeitdauer, bie zu einer be= 

ſtimmten Veränderung nothwendig ift, und bezeichnen diejenige von zwei 
: Beivegungen, bei welcher diefelben Veränderungen in Ort oder Lage in 
; kürzerer Zeit vor fih gehen, ald die gefhwinbere. Daraus bilbet- 
ſich ein neuer Begriff: Geſchwindigkeit, zuerft wieber als allgemeine 
Eigenſchaft der Bewegungen, und dann als meßbare Größe, welche auf 
dem Berhältniffe zwifchen ber räumlichen Ausdehnung ber ürtlichen Ver— 
. änderungen und ber bazu angemwenbeten Zeit berußt. Welche Einheit 
biefer Größe, deren Kenntniß für die Beurtheilung einer Bewegung fehr 
weientlich ift, zu Grunde gelegt, und wie bdiefelbe überhaupt gemeſſen 
. wird, kann erſt ſpaͤter gezeigt werben. 


| 6. 7. 

Wie ſchon berührt wurde, find die ürtlichen Zuftände der Ruhe und 
Bewegung eines Körpers durchaus unabhangig von feiner befonbern Be- 
Ihaffenheit vorhanden, und es ift auch nicht denkbar, daß er felbft irgend 
einen Sinfluß auf das Fortbeftehen oder Aufhören diefer Zuftände Außere, 
daß er aus eigmer Willfür ben Zuftand der Ruhe mit dem der Bewe— 
' gung ober umgekehrt biefen mit jenem vertaufchen könne; denn es ift Fein 
Grund vorhanden, warum dies gerade jegt und nicht früher‘ ober Ipäter, 
warum gerade in biefer und nicht in einer andern Weile gejchehen 
folle.*) — Die Erfahrung beftätigt dieſe Vorftellungen. Wir finden 
bei aufmerffamer Beobachtung immer eine äußere Urfache für die Ver- 
‚ änderungen in bem örtlichen Befinden eined Körpers, nicht nur für jede 
Erzeugung von Bervegung, was jedem gefunden Sinne einleuchtend iſt, 
ſondern auch für jede Abänderung und Vernichtung derſelben, was zwar 





*) Matürlid Hat man hier haupffächlih unorganiſche Körper im Auge. Die 
Ausnahme indeflen, welche die organifchen Körper, insbeſondere die mit fos 
genannter willfürlicher Bewegung ausgeflatteten Thiere von diefem Sage zu 
machen fcheinen, rührt wohl nur daher, daß bier die nächken Urſachen der 
Bewegung für uns zu fehr zufanmengefegt find, um den verbindenden Baben 
zwildgen Urſache und Wirkung zu erkeunen. Soviel Fan Inbefien behauptet 
werben, daß feln Thier eine Beweguug beginnt oder ändert ohne eine änßere 
Beranlafiung. Ob dasfelbe auch von ben Menſchen behauptet werben barf, 
wollen wir hier dahingeſtellt fein laſſen. 
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einer oberflächlichen Erfahrung zu mwiberfprechen fcheint, welche zeigt, daß 
bie in Bewegung gefeßten Körper allmählig zur Ruhe kommen, wenn 
bie Urfachen ber Bewegung zu wirken aufhören; mas aber bei genauer 


Unterfuhung umfomehr beftätigt wird, je mehr mir die vorher nicht. 


beachteten Hinderniſſe ber Bewegung befeitigen. Nach diefen Erfahrungen 
machen wir denn auch einen Unterſchied zwiſchen den Urfachen ober 
Kräften, bie einen Einfluß auf die Bewegung eines Körpers äußern. 
Wir belegen diejenige berfelben, welche einem ruhenben Körper Bewegung 
zu ertheilen oder ſchon vorhandene Bewegung zu begünftigen vermögen, 
vorzugsweife mit dem Namen: Kräfte, au bewegende Kräfte 
Dagegen heißen folche Urfachen, meldhe nur eine Verminderung ber 
Bewegung veranlaffen ober berfelben entgegenwirken, widerftehende 


Kräfte oder Widerfiände; insbefondere nennt man fo diejenigen miber- _ 


ftehenden Kräfte, welche nur fo lange bauern, als die Bewegung bauert, 


unb bie Demnach für einen rubenden Körper nicht vorhanden find, wie bie 


Reibung und bie Wiberftände ber Flüſſigkeiten, in benen fich Körper bewegen. 

Die Vorſtellung, melche wir und demnad von dem Berhältntfie ber 
Körper zu ihren örtlichen Zuftänden bilden müſſen, kann nun fo aus- 
gebrüct werden: Ein Körper fann nur durch bie Wirkung 


einer Kraft in Bewegung kommen und dtefelbe nur unter 


dem Einfluffe einer neuen Kraft oder eines Widerſtandes 
ändern oder ganz verlieren. 

Diefed Unvermögen ber Körper, etwas zur Veränderung ihres 
örtlichen Verhaltens beizutragen, wird gewöhnlich als eine Gigenfchaft 
ber Materie und als folche mit dem Namen: Trägheit ober Behar- 
rungsvermögen bezeichnet; bisweilen wird fogar ein Widerſtand 
darunter verftanden, den bie Materie ben Wirkungen ber Kräfte ent- 


gegenfeßt; mindeftens wird basfelbe doch als ein Beftreben der Materie . 


dargeftellt, ihren augenblicklichen Zuftand ber Ruhe ober Bewegung bei- 
zubehalten. Ein folches Beftreben wäre aber ein Widerſtreben 
gegen die Veränderung bes Zuftandes, und erforderte, abgefehen bavon, 
baß es einen Willen von Seite bed Körpers vorausfekt, eine gewiſſe 
Anftrengung von Seite ber wirkenden Kraft, um es zu überivinden, 
und de Erfahrung lehrt im Gegentheil, daß bie Kleinfte Kraft Den 
größten Körper in Bewegung zu feßen und feine Bewegung, von welcher 
Art fie auch fe, abzuändern vermag, daß ihre Wirkung auf den- 
felben in ihrem Sinne immer diefelbe if, in weldem Zu- 
ſtande auch der Körper ſich gerade befindet, daß alfo dieſe 
Wirkung fowohl von einem Wollen oder Beharren bes Körpers, 
wie von feinem örtlichen Befinden gänzlich unabhängig iſt. 
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Wenn ein Körper burch irgenb eine Kraft in Bewegung gefeht iſt, 
dann ift dieſe Bewegung eine Wirkung jener Kraft, und ber Körper ift 
nur noch der Träger biefer Wirkung, welche unverändert fortbauert, 
bis fie durch Widerände ober entgegengefehte Wirkungen anderer Kräfte 
geſchwaͤcht oder ganz vernichtet wird. Was man alfo Heußerungen des 
Beharrungsvermögens ober ber Trägheit ber Materie zu nennen 
pflegt, iſt nur eine Folge der fortbauernden Wirkungen, bie auf ben- 
felben Körper früher hervorgebracht ober ausgeübt worben waren; ber 
Körper ober befien Materie verhält fi) ganz paffiv dabei. 


$. 8. 

Die Materie ift indeſſen nicht blos Trägerin ber erzeugten 
Wirkungen, fie tft zugleich Object für die zu ergeugenben, und 
bdieſe Wirkungen werben ſich bephalb auch je nach der Berfchiebenheit 
des Objectes verſchieden offenbaren. 

Zuerſt iſt es einleuchtend, daß ſich die Wirkungen ber Kräfte, wenn 
fie ſich durch Erzeugung ober Veraͤnderung von Bewegung wahrnehmbar 
machen, je nach der Menge des Stoffes oder nach der Maffe, auf 
welche biefelben gerichtet find, verichieben äußern müflen, und wir 
werden umgelehrt zu dem Schluffe berechtigt fein, daß bie Maffen 
zweier Körper nur bann für gleich zu halten find, wenn 
dbiefelbe Kraft auf beide diefelbe bewegende Wirkung 
äußert, d.h. wenn fie durch Diefelbe Kraft unter benfelben 
Umfänden in gleiche Bewegung verfeht werden, fo wie wir 
auf der andern Seite bie Wirkungen zweier Kräfte nur für 
gleiche Halten dürfen, wenn fie unter gleihen Umſtänden 
auf denfelben Körper wirkend, biefem die gleiche Bewe— 
gung ertheilen. Iſt diefes nicht der Zall, fo mäflen wir offenbar 
diejenige von beiben Wirkungen die größere ober flärfere nennen, welche 
denfelben Körper in eine flärkere Bewegung verfeht, nämlich im eine 
ſolche, bet welcher biefelben Veränderungen in Türzerer Zeit ober ge= 
ſchwinder vor ſich gehen; wir fagen deßhalb, indem wir beu Begriff 
der Geſchwindigkeit von ber Bewegung auf den beivegten Kürper über⸗ 
fragen: Durch die größere von zwei Kräften wird bemfelben 
Körper eine größere Geſchwindigkeit ertheilt, durch die 
Heinere Kraft eine kleinere Geſchwindigkeit. 

Daraus folgt weiter, daß wenn biefelbe Wirkung nach einander auf 
zwei Körper von ungleichem Gehalte an Mafie ausgeübt wird, fie bem- 
jenigen von beiben bie größere Geſchwindigkeit ertheilen wird, welcher 
bie Kleinere Maſſe beſigt. Denn wären bie Geſchwindigleiten beiber 
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Körper ober ihrer Bewegungen biefelben, fo müßten auch ihre Maſſen 
gleich fein; wenn aber bie Geſchwindigkeiten nicht gleich fein können, fo 
kann bie bed Körpers von größerer Mafle noch viel weniger größer 
fein, als die bes Körpers von geringerem Schalte an Mafle, ba 
man unter biefer Borausfegung für den erflern Körper bie Kraft ver 
mindern müßte, um dieſelbe Bewegung für beide zu erhalten, und man 
durch fortgefehte Vermehrung der Mafle und entiprechende Verminderung 
ber Kraft zu dem Schluffe geführt würde, baß eine beliebig Heine, faR 
verjchwindende Kraft der größten denkbaren Mafle diefelbe Bewegung 
ertheilen müßte, wie eine beliebig große Kraft einer verſchwindend Heinen 
Maffe, was offenbar abſurd iſt. — Für bdiefelbe Kraft nimmt alfo bie 
Stärte der Bewegung ober beren Gefchwindigfeit ab, wenn fie einer 
größern Maſſe mitgetheilt werden fol; nimmt aber bie Kraft in bemfelben 
Berhältniffe zu wie die Maſſe, fo wird die augenfällige Wirkung, 
die Geſchwindigkeit der erzeugten Bewegung immer biefelbe bleiben, und 
umgefchrt werben wir aus ber Gleichheit der Bewegungen verichiebener 
Körper ſchließen müflen, daB bie Kräfte, welche jene Bewegungen ber: 
vorrufen, den Maffen diefer Körper proportional find. 


6. 9. 
Die Wirkungen ber Kräfte äußern fich jedoch nicht immer als Be⸗ 
. wegung, und es darf aus der Ruhe eined Körpers oder aus ber Unver- 
änberlichkeit feiner Bervegung noch nicht gefchloflen werben, daß feine 
Kraft an demſelben thätig ſei. Denn es können mehrere Kräfte auf 
einen Körper in folcher Weiſe wirken, daß fie ihn in bemfelben Zuſtande 
der Ruhe oder ber Bewegung erhalten, in welchen er durch andere Ur- 
fachen verfeßt worden tft, daß ihre Wirkung alfo ohne fichtbaren 
Erfolg bleibt; oder es Tann ihre Geſammtwirkung fentrecht gegen bie 
Oberfläche eined vermöge anderer Kräfte unverrüdbaren Körpers gerichtet 
fein und jo durch den Widerſtand besfelben unwahrnehmbar wer- 
den. Das Beſtreben ber Kräfte geht dann immer noch dahin, dem 
betveffenden Körper bie entfprechende Bewegung zu ertbeilen, und 
äußert fih ald Druck, welchen bie Theile des Körpers und bie wider 
ſtehende Fläche zu erleiden haben, weldyer aber nur durch Aenderungen 
in der Geftalt des Körpers oder der Fläche wahrnehmbar wird. In 
beiden Fällen unterfcheiden wir biefen Zuſtand bes in Ruhe bleibenden 
Körperd von dem ber urfachlofen Ruhe, welche kein Gegenſtand wiſſen⸗ 
tchaftlicher Betrachtung fein Tann, buch den Namen: Gleichgewicht, 
indem wir und ausbrüden, der Körper befinde fi im Zuſtande bes 
Gieichgewichtes, fei ober bleibe im Gleichgewicht. Wir übertragen dieſen 


Begriff enblich auf die Kräfte ſelbſt, und fagen: die Kräfte halten fich 
: im Gleichgewicht, und biefen letztern Ausbruck gebrauchen wir jelbft 
dann, wann ber Körper in Bewegung if unb fich bie Kräfte gegenfeitig 


| Die Unterſuchungen ber Bedingungen, unter welchen ein Körper 

oder ein Syſtem von Körpern im Gleichgewicht bleibt, bflbet einen we⸗ 
fentlichen Theil der Mechanik; denn es tft die Kenntniß ber Geſetze bes 
Gleichgewichts nicht nur für die Erforfehung der Gefebe der Bewegung 
in vielen Beziehungen fürdernd und felbft nothwendig; es können auch 
die durch Druck hervorgebrachten Veränderungen in ‚ber Geftalt ber 
Körper nur vernöge ber Gefehe bed Gleichgewichts unterfucht werden, 
fowie auf der andern Seite bad Beftchen vieler Werke der Kunft an bie 
Erfüllung der Bedingungen bes Gleichgewichts gebumben if. Man hat 
deßhalb bie Mechanik bisher meiſtens in zwei weientlich getrennte 
Theile zerlegt, in bie Statik ober die Lehre vom Gleichgewichte, 
und in die Dynamik oder bie Lehre von ber Bewegung. Der 
erfte dieſer Theile handelt indeſſen nicht bles vom Gleichgewicht, ſondern 
auch von der Zufammenfehung und ber Zerlegung ber Kräfte ober viel⸗ 
mehr ihrer Wirkungen, db. h. von den verſchiedenen Vorftellungsarten, 
welche wir uns über bie Geſammtwirkung mehrerer Kräfte, oder über 
bie nach beſtimmten Richtungen getrennten Wirkungen einer einzigen 
Kraft bilden Tonnen. 

Diefe Sefammtwirfung hängt aber ebenfo wie bie Bebingungen bes 
Gleichgewichts und bie Gefete der Bervegung offenbar von ber Natur 
und Befchaffenheit des Syftems von materiellen Punkten 
ab, an welchem bie Kräfte thätig find, und in biefer Beziehung werben 
wir zuerft eine wefentliche Berjepiebenpeit in ben Wirkungen der Kräfte 
wahrnehmen, je nad bem Aagregatzuftande, welchem ein Körper an- 
gehört, ob er nämlich feſt, flüffig oder gasförmig iſt. Es ſtehen fich 
jedoch bie beiden lebten Agpregatzuftände in diefer Beziehung einander 
viel näher, als fie beibe dem erften fliehen, weßhalb man auch unfere 
Wiſſenſchaft mit Rücficht auf diefe Zuftände in zwei beſondere Abfchnitte 
zu trennen pflegt, nämlich in bie Mechanik fefter Körper und in 
Me Mechanik der Fluͤſſigkeiten. 

Außer ben verfchlebenen Aggregatzuftänben beſitzen aber Die Körper. 
noch mehrere andere Gigenichaften, bald in höherem, bald in nieberem 
Grabe, welche felbft bei ben feften eine Veränberlichkeit in ber Geſtalt 
begfnftigen und dadurch die Wirkungen der Kräfte mehr ober weniger 
abändern. Die weentlichften find folgende: 

1) Die Zuſammendrückbarkeit, welche darin beſteht, daß bie 
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Körper durch die entgegengefehten Wirkungen äußerer Kräfte und Wider⸗ 
ftände ihren Rauminhalt verfieinern laſſen. Diefe Eigenfchaft ift nament- 
lih bei den gasförmigen Flüffigkeiten in fehr hohem Grade 
vorhanden und von fehr großem Einfluffe; bei den tropfbarsflüffigen 
Stoffen tft fie dagegen fehr gering und kaum beachtenswerth, während | 
fie bei deu meiften feften Körpern zwar ziemlich wahrnehmbar ift, aber 
bald ihre Grenze erreicht. | 

2) Die Ausdehnbarkett oder die Eigenfchaft, welche eine Ber- 
mehrung ober Vergrößerung bed Volumens ober einer Längenausbehmung 
bes Körpers durch mechanifche Wirkungen, naämlich ohne Mittheilung von 
Wärme geftattet. Diefe Eigenfchaft kann nur feften Körpern zukommen; 
fie bildet theils allein, theild in Verbindung mit der Zuſammendrückbarkeit 
die Gigenichaft der Biegſamkeit, durch welche ed möglich wird, ſolche 
Körper, deren eine Rängenausbehnung verhaͤltnißmäßig viel größer ifl, 
al8 die beiden andern oder boch als eine berfelben, ftärker zu krümmen 
als es vorher der Fall war. Es tft übrigens ſowohl die Ausbdehn- 
barkeit ald die Biegſamkeit bei den meiſten feften Körpern nur in 
geringem Grabe zu finden und in enge Grenzen eingefchloffen. 


3) Die Elaftizität ober bad Vermögen, bie durch äußere Ein- 
wirfungen hervorgebrachten Veränderungen ber Geftalt und bed Volumens 
wieder auszugleichen, wenn bie Kräfte zu wirken aufhören. Auch dieſer 
Eigenſchaft find bei den meilten feften Körpern ziemlich enge Grenzen 
geſetzt, indem biefelben nur bei fehr Heinen Veränderungen Geſtalt und 
Bolumen ganz wieder herzuftellen vermögen, und biefed nie mit ber- 
felben Kraft, mit der jene Veränderungen erzeugt wurden. Die 
Hlüffigkeiten dagegen und namentlich bie gasfürmigen find volllommen 
elaſtiſch, und die Iehtern nehmen nicht nur, wie auch Die tropfbaren, 
fat augenbitdlich ihr früheres Volumen wieber an, wenn bie brüdenden 
Kräfte zu wirken aufhören, fondern zeigen, mie fihon erwähnt wurde, 
fortwährend ein Beftreben, einen noch größeren Raum auszufüllen; man 
bat fie deßhalb und wegen ihrer großen Zuſammendruͤckbarkeit vorzugs- 
weife elaftifche Flüſſigkeiten genannt. 

Mit Rüdfiht auf biefe verfchiedenen Zuftande und die genannten 
Gigenfchaften der Körper, welche einen wahrnehmbaren Einfluß auf die 
Art und Weife haben, in welcher fich bie Wirkungen ber Kräfte äußern, 
ſowohl in Betreff ihrer Sefammtwirkung, ald ber Bedingungen 
bes Gleichgewichtes und ber Geſetze ber Bewegung werden 
wir denn auch unfere Wiſſenſchaft unter felgerden vier Geſchtpunkien 
betrachten: 
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1) als Mechanik des einzelnen Atoms oder materielien 
Wunkte s, die Wrundgeſetze für die folgenden Abſchnitte enthaltend; 
| 2) als Mechanik fefter Syfteme, welche als jeder Veränderung 
ihrer Geftalt widerftehenb vorausgeſetzt werben; 
| 3) A E Mechanik veränderlihder Syſteme mit vorherrichenber 
- Gohäflon und folchen gegenfeitigen Verbindungen, baß bie Veränderungen 
| nur nach beftimmten Geſetzen und Bebingungen erfolgen können, und 
| 4) ale Mechanik Flüffiger Syfteme von materiellen Punkten, 
| bei welchen bie Beränderlichkeit ber Rage an Tein Geſetz, an Teine 
; Bedingung gebunden iſt. 


$. 10. 


Mit dem imern Welen der Kräfte find wir durchaus unbekannt, 
und werden es twahrfcheinlich auch bleiben; wir machen uns deßhalb 
über die Art und Welle, wie eine Kraft wirkt, nach ben uns bekannten 
Erſcheinungen folgende Borftellungen: 

1) daß ihre Wirkung unmittelbar nur auf einen beftimmten Puntt 
des Körperd, welchen fie in Bewegung ſetzen will, gerichtet tft, daß fie 
alfo den Körper in biefem Punkte gleichfam angreift, weßhalb er denn 
auch, durch eine Bertaufchung ber Begriffe: Kraft und Wirkung *), 
Angriffspuntt ber Kraft genannt wird, und wir denken und barunter 
bald einen geometrifchen, bald einen materiellen Punkt; 


*) Der Begriff, welchen wir mit dem Worte: Kraft verbinden, iſt nämlich 
balb ein weiterer, bald ein engerer. Wir bezeichnen damit bald all⸗ 
gemeine Gigenfchaften und Erſcheinungen und eben von ber Anziehungss 
fraft der Erde, ber Schwerkraft, von der magnetifhen Kraft, Musteltraft, 
Grpanfionstraft des Dampfes, m. f. f., und in dieſem Sinne if das Wort 
Kraft bisher meiſtens gebraucht worden. Bald verfiehen wir barunter vie 
zunaͤchſt liegende Urſache einer befondern Brfcheinung oder einer Veränderung 
in dem Zuſtande eines Körpers und nennen 3. B. das Gewicht eines Körs 
pers eine Kraft, reden von ber Tragkraft eines Magneten, eines elaftifchen 
Stabes, m. f. f., and man fleht leicht ein, daß diefer engere Begriff fig 

m den weiteren felhk wie Wirkung und Urſache verhält; denn das 
Gewicht eines Körpers IR bie Birkung der Schwere anf venfelben; bie 
Tragkraft eines Stabes if die befondere Wirkung ober Nenßerung der Ela; 
Rizltät des Gtoffes, ans welchem ex befleht, je nach feiner Geſtalt und 
Größe, m. f. f. 

In diefem engeren Sinne {fl von nun an das Wort Kraft Immer zu 
nehmen , namentlich wo von einer beflimmten Kraft, ober von einer Kraft 
von beſtimmter Größe oder Intenfität die Rebe iR. 


a 
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2) daß biefe Wirkung oder Kraft entiveber von einem fehlen Punkte 
ausgeht, ober fich gegen einen feſten Punkt ftüst, daß fie ihren Angriffe 
punkt. dem lebtern in gerader Linie nähern ober von bemfelben entfernen 
will, und daß fie demnach immer längs ber Geraden thätig ift, welche 
ihren Angriffepunft mit dem feſten Punkte verbindet; endlich 

3) daß fle mit einer gewiſſen Stärke ober Intenſitaͤt auf deu be 
treffenden Körper wirkt. 

Wir haben bemnach bei jeder Kraft drei weientliche Stüde in Be 


— — — — — 


trachtung zu ziehen: a) ihren Angriffspunkt, b) die Richtung der 
Geraden, nach welcher wir ſie und thätig denfen, durch Uebertragung 


auch Richtung der Kraft genannt, womit wir aber auch zugleich 
den Sinn ihrer Thätigkeit verbinden, nämlich ob fie ihren An- 
griffspuntt dem fehlen Punkte zu nähern oder ihm bavon zu entfernen 
beſtrebt ift, und e) ihre Stärke, Grüße, oder Intenfität. 

Heber bie Wirkungsart der Wiberftände machen wir und zwar im 


Allgemeinen etwas andere, bisweilen fehr unbeftimmte Borftellungen; 


wir werden jeboch bald damit vertraut, und auch für fie einen beitimmten 
Angriffspunkt an dem bewegten Körper zu denken, ihnen ebenſo eine 
beftimmte Richtung beizulegen, welche tn jebem Augenblide mit ber 
Richtung der Bewegung zufammenfällt, biefee aber dem Sinne nah 
entgegengefeßt tft, und ben Begriff einer gewiſſen Stärke ober Sutenfität 
mit ihmen zu verbinden. 

Es handelt fi) demnach zuvörderſt darum, biefe genannten Stüde 
als Zahlengrößen auszubrüden, um fie in Rechnung nehmen oder burch 
Zeichnung anſchaulich darftellen zu können. 


§. 11. 


Der Angriffspuntt einer Kraft, melchen wir in unferer, Vor⸗ 


ftellung fehr oft von dem Körper trennen, und als felbfiftändtgen ma⸗ 
tertellen Punkt betrachten, wird in irgend einem Augenblicke durch feine 
Goordinaten beitimmt, und zwar entweder durch bie gewöhnlichen 
rechtwinkligen Coordinaten oder durh Polar-Coordinaten. 

Die rechtwinkligen Coordinaten, welche gewöhnlich mit x, y, z 
bezeichnet werden, druͤcken die Entfernungen des betreffenden Punktes 
von drei unter fich rechtwinkligen feiten Ghenen, den Goorbinaten- 
Ebenen a, und die Rage dieſes Punktes wird burch drei Gleichungen: 

x=4, y=b, z=e, 

beftimmt. Dan Tann aber diefe Werthe auch ald die Entfernungen ber 
Brojectionen des betreffenden Punktes auf ben drei Durchichnittslinten 
jener Ebenen, welche zutfammen die Coordinaten-Achſen genannt 
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werden, von deren gemeinſchaftlichem Durchſchnittspunkte, dem An- 
fangspuntte ober dem Anfang ber Soordinaten betrachten, 
und fie als bie Längen breier anliegenden Kanten eines rechtwinfligen 
Barallelepipebs vorftellen, welches einen Eckpunkt im Anfangspunft der 
Soordinaten bat, während ber demjelben- diagonal gegenüberliegende 
Echpunkt ber zu beilimmende Angriffspustt if. So find in Fig. 1, 
AX, AY, AZ bie Soorbinatenachjen oder bie Durchichniitslinien ber 
Ebenen XAY, XAZ und YAZ, A der Anfangspunft und M ein ma- 
terieller Punkt, defien Lage beftimmt werben fol; M,, Ms, M, find 
feine Projectionen auf den bezeichneten Ebenen, und m,, m;, m, feine 
Projectionen auf ben drei Achfen, und man bat 

MM, =-Any=ı=3, 

MM, == Am, — y = b, 

MM, = Am, = z.=c, 
Am die Coordinatenachſen einzeln zu bezeichnen, nennt man die Achſe 
AX, auf welcher die Entfernungen x gemeffen werden, much die Achſe 
der x, bie Achfe AY die der y, bie Achfe AZ die der z; ebenfo wirb 
dann die Ebene XAY, welche bie Achfen der x und der y enthält, bie 
Ebene der xy, bie Ebene XAZ die Ebene ber xz, endlich bie Ebene YAZ 
bie der yz genannt. 


Sn vielm Fällen ift es vortheilgafter, die Rage bed Angriffspunttes 
burch feine Bolar- Koordinaten auszubrüdenz diefe beftehen bann 
in dem Fahrſtrahl (Radius vertor) r, welcher die Entfernung des 
betreffenden Punktes vom Anfangspunkte angibt, alfo mit der Diagonale 
des vorher erwähnten Parallelepipeds gleichbedeutend ift, und in ben 
Winkeln, welche bie Richtung biefer Geraden entweber gegen drei 
unter fich rechtwinklige fefte Achien, bie mit ben obenbezeichneten Coor⸗ 
dinatenachfen übereinftimmen, oder gegen eine feite Ebene und eine tn 
derſelben liegende fefte Gerade, die zufammen durch den Anfangspunkt 
oder Bol gehen, feitftellen. Im letztern Falle nimmt man bie Ebene 
ber xs als bie feite Ebene, und die Achfe ber z als feſte Gerade an; 
man bezeichnet den Winkel des Fahrſtrahles r mit ber letztern mit 9, 
und den Winkel, den bie Ebene des Winkels 9 mit ber feften Ebene 
bildet, durch w, und bie Lage bei betreffenden Punktes iſt befannt, 
wenn bie drei Gleichungen: 

ra, 9= y, 0=a& 
gegeben find. Zwiſchen den rechtwinkligen Goorbinaten x, y, z und 
den Bolarcoordinaten r, I, w hat man übrigens folgende leicht nach- 
imeiiende Verbinbungsgleichungen : ‚ 
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x=rsin} cos co, Y=rsinysinw, 1=rca9, 
Bert y24 22, 
Betrachtet man blos Angriffspunkte, welche in berfelben Ebene Tiegen, 
fo kann man dieſe ald die Ebene ber xy annehmen; es wird dann für 


alle z= 0, 9-09), und 


x=r0050, Y=rsino, R=x!- y2, 


*) Für die Tabellen der Siuns und Tangenten ift bekanntlich der in Grade, 
Minuten und Sekunden eingeiheilte Duabrant ale Winfeleinheit augenom: 
men; in ber Mechanik kommen aber fehr oft Mebergänge von den Kreisbogen 
auf die ihnen entfpredgenden Winkel und nmgelehrt von biefen auf jene vor, 
weßhalb es hier für die Einfachheit der Ausdrücke nothwendig wird, eine 
einfachere Beziehung zwiſchen der Bogenlänge, dem Halbmefler und bem 
entfprechenden Winkel feſtzuſtellen, als diejenige, welche Ach mit ber obigen 
Winteltinheit ergibt. Dazu weiß man, daß ſich für gleiche Halbmefler r die 
BDogenlängen I und Y_ wie bie entſprechenden Winkel & und «, verhalten, 
and bie Bogen I’ und ],, die demfelben Winfel «, entſprechen, aber vers 
fhiedenen Kreifen angehören, wie bie Halbmeſſer r und r, derſelben, fo daß 
man bat: 

I:!Y=a:ae, 

’:l,=r:r 
und demnach auch: 

l:lh=re: ro, 
Da num I und r auf die allgemeine Längeneinheit bezogen find, fo wirb man 
noch für die Winkeleinheit eine paflende Annahme treffen bürfen, nud es 
{R offenbar am einfachen, denjenigen Wintel a,, deſſen Bogen |, 
dem Halbmeffer r, glei ift, als Einheit für das Winflelmaaß 
anzunehmen; denn man hat bann einfach: 


l:l=re«e:i1, ]I=re, ._— 
ber Bogen wird dann durch das Product aus dem Halbmefler in den Winkel, umb 


dieſer durch deu Auotienten aus dem Bogen durch den Halbmefler ausgedrückt. 
Nach diefer Winkeleinheit, welche wir in ber Folge immer zu Grunde 


legen werben, wirb ber rechte Winfel durch Im, ein Winfel von 30% durch 


— 7,8. ſ. f. gemeſſen, und es wäre für bie Rechnungen in der Mechanik, wie 


überhaupt für die höhere Mathematif wünfchenswerth, Tabellen der Siuus 
and Tangenten für die anf diefe Einheit bezogenen Winkel zu befiken. Denn 


die bisherigen Tabellen machen fehr oft vorfommende Umwandlungen in dem 


Zahlenwerthe eines Winfels nothwendig, fe nachdem man einen Bogen aus 
feinem Winkel, ber burg eine feiner Functionen gegeben if, zu berechnen 





“ 
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6. 12. 


Auf Ähnliche Weiſe, wie die Richtung des Fahrftrahles, kann auch 
bie Richtung einer Kraft beftimmt werben; nur wendet man hier wegen 
der Symmetrie der analyitfchen Ausbrüce häufiger die Winkel an, bie 
von jener Richtung mit drei feiten Achjen gebildet werden. Man benft 
fih nämlich durch den Angriffepunft ber Kraft drei Parallele zu ben 
drei Achſen gezogen, und ermittelt die Winkel ©, 8, y, bie von biefen 
Barallelen mit der Geraden gebildet werden, längs welcher bie Kraft 
thätig iſt; dieſe Winkel dienen dann zugleich dazu, ben Sinn ber 


bat, ober je nachdem ber Bogen gegeben und eine Function bes entfprechens 
den Winkels aus den Tabellen zu entnehmen if. Zum Zwecke dieſer Ums 
wanblungen iR übrigens befannt, daß unfere Winfeleinheit nach der gewöhns 
lien Teilung des Kreifes in 360 Grabe | 
. 57°,295766 — 3437',7466 — 206264” ,8 

enthält, und man hat für die meiflen Zwecke, namentlidh bei der Rechnung 
mit fünfflelligen Logarithmen, welche wir immer anwenden werben, mit 
hinreichender Genauigkeit 


n = 3437,75.0, a—= 


[4 


n 
3437,75 

wo n’ nud « denfelben Winfel vorflellen, das erfiere nach der gewöhnlichen 
Theilung in Minuten ausgedrückt, das letztere in Theilen unſerer Winfeleinheit. 
Um alfo cos« zu erhalten, muß man in den Tabellen cos n’ = cos 3437',75. « 
auffuchen, und wenn ber Bogen, deflen Tangente t ift, n DRinnten beträgt, 
fo daß t—tang a’, fo findet man 


W 
3437,75 
Wäre z. B. log co — zu bereiinen, und x—1",75, a—4",23 gegeben, 


«=ar langt = 


fo Hat man zuerfl 
"= 23472, 
und damit ergibt fi aus ben Tabellen der Sinus 


log cos = —log cos 23° 42,2 — 9,96173 . 
Eoll dagegen «a =arc 00 berechnet werben, fo findet man 


log —— 9,61670 — log cosn’ —log cos 65°33°,7 — log cos 3933°,7 


and damit folgt 99337 
a 7777 Te 


Decher, Haubbuch der Mechanik I, - \ 2 
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Thätigkeit ber Kraft anzubeuten, indem man alle Kräfte ald zieh ende 
vorftellt und fie ald abjolute Größen ohne Qualitätözeichen betrachtet; 
die Richtung einer Kraft wird Demnach von ihrem Angriffspuntte 
immer dahin genommen, wohin fie biefen zu bewegen firebt, und alle 
Mintel werben von ben pofitiven Seiten ber Coordinatenachſen an bis 
zur Richtungslinie der Kraft hin gemeflen. 

Sft z. B. M, %ig. 2, ein materieller Punkt, an welchem bie Kraft P 
fo angreift, daß fie Denfelben von M nad) P zu bewegen firebt, fo nehmen 
wir an, bie Kraft gehe von einem Punkte O auf ber Verlängerung ber 
Geraden MP aus und fuche ihren Angriffspunft M gegen O hinzuziehen. 
Sind dann MA, MB, MC die drei zu den pofitiven Hälften der Coor⸗ 
dinatenachfen parallelen Geraden, fo werben die Winkel AMP = o, 
BMP=ß, CMP=7 fowohl die Richtung ald den Sinn der Kraft P 
beftimmen, wenn dieſe immer von ben Geraden AM, BM, CM: aus 
gegen bie MP bin gemefjen werben. Man wird demnach für eine andere 
Kraft P’, welche längs berfelben Geraden thätig ift, aber den Punkt 
in entgegengefeßtem Sinne beivegen ober ihn von O entfernen will, bie 
Richtungswinkel @’, 8’, y’ ober AMP’, BMP’, CMP’ erhalten, und man 
fieht leicht, daß man 

e=n—a, f=n—Pp, Y-n—y 
hat, daß alſo auch . 

csa = — cosa, of = — wsß, wsy = — c05y 
ift, und demnach die Zeichen der Gofinus der Richtungswintel den Sinn 
ber Thätigfeit ber betreffenden Kraft genügend anbeuten. 

Um alle möglihen Richtungen ber Kräfte barftellen zu können, ift 
es nothwendig und hinreichend, daß bie Winkel &, A und y zwiſchen 
den Grenzen O und 72 genommen werben; ber Winkel « hat 3. B. feinen 
Hleinften Werth — 0, wenn bie Kraft parallel zur Achfe ber x und 
zwar im Sinne der pofitiven x wirft, den größten = 7. bagegen, | 
wenn fie im Sinne ber negativen x thätig iſt; alle übrigen Werthe 
müſſen demnach zwifchen dieſe beiden Grenzen fallen. Auf gleiche Weiſe 
verhält es fich mit den Winkeln 8 und y | 

Diefe drei Richtungswinkel enthalten aber eine überflüffige Beſtim⸗ 
mung und Tünnen defhalb nicht alle brei willkürlich fein; fie ſtehen 
vielmehr durch die Bedingungsgleichung: 

cos? + co + cos®y—=1 | 

in Abhängigkeit von einander, und man fieht daraus, daß wenn 0 
und 8 gegeben find, cos y nur bie beiden Werthe: | 
| 


osy=+y1 — cos? — co?ß, 
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weiche zwei Supplementwinteln angehören, erhalten Tann, daß alfo von 
cos nur das Zeichen noch beftimmt werben darf. Außerdem find aber 
bie Winkel a und 8 ber Bebingung unterworfen, daß ihre Summe 


niht Heiner fein Tann ol8 und nicht größer. als Sn, währen 


ihre Differenz zwiſchen den Grenzen + 5 z und — > 7 eingejchlof- 


fen iſt; denn in allen Fällen, welche biefen Bebingungen nicht genügen, 
findet man . — 
tos + cos: 2*1, wy=tuy—1. 


Man kann fi) die Urſachen dieſer Beſchraͤnkungen durch folgende Be— 
trachtung anſchaulich machen. — Der Winkel & gehört allen Geraden 
an, welche gegen bie Achſe der x dieſelbe Lage haben und demnach in 
eimer Kegelfläche liegen, deren Achfe bie Achſe der x iſt. Ebenſo liegen 
alle Geraden, bie mit ber Achſe ber y ben Winkel 8 bilden, in einer 
um biefe Achfe erzeugten Umbrehungsfegelfläche; eine Gerade nun, welche 
mit der Achſe der x den Winkel &, mit ber Achfe der y den Winkel 2 
einſchließen fol, muß beiden Kegelflächen angehören, wozu erforbert 
wird, daß fich Diefe Flächen fchneiden ober doch wenigftens berühren, 
und dieſes kann offenbar nur unter den für die Summe und Differenz 
ber Winkel « und 4 ausgefprochenen Bebingungen flattfinden, ba ſich 
in allen übrigen Fällen die Kegelflächen entweder aus= ober umfchließen. 
Sind ferner diefe Bedingungen erfüllt, jo gibt es höchftens zwei Durch— 
ſchnittslinien, alfo für den Cofinus des dritten Winkels y nur noch Die 
beiden obigen Werthe, welche in dem Falle einer Berührung auf 
den einzigen Werth O zurückkommen, ber dem Winkel y -; 7s ent- 
ſpricht, und man fieht Teicht, daß in dieſem Kalle die zu beſtimmende 
Richtung in die Ebene der xy fallt. 

Liegen die Richtungen aller Kräfte, die man zugleich betrachtet, in 
derfelben Ebene, fo Tann man dieſe Ebene als bie ber xy annehmen; 


es find dann alle Winkel y gleich y re, und bie Winkel 8 werben bie 


pofitiven ober negativen Gomplemente ber Winkel &; diefe Winkel « 
reichen folglich für ſich allein zur Feftftellung ber Richtungen ber Kräfte 
bin, nur mäflen fie nun zwiſchen den Grenzen O und 27. genommen 
werden, wenn fie für alle mögliche Richtungen angewendet werben 
follen. ' 
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§. 13. 


Wegen biefer verſchiedenen Beichränkungen, denen bie Werthe ber 
Winkel @, 8 und y unterworfen find, ift es oft einfacher und bequemer, 
bie Winkel & und 8 durch einen andern Winkel zu erſetzen, unb zwar 
durch denjenigen, welcher von ber Projection der Richtungslinie in ber 
Ebene der xy mit ber Achfe der x gebildet wird und in der Kolge 
immer mit & bezeichnet werben fol. Iſt 3.8. MP, Fig. 3, die Gerade, 
beren Richtung zu beftimmen tft, unb Mp ihre PBrojection in ber Ebene 
ber xy, fo wird diefe Richtung vollftändig bekannt fen, wenn man 
außer bem Winkel „ ober CMP noch den Winkel AMp oder e Tennt, 
welchen bie Projection Mp mit der Achſe der x ober einer Parallelen 
derfelben einichließt. Denn durch biefen letztern Winkel wird bie Lage 
einer burch bie zur Achfe der z parallele Gerade CM gelegten Ebene 
beftimmt, welche bie Gerade MP enthält, und der Winkel y gibt bann 
bie Lage biefer lehtern gegen bie Gerade CM an. Es geht daraus her- 
vor, daß bie Winkel „ und e von einander unabhängig find und ben 
Winkeln 9 und w der Polareoorbinaten entfprechen, und daß es, um 
alle mögliche Lagen ausdrüden zu Fünnen, nothivendig ift und genügt, 
wenn ber Winkel & wie der Winkel c zwiſchen den Grenzen O und 27 
genommen wird, während die Grenzen für den Winkel „ mie vorher 0 
und 7 bleiben. 

Die Beziehungen der Winkel « und 8 zu ben Winkeln y und e 
ergeben fich leicht aus ber Figur und ben-frühern Verbindungsgleichun- 
gen zwiſchen ben rechtwinkligen und Polarcoordinaten; denn ſetzen mir 
MP=[tr, die Länge ber Brojection Mp=p, und benennen bie Coor⸗ 
Dinaten des Punktes P in Bezug auf bie Achfen AM, BM, CM mit 
X, y, 2, fo iſt 

p=trsiny, x=pcose, y=PpSine, z=tr 00sy, 
oder 
x=rsiny 008e, y=tTBinysine, Zz=rC008y; 


es iſt aber au 
mithin ergibt fich 


C08& == 8iny C0Se, cos 4 = Siny sine, 


_ 05 ß 
ae. j 


Wenn alle Kräfte in einer Ebene liegen, welche als die ber xy 
genommen wirb, fo ift cosy=0, siny=1 unb bemnad) 
008 a =C0se, COsfß = sine, 


X=T (0080, Y==r c08ß, 


und Daraus 
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alfo der Winkel ⸗ mit dem von O bis 277 ausgedehnten Winkel « für 
bie Beftimmung der Richtungen, bie in berfelben Ebene liegen, gleich- 
bedeutend. 


$. 14. 


Unabhängig von der befondbern Natur ber Kräfte ftellen wir Ver⸗ 
gleihungen über ihre Wirkungen an, und meffen bald die Wirkung 
der einen Kraft burch die einer andern, balb bie Wirkung berfelben 
Kraft auf ben einen Körper durch die, welche fie auf einen andern her- 
vorbringt, oder wir meflen (mie man fich wieder durch Vertaufchung 
der Begriffe: Kraft und Wirkung kürzer ausbrüdt) eine Kraft 
durch Die andere, und erhalten fo den Begriff ber Größe, Stärte 
oder Intenſität der Kräfte, die dadurch vergleichbare homogene 
Größen geworben find und als folche durch Zahlen ober diefen pro= 
portionale Raumgrößen vorgeftellt werben können. Zu diefer Vergleichung 
iſt es vor allem nothwendig, bie Bedingungen: für die Gleichheit 
zweier Kräfte feftzuftellen, und in biefer Hinficht wurde bereits aus= 
geiprochen, baß zwei Kräfte gleich zu achten find, wenn fie berfelben 
" Maffe unter gleichen Mmftänden eine gleiche Bewegung ertheilen. Diefe 
Bergleichung wird indeſſen viel eisfacher, wenn mir bie Wirkung ber 
Kräfte im Zuftande bed Gleichgewichtes betrachten; denn hier müſſen 
offenbar zwei Kräfte als gleich angenommen werben, wenn fie gleich- 
zeitig längs derfelben Geraden, aber in entgegengefeßtem Sinne auf den= 
felben materiellen Punkt wirken und diefem keine Bewegung ertheilen 
oder überbaupt ben Zuftand, in dem er fich befindet, nicht ändern, d. h. 
mit andern Worten, wenn bie burch bie eine Kraft erfirebte Wirkung 
durch die von ber andern bervorgerufene fortwährend und in jedem Au= 
genblicfe vernichtet wird. So muß man den Drud gegen eine feite Fläche 
und den von dieſer geleifteten Widerftand immer als gleiche Kräfte 
betrachten, und umgefehrt kann man immer eine von ziel gleichen 
Kräften durch eine feſte Fläche erſetzt denken, gegen welche die andere 
Kraft normal drückt, woraus hervorgeht, daß bie Größe einer jeden 
Kraft am einfachften nach dem Druck beurtheilt werden Tann, ben fie 
auf ein feſtes Hinderniß hervorbringt. 

Hat man nun auf dieſe Weiſe zwei Kräfte als gleich erkannt, fo 
erhaͤlt man eine doppelte Kraft, wenn man beide in demſelben Sinne 
auf einen materiellen Punkt wirken läßt und dieſen durch eine neue 
Kraft im Gleichgewicht hält; eine breifache Kraft wird diejenige fein, 
welche die Wirkung von drei gleichen Kräften aufbebt, u. ſ. f. Haben 
wir alfo ein allgemeines Maaß für die Stärfe ber Kräfte feſtgeſtellt, 
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eine Einheit der Kraft oder bed Druckes angenommen , fo kann durch 
ſolche Vergleichungen oder Meſſungen jede Kraft als eine gewiſſe An⸗ 
zahl ſolcher Einheiten ausgedrückt werden. 

Die Kräfte, mit denen wir am beſten vertraut find und die wir 
auch am genaueſten unter fich vergleichen oder meflen fünnen, find bie 
Geſwichte der Körper oder die Druckkräfte, melche fie auf wagrechte 
Unterlagen ausüben; es ift deßwegen am natürlichften das Gewicht 
irgend eines Stoffes von beflimmten Bolumen ald Gewichtseinheit 
und zugleich als Krafteinheit anzunehmen. ALS folche fol denn in 
ber Folge gewöhnlich bag Kilogramm oder das Gewicht von einem 
Kubitdezimeter oder Liter deftillirten Waffers im Zu: 
ftande der größten Dichte vorandgeiegt werden, und es wird 
bemnach unter jeber allgemeinen Größe, welche die Stärke einer 
Kraft d. h. die Größe ber befondern Wirkung, bie von 
irgend einer allgemeinen Kraft oder Urſache auf einen 
gegebenen Körper oder materiellen Punkt ausgeübt oder 
in demfelben erzeugt wird, vorftellt, eine gewiſſe Zahl von Kilo 
gramm oder von Theilen dieſer Gewichtseinheit zu verſtehen fein. | 

Will man ferner eine Kraft geometrifch darftellen, fo wählt man 
eine beliebige Zängeneinheit, die übrigens in gar keiner Beziehung zu 
den wirklichen Längen, 3. B. ben Goorbinaten, fteht, als Stellvertre- 
terin unferer Gemwichtseinheit und trägt eine Länge, welche jene Längen: 
einheit fo oft enthält, als die darzuftellende Kraft die Gewichtseinheit, 
von dem Angriffspunfte an auf die Richtung diefer Kraft auf; biefe ber 
- Richtung und Ränge nach beitimmte Gerade wird bie Kraft. ihrer Rich- 
tung, dem Sinne ihrer Thätigkeit und ihrer Stärke nach anfchaulid 
baritellen. Daß übrigens In berfelben Gonftruction dieſelbe Kängeneinheit 
für jede darin vorfommenbe Kraft als Gewichtdeinheit beibehalten werben 
muß, dürfte kaum noch erwähnt werben. 

Sind 3. B. zwei Kräfte: P= 27Her, Q — 15Her- zu zeichnen, 
bie in berfelben Ebene wirken, und deren Angriffspunfte M und N burd) 
die Coordinaten: 

= Zm x m — gm 
* mM, für N 
y=-)9 „= 4" 
gegeben find, während die Richtung ber erftern ben Winkel «, — 38°, 
bie ber zweiten ben Winfel «, — 242° mit ber Abfeiffenachfe ber x 
bildet, fo kann man für die wirkliche Längeneinheit, den Meter, zwei 
Millimeter, für die Gewichteinheit einen Millimeter annehmen, wodurch 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
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man die Figur A erhält. Die Richtungswinkel werden am genaueften 
mittelft der Sehnentafel oder auch eined Sehnenmaaßſtabes aufgetragen. 
Um Kräfte im Raume zu conſtruiren, wählt man am beften bie 
darftellende (deferiptive) Zeichnungsweiſe, wozu die Winkel „ und & 
ſehr geeignet find. Der erfiere Winkel wird von einer zur Projectiond- 
achie fenfrechten Geraden, melche die Achſe der z oder eine Parallele 
derjelben vorftellt, nach der rechten oder linken Seite aufgetragen, ber 
zweite dagegen von der Projectionsachſe ſelbſt oder einer Parallelen der⸗ 
ſelben, und zwar immer in berfelben Richtung von der Rechten nad 
unten, ober feine Ergänzung zu 2 72 von ber Rechten nad) oben. Denft 
man fich bie Zeichnung wie eine geographifche Karte orientirt, fo kann 
man jagen, ber Winfel y werde von Nord aus gegen Süd, ber Winkel & 
von Oft aus über Sid, Weit und Nord genommen. Die Zeichnung 
der Projectionen der gegebenen Kraft ift dann fehr einfach. Die dur 
die Richtung der Kraft gelegte Vertikal-Ebene wird anfänglich in Die 
vertikale Profectionstafel umgelegt gebacht, in berfelben der Mintel y / 
und die wahre Größe der Kraft aufgetragen, damit die Länge der hori- 
zontalen Projection gefunden und nun Die Ebene des Winkels „ um 
den Winkel e gedreht, um auch die Lage der horizontalen, und mit 
biefer Richtung und Größe der vertikalen Projection auf befannte Weife 
zu erhalten. Die Sonftruction der Lage des Angriffspunktes mittels der 
Goordinaten bietet fich von jelbfi dar. Als Beifpiel diene Fig. 5, worin 
zwei Kräfte P, und P, bargeftellt find, für welche als gegeben an- 
genommen wurde: 
P, = 20#r- | 37 2 y=3 


y=5;, 


v=64° W' | x, = 6" 


— 4980 X = — Am 
| N _ * 11 *4858 
— a 804 2—3. 
Die Laͤngeneinheit iſt darin wie oben durch Zum, die Krafteinheit Durch 
j== vorgeſtellt; die Horizontal= Projectionen find mit einem, Die Ver- 
tikal⸗Projectionen mit 3 wet Strichen bezeichnet. 


$. 15. 

Denten wir uns einen Körper durch bie Kräfte, welche an ihm 
thätig find, in Bewegung geſetzt, ſo wird ein Punkt besielben irgend 
eine gerade oder krumme Linie bejchreiben, welche Weg oder Bahn 
dieſes Punktes genannt wird. Es können fih dann alle Punkte des 
Korpers auf diefelbe Weiſe bewegen — und biefes wird offenbar immer 


P, — 26Hgr- 
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ftattfinden müffen, wenn auf jedes Atom dieſelbe Kraft wirft — und 
demnach alle parallele congruente Bahnen befchreiben, von denen irgend 
eine au die Bahn des Körpers heißen Tann, mie bie bei dem 
freien Fall eines Körpers tm leeren Raume oder eined um eine loth- 
rechte Achſe ſymmetriſchen Körpers in der Luft fkattfindet; in vielen, ja 
in den meiften Fällen werben aber bie vwerichtedenen Atome des beivegten 
Körpers verfchiedene Bahnen haben, indem fie außer ber gemeinfchaft- 
lichen fortſchreiten den Bewegung noch eine brehende Bewegung 
um einen beftimmten Punkt besielben befigen; wenigſtens können wir ung 
beren wahre Bewegung, um fie uns leichter vorzuftelfen, in biefe zwei 
verfchtedenartige Beivegungen, in die fortfchreitende und drehende 
zerlegt denken. Denn wie auch die Bewegung eined Körpers beichaffen 
fein mag, ber Uebergang besfelben aus einer Lage in eine andere läßt 
ſich immer dadurch darſtellen, daß man den ganzen Kürper zuerft eine 
entfprechende fortichreitende Bewegung machen läßt, als wenn derfelbe 
nur ein einziger materieller Bunft wäre, und ihn dann, wenn er in 
einer beftimmten Lage angekommen ift, um einen Punkt in feinem SIn- 
nern, welcher ſchon feine wahre Lage hat, jo lange dreht, bis noch zwei 
andere Punkte besfelben, die mit dem erften nicht in geraber Linie liegen, 
in die gehörige Lage gefommen find. Die wahre Bewegung bes Körpers 
unterfcheibet ſich von dieſer zerglieberten nur dadurch, daß die heiben in 
unferer Vorftellung getrennten Ortöveränderungen gleichzeitig vor fidh 
geben, nicht eine nach der andern. So beurtheilen wir bie Bewegung 
ber Erde als eine doppelte, als eine fortfchreitende ihres Mittel- 
punftes in einer elliptiichen Bahn um die Sonne und als eine brehende 
um ihre Achfe oder genauer um ihren Mittelpunft, menn man auf bie 
kleinen Bewegungen der Achfe ſelbſt Rüdficht nimmt. Auf gleiche Weife 
zerlegen wir bie Bewegung eines Kreifels in die fortichreitende Be— 
wegung feiner Spite, mit welcher er ſich auf eine wagrechte Ebene 
ftüst, und in bie drehende Bewegung um dieſe Spige, u. |. f. 
Gemäß diefer Vorftellung, die wir dur Erfahrung und Induction 
über die Bewegung eined Körpers erhalten, trennen wir auch die Ur— 
fachen berfelben und zerlegen die Wirkung ber Kräfte in eine folche, 
welche nur bie Fortfchreitende Bewegung begünftigt, und in eine 
folhe, welche nur eine brehende Bewegung hervorbringen Tann. 
Die erfte dieſer Wirkungen werbe ich übertragend fördernde Kraft, 
die zweite dDrehendbe Kraft oder Moment nennen. Diele beiden 
Kräfte find jeboch immer nur als zwei in unſerer Borftellung getrennte 
Aeußerungen oder einfache Wirkungen einer und berfelben Kraft 
zu betrachten, welche urſprünglich nicht in der Kraft felbft liegen, fondern 





von der Berbindung ihres Angriffspunttes mit andern materiellen Punkten 
abhängen ober burch bdiefelbe gleichſam hervorgerufen merden. 


6. 16. 

Nach den vorhergehenden Erdrterungen läßt fih nun die Aufgabe, 
welche die Mechanik zu Iöjen hat, genauer ausiprechen. Diefe Aufgabe 
beſteht darin, die Beziehungen zu unterfuchen, welche zwiſchen ber ab- 
foluten oder relativen Bewegung eines Körpers und deren Urfachen ftatt- 
finden, und iſt demnach im Allgemeinen eine doppelte: 

1) Entweder find biefe Urfachen, bie Kräfte, welche auf den be= 
mwegten Körper wirken, ſowohl der Größe als Richtung nach für irgend 
eine Lage des Iehtern gegeben, umd deren Angriffspunfte an demjelben 
beftimmt, und es fol die Lage und Geſchwindigkeit des Körpers oder 
eines feiner Punkte zu irgenb einer Zeit angegeben werben, d. h. es 
follen mit jenen Gegebenen die beiden Geſetze feiner Bewegung aus- 
gedrũckt werben, nämlich dasjenige, nach welchem bie verfchiebenen Orte, 
die der Körper oder eines feiner Atome nach und nach einnimmt, auf- 
einanderfolgen, und dasjenige, nach welchem feine Geſchwindigkeit mit 
ber Zeit oder mit der Lage des Bewegten ab= ober zunimmt. 

2) Ober umgelehrt, es ift die Art der Bewegung vorausbeftimmt, 
und man hat die Kräfte oder deren gegenfeitige Verhältniffe zu fuchen, 
bie zur Hervorbringung biefer Bewegung erforderlich find. 

Zu dieſer letztern Aufgabe gehört auch der allgemeine Ball, wo bie 
Geſchwindigkeit des Bewegten fortwährend Null und feine Lage unver- 
änderlih, db. b. wenn er im Gleichgewicht iſt. Unter biefem Ge- 
ſichtspunkte tft demnach das Gleichgewicht nur ein befonderer und fehr 
einfacher Ball der Bewegung, weßwegen man bie Unterfuchung dieſes 
Zuftandes ber allgemeinen Unterfuchung der Bewegung gewöhnlich vor⸗ 
ausgehen läßt. X 


Das Geſetz, nach welchem die verſchiedenen Punkte, die der bewegte 
Körper oder eines feiner Atome nach und nad) einnimmt, aufeinander⸗ 
folgen, wird im Allgemeinen durch zwei Gleichungen zwiſchen ben drei 
veränberlichen Goorbinaten x, y, z bed Atoms ausgedrüdt, welche man 
die Gleichungen feiner Bahn nennt. Eine jebe berfelben ftellt 
das Geſetz dar, nach welchem bie Punkte einer gewiſſen Flaͤche aufein- 
anderfolgenz fie tft im Allgemeinen noch eine Function der brei Ber- 
änberlichen x, y, z und beißt die Gleichung jener Fläche. Allgemein 
Bat fie daher bie Form: 

F(x,y,:)=0; 
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zieht man aber aus biefer ben Werth von einer ber Gporbinaten, 3. B. 
von z, fo wird 
ı=!f(x,y), 

und man betrachtet in biefer Gleichung bie beiden Berändberlichen x und y 
ale unabhängige oder willtürliche, die z als die abhängige ober bebingte. 

Zwei ſolche Gleichungen geben aljo das Geſetz der Aufeinanberfolge 
aller Punkte, welche ben beiden burch fie bargeftellten Klächen gemein- 
jchaftlich angehören, oder fie drücken bie Geftalt der geraden ober frummen 
Linie aus, länge welcher fich bie beiden Klächen durchichneiden, und 
welche in unferm Falle die gefuchte ober gegebene Bahn bed Bewegten 
ift. Die allgemeinfte Form biefer Gleichungen ift daher 


FR,(x,y2)=0 

F, (x ı z) —=( 
Gliminirt man dann aus diefen beiden Gleichungen je eine ber drei 
Beränderlihen, fo Tann man zwei einfachere erhalten, in denen nur 
zwei ber drei Veränberlichen vorfommen, ober bie von je einer derfelben 
unabhängig find; jede diefer Gleichungen ift nun bie eines Cylinders, 
befien Erzeugende zur Achfe der in thr nicht enthaltenen Beränderlichen 
parallel bleibt oder in jeber Lage auf ber Ebene ber beiden andern in 
ihr enthaltenen Veränderlichen fenkrecht fteht. Gliminirt man 3. B. aus 
einer jener Gleichungen die Veränderliche z, fo erhält man eine Gleichung 
von der Form: 

L(x,y)=0; 


fie gehört einer Eylinderfläche an, deren Erzeugende zur Achſe ber z 
parallel tft, und welche bie Ebene der xy länge einer Curve burdh- 
ſchneidet, die durch diefelbe Gleichung f, (x, y) == 0 vorgeftellt wird. 
Eliminirt man ebenfo die Veränderliche y, fo ift die neue Gleichung: 
h (x,ı)=0 

bie eines Eylinders ‚ welcher auf ber Ebene ber xz ſenkrecht ſteht und 
biefe Ebene nach einer durch bdiefelbe Gleichung dargeftellten krummen 
Linte durchſchneidet. 

Durch bie Elimination wird indeſſen in dem durch bie obigen all=. 
gemeinen Gleichungen ausgefprochenen Geſetze nichts geändert; bie beiden 
Gleichungen: 

(x, y)=0 
, (x, 2) = 0 


drüden alfo zufammen noch immer die Geſtalt derfelben frummen Linie 
aus, oder bie beiden Gylinderflächen, welche in biefen Gleichungen vor⸗ 
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geſtellt ſind, fchneiben fich nach derſelben Curve wie bie erften beiden 
Flächen, und da jede von ihnen auf einer Goorbinatenebene fenkrecht 
Reht, jo können fie auch als die Vereinigung der von allen Punkten 
diefer Curve auf die entiprechende Soorbinatenebene gefällten Sentrechten, 
mithin ald proficirende Eylinder angefehen werben; ihre Durch⸗ 
ſchnitte mit den Coordinatenebenen find die Projectionen derſelben 
Curve in diefen Ebenen, weßhalb die beiden Gleichungen: 
h(x,y)=0ı, ßk(x,z)=0 

auch die Gleichungen ber Profectionen der Bahn bes Bewegten in ben 
Shenen der xy und ber xz genannt werben, während man fle zufanımen, 
wie die allgemeinen Gleichungen, bie Sleichungen der Bahn felbft nennt. 
In diefen beiden Gleichungen ift nur mehr eine DVeränderliche z. B. 
bie x willfürlich oder unabhängig, und die beiden andern müſſen ale 
Sunctionen derfelben betrachtet werben. 

Die vorhergehenden Projectionen dürfen nicht mit den Riffen einer 
Fläche in jenen Coordinatenebenen verwechielt vberden, deren Gleichungen 
man dadurch ableitet, "daß man in der Gleichung biefer Fläche die Ver⸗ 
änderlichen z und y nad) einander gleich Null ſetzt und dadurch bie 


Formen: 
F. (x, 1) — 0, R(z,z)=0 


erhaͤlt; dieſe Riſſe werben in beſondern Fällen auch Hauptſchnitte 
der betreffenden Flaͤche genannt. 
Nehmen wir z. B. die Gleichung einer Ebene: 


Ax+By+Czı+Dp=0*®) 
Ax+-By+Dp=0 
die Gleichungen ihrer Riffe in den Ebenen ber xy und xz. Wird biefe 
Ehene dagegen von einer zweiten geſchnitten, deren Gleichung: 
Ax+By+Cz+Dp=0 
if, fo erhält man als Gleichungen ber profjicirenden Ebenen oder ber 
Projectionen ihres Durchfchnittes die Ausdrüde: 


fo find 


) Begen der Homogeneität ift hier gegen die übliche Form dem conflanten 
Gliede ver Factor p beigefügt; die Groͤße D IR dadurch gleichartig mit A, B, C, 
der Fattor p dagegen mit ben Coordinaten, alſo wie biefe in Langenein heiten 
ausgerrüdt, 
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(AC — AC)x + (BE —B'O)y+(CD—CD)p=D, 
(AB — A'B) x + (BC—BC’)z + (B’D—BD’)p=0 , 
welche dann auch die Gleichungen dieſer Geraden felbft genannt werben. 


6. 18, 
Die Gleichungen einer Geraden haben darnach tm Allgemeinen bie 
Formen: 
ax-by+dp=0 oder y=ax-+f 
ax+by+-dp=0 z=bı-ty f ’ 


und wenn fie durch den Anfangspuntt geht, 


y=aı< 
z = bx | j 

In den vier letzten Gleichungen find bie Coeffizienten a und b Ouotienten 
gleichartiger Größen, alfo abfolute Zahlen ober Winkelfunctionen, und 
laſſen fich ſehr einfach durch die Sofinus ber Winkel x, 8, y ausbrüden, 
welche die beireffende Gerade mit den drei Achfen bildet. Bezeichnet man 
nämlich die Entfernung eines beliebigen Punktes der Geraben vom An- 
fangspunfte mit r, fo ift 


= V-*+y?%-+ı ’ 
und wie leicht zu ſehen bat man 


x=rT008a, y=rcosß, zZ=r008y, 
und damit wird 


Darnach Tann man alfo den Gleichungen einer Geraden, welche durch 
ben Anfangspunft gebt, bie Kormen geben: 





y u il | 
058 cos. ycos@==x008 
,oder 
2 x 
— — 2 cos & — xcosy 
cosy cos ! 


und die Gleichungen eine Geraden, deren Projectionen in den Ebenen 
ber xy und ber xz bie Achſen ber y und z beziehungsweiſe in ben 
- Abftänden f und g vom Anfangspuntte ſchneidet, oder weiche durch 
einen beftimmten Punkt geht, defien Goorbinaten a, b, c find, werden 
bie Formen annehmen: ' 
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 „-f_ x y-b_ x—a _ 
eos cosa cos cosa 
228— x 2 — x—a 
cos y cos c cos y cos 


Hat man dann eine Ebene, deren Normale die Winkel x, 4, 7 
mit den drei Achien bildet, die alfo zu der vorhergehenden Geraden 
fenfrecht ift, fo ergeben ſich aus ben zuleht erhaltenen Gleichungen bie 
Sormen : 

X, csc-+-Yy, cos +2, cosy=Pp I 
(%,— x) sa -+-(y,—y) 0088 + (2,—z) cosy=0 , 
als Gleichungen jener Ebene, worin nın &, 8, y auch bie Winkel find, 
die von biefer Iehtern mit ben Ebenen ber yz, xz, xy der Reihe nad 
gebildet werben, p die Ränge ber vom Anfangspunft auf die betreffende 
Ebene gefällten Senfrechten vorftellt, und x, y, z die Coordinaten 
eines beftimmten Punktes derfelben Ebene bezeichnen. 

Die Vergleichung ber beiden vorhergehenden Formen gibt 

p=xcosa-+-ycosß-+2z 008Y , 

und biefer Werth führt zu einem einfachen Ausbrude für die Länge ber 
Senkrechten, welche von einem Punkte, befien Goorbinaten x, y, z find, 
auf eine gegebene Ebene gefällt wird. Denn legt man durch dieſen 
Punkt eine Ebene parallel zu ber gegebenen und bezeichnet bie vom 
Anfangspunkte darauf gefällte Senkrechte mit p’, während p die von 
demſelben Punkte auf die gegebene Ebene gefällte Senkrechte vorſtellt, 
ſo bat man wie vorher 


p=xwosce-ty cos 242 cosy, 
und weil die Senkrechte P, welche von dem Punkte xyz auf bie ge⸗ 
gebene Ebene gezogen wirb, offenbar ber Entfernung ber beiden parallelen 
Ebenen und demnach auch ber Differenz der beiden vom Anfangspuntt 
auf fie gefällten Senkrechten p und p’ gleich fein muß, 
P=xcosa+ycos®-+zcosy—Pp; 
wobei jeboch auf das Zeichen ber Senfrechten Rüdficht zu nehmen iſt. 


§. 19. 


An das Vorhergehende will ich hier fogleich noch einige Betrachtungen 
über Linien und Ebenen im Raume anfchließen, von denen in ber Folge 
öftere Anwendung gemacht wird. 


oder 
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Ein oft wiederkehrender Ausbruck tft die Beziehung zwiſchen dem 
Winkel, den zwei Gerade unter ſich bilden, und ben Winkeln, die jebe 
von ihnen mit ben drei Coordinatenachſen einſchließt; fie kann auf fol= 
gende Art fehr einfach abgeleitet werben. — Drüdt man bie Lage 
biefer Geraden, nachdem fie beide parallel mit fich felbft durch den An= 
fangspunkt geführt find, durch bie Winkel „ und e aus, fo ift ber 
Mintel, welchen die durch Die erfte Gerade und die Achje der z gelegte 
Ebene oder die Ebene des Winkels y, mit der Ebene bes Winkels y2, 
welche die zweite Gerade und die Achfe ber z enthält, einfchließt, gleich 
e3 — 5 mithin hat man in dem Iphärifchen Dreiecke M,M,C, Fig. 6, 
wenn (1,2) den Winkel ber beiden Geraden bezeichnet, die Beziehung : 


c08 (1,2) = 0087; 603yg 4 siny; Sinyg 008 (23 —E,) - 
Es iſt aber auch 
cos (B — 4) ⸗cos e,j 058 + sin ę, Sing, , 





oder ba nach frühern Werthen (89. 13.) fich 
cose — cos & —8 ß 
ergibt, 


008 0,008 0 + 008 ßı 000 . 


cos (ea — — sin Yı sin "7a 


Damit folgt dann 
cos (1,2) = wsa, cosag + cos ß, 008 ßg + C0SY, cos yg 
als die gefuchte Beziehung. 
Sind die beiden Geraden zu einander fenfrecht, fo wird der vor⸗ 
hergehende Werth von cos (1,2) Null, und wir erhalten 4 
008 &, COS ag + cos ß, cos Ag - cosy; 008 yg = 


ale Bebingungsgleihung für bie Borausfehung, daß zwei Gerade tm 
Raume einen rechten Winkel bilden. 


$. 20. 


Oft wird auch bie Läuge ber Senkrechten gefordert, die von einen 
Punkte, deffen Soorbinaten x, y, z gegeben find, auf eine gegebene 
Gerade gefällt werden Tann. 

Bezeichnen wir bie laufenden Coordinaten für die gegebene Gerade 
mit x’, y, z, bie eines bekannten Punktes berfelben mit x,, I L, 
fo daß ihre Gleichungen die Form annehmen: 


— — 
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v—Yy, — —X, 
cos  cosa 








v—z, x—x 


cos Y c08 & 

bezeichnen wir ferner ben Abftand des befannten Punktes x, y, z, von 
bem gegebenen Punkte xyz mit d, die drei Winkel, welche bie fie ver- 
bindende Gerade mit den drei Goordinatenachfen büdet, mit I, m, n, 
und denjenigen, welchen dieſelbe Gerade mit der gegebenen Geraden ein- 

















fließt, mit 9, fo ift einmal \ 
wl=-—”, eosm⸗ , eosn 
und nach dem Vohergchenden wird 
co 3 — TI — os a + II: sp + Tıcosy. 
Für Die Länge p ber gefuchten Senfriten hat man dann | 


p=dsinY, 
oder mit dem vorhergehenden Werthe von cos I , 


[(x—x,) cos@e +(y—y,) wsß® + (2—z)) cos a 
p=d 


jr tft aber auch 
= [(<—x,)?+ (1 —1)?+ («—2,)?] (00824008284 00827) , 
ir damit wird nach einigen Reductionen 
P=V/I(x-x,Jeos#)-y-y,)Jcose]°+ (8-2, jcosa-(x-x)cosy]+"[Ly-y.)cosy-(z-2,)cosß]?. 
Iſt der gegebene Punkt der Anfangspunft und demnay x=y=z=0), 
fo hat man für die Ränge ber Senkrechten einfacher Ä 

P= ve, cos d—y, cos @)?+(z, 09 0 —x, cos y)2+(y,c08y—2,c0s 8)? . 
Geht dagegen die Gerade Durch den Anfangspuntt, fo hat man x =, —=( 
und demnach ben ganz ähnlichen Ausdrud: 

P=y(x cos $ — ycos a)? + (2008 @— xc08 yJ?-+ (J c08y— 2 c0s)?; 


denn bie Senkrechte zwiſchen einem Punkte und einer durch den Anfang 
der Coordinaten gezogenen Geraden muß offenbar dieſelbe ſein, wie die, 
welche von dieſem Anfangspunkt auf eine durch den gegebenen Punkt 
gelegte, zu der erſten parallele Gerade gefaͤllt werden kann. | 


.” 
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$ 21. 
Beſtimmen · wir ferner bie Lage einer Geraden, welche auf zul 
ten gegebenen Geraden ſenkrecht fteht. 
Seen @, 4, y und a’, 8, y bie Winkel, welche von biefa 
‚en mit ben Goordinatenachfen gebildet werben, I, m, n bie Winfd 
be die Rage der gefuchten Geraden gegen biefelben Achſen feſtſtel 
Bedingung, daß dieſe auf jeder der andern ſenkrecht ſteht, gi 
1 $. 19. die Gleichungen: 
cos a cosl + eos A cosm + cosycosn=(0, 
cos «’ cosl 4 cos 8’ cosm + cosy’ oosn—=0, { 
welchen man zieht: 
eos j 08 @ eos y — oosa’ sy - f 
vom c08 cos y — cos ß cos y’ i 
— cos «' cos ß — cos cos 
cosn ml sy eh nf — — 
n hat aber auch 
c08?2] + eosꝰ m4 cos?n—1 , " 


damit folgen, wenn man zur Abkürzung v 


\ 
{ 





»080’c08ß-008ac08ß’)*+ (cOsac0s7/-C08u’c087')?4(c08f’cosy-cosßoosy' = 


‚ die Werthe: B | 
cos = er er. , 

D 

j eos — + sa 008 y— casa’ cosy j 


ont cos «' cos ß — cos cos’ 

: Werth von Q? Tann aber auch unter bie Form gebracht iden : 
= (ta + 0008 + one y) (meta + one g coeꝛ ) 
— (008 a cos @' + cos 4 cos! + cos y cos y’)* 

= 1 — (sa cos @’ + 088 c08 8’ + cosy cos y')? 

— 1— cos? (d,d = sin (1,9, 

in ber Winkel zwiſchen den beiben gegebenen Geraden wieder burh 
.2) bezeichnet ift; bie vorhergehenden Ausdrücke werben dadurch 


33 
I—-+ c05 8’ 608 y— c0s 8 cos y’ — cos & 008 Y— c08 cos/ 
vn sin (1,2) ‚ en—t sin (1,2) i 
cos n + 905 008 P— cos a cos ß’ 
. — ‚sin (1,2) 


Geht mm bie zweite Gerade durch den Anfangspunkt und beide 

ch durch einen Punkt, deſſen Coordinaten x, y, z find, und defien 

tfernung vom Anfangspuntte baher durch 
d=YoFyFz 
orgeftellt wird, fo ift bie vom Anfangspunkte auf bie erfte Gerade ge- 
költe Senkrechte p offenbar 
000 pda (1,2), 

mb man hat außerdem 
| x \ 
cos a — 7; eos — w/=7 
nit dieſen Werthen findet man fofort 


+ ler eos ß 


2 


z eos & — x cos 
_ 7, 


p com — + D 
' mn 


md übereinftiimmend mit dem frühern Ausbrucke 


p—=Y(xeos$— yoosa)?+ (2008 c—y cosy)?-+(ycosy— 20052). 


Stehen die beiden gegebenen Geraden auf einander fenfrecht, fo 


mb demnach =, dep 
cosl —= + (008 ’ co8y— cos cosy) , 
cosm — + (cose cosy’— cos«’ cosy) , 
cosn — + (cosa’ 0058 — cosa cosf?) ; | 
Hub fie Dagegen parallel, jo hat man sin (1,2) = 0, aber auch r 
eos ⸗ coaœ, weß—cosß, coSy cos/, 
und dadurch 


0 
eos = cosm = cosn — 3 


bie Aufgabe tft daher unbeftimmt, und in der That gibt es beliebig 
viele Geraden, welche auf beiden gegebenen ſenkrecht find. 
Decher, Handbuch der Mechanik I. 3 


Tui > du _ ru -__ 1 Mn. 
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§. 22. 

Endlich mögen an das Vorhergehende noch die Formeln angereibt 
werben, welche dazu dienen, von einem rechtwinkligen Coordinaten⸗ 
ſyſtem zu einem andern überzugehen, das denſelben Anfangspunkt hat. 
Um dieſe Formeln zu erhalten, Tann man fich vorftellen, daß das ai 
Syftem nad) und nach fo gedreht worden fet, bis feine Achien mit. 
benen des neuen zufammengefallen find; es wird baber vor allen —9— 
wendig fein, über dieſe Drehung eine ſolche Annahme zu treffen, daß 
man in jedem einzelnen Falle darüber im Klaren ift, und ſich Die dor- | 
meln ficher anwenden laffen. In diefer Hinficht follen denn biefe, wie 
in ber Folge alle ähnlichen drehenden Bewegungen, zu benen 3. B. auch 
bie des Fahrſtrahles der Polarcoordinaten gehört, ald pofitive be 
trachtet werden, wenn fte für ein Auge, das fi auf ber poſi— 
ttven Seite ber x, y oder z befindet, in bemfelben Sinne 
wie die des Zeigers einer Uhr vor fih geben. 

Diefer Annahme gemäß werben wir bei Betrachtungen in einer 
Ehene, wie dies auch in Fig. 4 fehon der Fall war, wenn die Coor⸗ 
binaten mit x und y bezeichnet werben, bie pofitiven y wie gemöhnlid 
nach Oben, die pofitiven x aber nach der linken Seite gerichtet annehmen, 
gerade fo als wenn das Auge des Beſchauers fich in der pofitiven Achſe 
der z befindet. Ebenſo foll auch die pofitive Seite der Bolarachfe nach 
der Linken gerichtet fein, und von da an ber Winkel w, den ber Bahr 
ftrahl r mit jener Achſe einfchließt, gemeffen werben. Im Raume dagegen 
bleibt die Lage der Goordinatenachfen wie fie gewöhnlich angenommen 
wird, die pofitiven x nach der Rechten, die y gegen ben Betrachtenden 
und die z nach Oben gerichtet; die Bewegung tft Demnach pofitio, wenn 
fie von der pofitiven Achſe ber x gegen bie ber y, ober von dieſer gegen 
bie der z, ober endlich von dieſer gegen diejenige der x gerichtet iſt. 

Set nun zuerft ein rechtwinkliges Achfenpaar in einer Ebene gegeben, 
und die Ummwanblungsformeln für den Uebergang zu einem andern in der⸗ 
felben Ebene zu beftimmen. Bezeichnen wir bie Goordinaten eines Buntes 
biefer Ebene in Bezug auf bie erften mit x, y, in Bezug auf die Iehtern 
mit x’, Y, und ben Wintel, ben bie pofitive Achſe der x mit derjenigen 
ber x’ einfchlteßt, mit co, indem wir babei vorausfehen, daß biefer 
Winkel pofitiv ift, wenn man bie gegebenen Achien in pofitivem Sinne 
dreben muß, um fie in die Lage der neuen Achfen zu bringen, fo haben 
wir die befannten Ummandlungsgleichungen der alten Goordinaten in 
die neuen: 





XMX 08W—Y sinw 
y=ywso-x sinw 





"3 





und umgefehrt die Werthe der Ichtern durch bie eriten ausgedrüdt: 
X =X08W- ysinw 
Y=yeoosw—«xXsino 


‚welche aus den vorhergehenden Gleichungen entweder durch Elimination 
oder einfacher Durch Vertaufchung der Coordinaten und den Zeichenwechiel 
des Winteld co, da in diefem alle die Bewegung von ben neuen zu 
den alten Achfen ftattfindet und demnach negativ iſt, erhalten werden 
fonnen. 

Diefe Formeln follen nun dazu dienen, bie Ausdrücke für die Um— 
wandlung ber Soorbinaten im Raume abzuleiten, indem wir dieſelbe auf 
drei Umwandlungen in einer Ebene zurüdführen. — 

Die Lage, welche das neue Syftem erhalten foll, wird offenbar am 
einfachften baburch beftimmt, daß man zuerft die Rage von einer ber 
neuen Achſen, 3. B. von ber Achfe der 2’ durch bie ben Polarcoordi⸗ 
naten entiprechenden Winfel und 9 in Bezug auf das gegebene 
Snitem feftftellt, wobel I den Winkel zwiſchen ben pofitiven Achien der 
z und ber z’, und m den Winkel zwifchen ber Ebene des Winkels I 
and der Ebene der xz oder zwiſchen ber Profection ber Achſe ber z’ in 
der Sbene ber xy und der Achfe ber x bedeutet, und dann noch ben 
Winfel 2 beftimmt, welchen bie neue Achſe der y’ mit der Durchſchnitts⸗ 
linie ber Ebenen ber xy und der x’y’ einfchließt, ober ben bie Ebene 
der x’z’ mit ber Shene des Winfeld I, in der die Achfen ber z und 
der z’ liegen, bildet. 

Seien demnach AX, AY, AZ, ig. 7, bie Achfen der pofitiven 
x, yund z, AZ die Achſe der pofitiven z’, alfo Winkel ZAZ —= 9, 
AX, die Brojection von AZ’ in ber Ebene der xy, und demnach Winkel 
XAX, — o. Denft man fih nun das gegebene Syſtem um bie Achſe 
der z gebreht bis die Achſe AX tn die Richtung AX, gekommen tft, 
alfo um ben Winkel co, und bezeichnet die Coordinaten eined Punktes 
in Bezug auf dieſe Achfen mit xg, Ya, Zu, fo hat man nach den Vor⸗ 
bergehenben bie Beziehungen: 


x=X 0W — Ysinw 

Y=Xx sin w-+ Yy 08w 

= | 
Diefed zweite Syſtem drehen wir nun um die Achſe AY, der ya, bie 
bie Achſe AZ die Richtung AZ’ einnimmt, b. 5. um ben Winkel 9; 


ed entſteht daraus ein drittes Syftem der x,, Yy, 2, Durch welches Die 
Berthe der vorhergehenden Coordinaten x, Ya, 7; mittels ähnlicher 
| 9% 
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Gleichungen wie vorher ausgebrüdt werben, indem man beachtet, daß 


nun die y; unverändert bleiben, und fich die x, und z, ändern. Dieie 
Gleichungen find daher; 

= 20089-+ 2 sind 

n= J | 

u=—XxX sind + 2 cos 9 

Endlich dreht man zum drittenmal dieſes Syftem um bie Achſe AZ 

bis bie Ebene ZAX, der pofitiven x, z, in bie Lage ZAX’, welde 
das neue Syſtem einnehmen fol, gefommen tft, mithin um ben Winkel 


ı) oder X,AX’. Es bleiben bei dieſer Bewegung wieber die z, unver- 
ändert und man erhält 


x, =xcsw— yYsiny 
y=xsay- y cosy | 
Zu = z 


als bie Beziehungen zwiſchen ben vorhergehenden Goordinaten 4, Yıı 


und den geſuchten x’, Y, z. 

Alfe diefe Bewegungen find tn ber Figur in bem oben angenom- 
menen Sinne gezeichnet und demnach die Winkel w, 3, I, als pofitive 
anzufehen, und man wird leicht einfehen, daß es, um alle möglichen 
Lagen bed neuen Spftems. zu umfaflen, nothwendig iſt und genügt, 
wenn die Winkel wo und 1» zwifchen den Grenzen O und 2 7, ber 
Winkel I dagegen zwifchen O und u genommen wird. 


Eliminirt man nun aus den vorhergehenden Gleichungen zuerft bie 
-Goordinaten x , Yg 5 Zg , fo findet man zmwifchen den Goorbinaten 
x, Y, zundx,, Y, 2 die Beziehungen: 


x=Xx 0050 0084 — y, sin o 2, 0080 sin} 
y=x sinwcos$*-+ y, c0sw-- z, sino sin} | , 


2 — — sin* 2 005% 


bie dazu dienen koönnen, von dem Syſtem der x, y, z zu einem Syſtem 
der X, 5 Yy, 24 Überzugehen, in welchem bie Achſe ber pofitiven z, durch 
bie Winkel d und 9 beftimmt tft, die Achſe der y, aber noch in ber 
Ebene der xy liegt. Werden dann auch noch bie x, , Yı , z, eliminkt, 
fo findet man die gefuchten Beziehungen : 
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ıı= x (cos w COS) 603.4 — sin w Sin ıy) 
— Y (cos w sin ab 0084 -4 Binw cos ıy) 
+zc0swosie}, 
y= x (sinw 0081) 008 I 4 608 w sinıy) 
— Y (sin sin ıy c08 I — cos w COS U) 
+rsinwsiny, 
3= —xX sind cos⁊ 
| + y sind sin 
| +700%, 
weiche die Werthe der urjprünglichen Goordinaten eines Punktes burch 
die auf die neuen Achſen bezogenen erſetzen. 
Umgekehrt hat man auch 


x= x,c08YW-+-Y siny | y=0I— 7511} 
I 


y=z—xsap-+ y co8% Y.=Ya | 
—2 z. = 24 0089 + x, sin} 
und zuletzt | 
= X008w--ysinw 
Y=—-xsinw- y cosw 
4— 1 





Durch Elimination der Unbefanntn x, , Yı, 2 und x, Ya, 2 
werden baraus bie Gleichungen zur Umwandlung der neuen Coordinaten 
in bie frühern erhalten, nämlich: 
x = x (cos cos w 008 3 — sinıy sin w) 
+ y (eosy sin» cos ) — sin ıy 005 W) 
— 20081) Bin) , 
Y= -—x(siny c08@ 008) —- 0081) sinw) 
( + y(ecosy cosw — sinıy sinw cos 9) 
+ z siny sin} , 
= x C05wW sin} 
+ ysinw sin) 
+2c009, 
und man fieht, daß dieſe Gleichungen aus ben obigen Werthen ber 
aten x, y, z durch bloße gegenfeitige Vertauſchung ber Coor⸗ 
Uinaten und ber Winkel co und zu, von benen ber zweite In Bezug auf 
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die Achſe der 2’, was ber erfte in Bezug auf bie der z ift, und durch 


den Zeichenmwechfel aller Sinus hervorgehen. 


G. 23. 

Die vorhergehenden Ummwandlungsgleichungen enthalten nur Die 
nothwendigen unb von einander ganz unabhängigen Winfel w, 9 und 
zu, fie find aber nicht ſymmetriſch im Bezug auf die drei Soordinaten 
eines Syſtems, und es tft in vielen Fällen, wo es fih blog um all- 
gemeine Formen handelt, wünfchenswerth, folche ſymmetriſche Formeln zu 
befiten. Diefe ſymmetriſchen Gleichungen werben offenbar erhalten, weun 
man ftatt der obigen diejenigen Winkel einführt, welche jede der neuen 
Achfen mit jeder der drei gegebenen einfchließt; dadurch erhält man aber 
auch neun zu beftimmende Größen ftatt drei, und ed geht Daraus hervor, 
daß biefe nicht alle willkürlich fein Tonnen, fondern durch Bedingungs— 
gleichungen in Abhängigkeit von einander ftehen müſſen. 

Es ift mitteld der Lehrſätze der fphärtfchen Trigonometrie und der 
Fig. 7 leicht nachzuweiſen, daß bie Goeffizienten von x’, y’, z’ in ben 
Werthen der Coordinaten x, y, z bie Cofinus der Winkel ausdrücken, 
welche die pofitiven Achfen ber x’, y’, z’ mit jenen ber x, y und z ein- 
fchließen. So gibt das rechtwinklige Iphärifche Dreied XX,Z/, deſſen 


Seiten der Reihe nad w, ynR— 9 und x7 find, wenn man ben 
Winkel zwiſchen ber pofitiven Achfe der z’ und berjenigen ber x durch 
ñ 
xz bezeichnel, 

cos x? — sin 9.0080 ; 
bas Dreiet X’YY, enthält die drei Seiten ek, Y, v=YY, und 
> s—w=KX,; Yz, und bie zwei legtern bilden ben Winkel I—X,AX, 
unter fi, woraus folgt 


008 Yr — cos W sin ıy + sin w Cosı) cos) . 
Das Dreiek Y'YY,, befien Seiten YY, = w, Y,Y'’= v ben Winkel 
—— 
x— 3 einſchließen, welcher der Seite YY’—=yy’ gegenüberliegt, gibt 


ebenſo 
D 


cos yV cos co cas y — sinw siny cos’. 


Endlich fei noch das Dreieck Z’YX, genannt, deſſen Seiten X, Y ober 


— — — 


17 -om zX, — In 9 einen seiten Winkel einfiliehen; 


2 
man zieht daraus . 
cos 2 — sin sin 
u. ſ. f. Mittels der drei letzten Gleichungen ergibt ſich dann z. DB. der 
Werth von y in der Form: 


—— 
y=rwsyx +yYcsyy+z cos y2’, 


und ähnliche ſymmetriſche Formen werben auch die MWerthe von x und z 
annehmen. 

Es tft aber einfacher und eleganter , biefe ſymmetriſchen Ummwanb- 
lungsgleichungen unmittelbar mitteld des Lehrſatzes der Polygonometrie: 
Die Projection einer Seite eines Vielecks auf irgend eine 
Gerade iſt gleich der Summe ber Projectionen aller übri— 
gen Seiten auf dieſelbe Gerade, abzuleiten. 

Sind demnach AX, AY, AZ, Fig. 8, die urſprünglichen poſitiven 
Achſen der x, y, z und AX’, AY’, AZ’ die neuen Achien ber x, Y, z’, 
M ein Bunft im Raume, m beffen Projeetion in ber Ebene der xy, m 
bie in dev Ebene ber x’y’, alſo AP=x, Pm=y, Mm=z, AP=x', 
Pm—=y, mM=:z, fo iſt ber Fahrſtrahl AM offenbar die gemein- 
ſchaftliche Seite der beiden nicht ebenen Viereck APmM und .AP’m’M, 
und man findet demnach und zufolge bes vorhergenannten Lehrfabes, ba 
bie Brofection von AM auf die Achſe AX gleih AP=x tft, und bie 
Winkel, welche bie Seiten AP’, P’m’ und m’M mit berfelben Achſe 
einfchließen,, die nämlichen find wie Diejenigen, welche von biefer Achfe 
AX mit den Achfen AX’, AY’ und AZ’ gebildet werben, zuerft 


ıa—r cos ty eosxy +7 osx? ; 


und dann umgekeldt, indem man bie Profectton AP’ —x’ von AM anf 
die Achſe AX’ mit den Projectionen der Seiten AP, Pm und mM auf 
diefelbe Gerade vergleicht, 


nn X en 
Xx—=xcosxx--yceosxXyHtzoosxz. 


Gutfprechenbe Formen werden auch bie Ausdrüde für y und y', 
a und z’ erhalten, je nachdem die erſtern in bie lebtern oder umgekehrt 
diefe in jene verwandelt werben follen; man hat alfo zur Umwanblung 
der x, y, z inx, y, z bie Gleichungen: 
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xı—x eoos + yoosıy + 2’ cosız 
y=xXoyr + yosyy-zosyz |» 
z—=xX coszX + Ycoszy + Zoszr 
oder in einfacherer Form: 
x—ır-tay-+raz 
y=bXx+by+br | , 
z=cr+cyY+c7r 
worin die Coſinus ber Winkel, welche bie neue Achſe der x mit ben 
gegebenen Achfen dev x, y, z einfchließt, durch a, b, c, die ber Winkel 
zwiſchen der Achſe der y’ und denfelben Adjen mit a, b', c, und bie 
entiprechenden Functionen für bie Achfe ber z’ durch a’, b’, c” bezeichnet 
find. Man hat demnach ale Zer mguangoegeichungen ‚ daß das urjprüng- , 
liche Syftem ein rechtwinfliges ift, nah $. 12, 
2 +2 19° —=1 
a2 +2 + c2 —1 | 
2 b’32 1 072 — 1 
und als Bedingung, daß auch die neuen Achfen je zwei einen rechten 
Winkel bilden, nach $. 19. die Gleichungen: 
aa +bb +cd 0 
aa” + bb" + cc" = 0 | 
aa” + bb" + ce —= 0 
Es geht daraus hervor, daß bie neum Goeffiztenten ber obigen Um— 
wandlungsgleichungen durch ſechs Bebingungsgleichungen in Abhängigkeit 
von einander ftehen, und demnach nur drei derſelben willfürlich find, daß 
ſich aber felbft dieſe drei Nicht auf diefelbe Achſe beziehen bürfen und 
dephalb weder mit demſelben Buchſtaben noch mit gleichen Accenten be= 
zeichnet fein bürfen, fo daß nur die @lieber einer Ser nachfolgenden 
Combinationen gleichzeitig wilffürlich genommen werden fönnen:  * 


a, + _ © 
a, + , € 
a , bb ,„ ed. 
a, MM ,„ ce 
° , bb , c 
a ,., bb , 
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Will man umgekehrt von ben Coordinaten x’, y’, 2’ guben x, y, a 
zurückkehren, fo werben bie Ummwanblungsgleichungen : 
x—=ax +by +cz 
y=aı tby +eı . 
z =ax+b’y-+ c’z 
bei welchen dann folgende Bebingungsgleichungen eintreten: 
a2 1 a2 —1 ab +ac +bce =0 
BI b2 1 p2—1 | ‚ab ta 1a’ — 0 | , 
d+c?1 0? — ab’ + ac” + b’e’ —= 0 
die im Grunde mit den vorhergehenden gleichbebeutenb find. 
Bergleihen wir endlich noch die beiden Arten von Umwandlungs⸗ 


gleihungen der x, y, z in bie x’, Y, 2’ mit einander, fo erhalten wir 
folgende Tabelle: 


a = (005W co;ꝶ cos 9 — sin sin , 
a —— 00850 sin 008 I — SinW CO ıy , 
"= c8W5int, 

bh = sinw cos cos 94 cos cu sin , 
b = — sin sin cos 9 + c0sw cosy , 
b’’= sinwsin}, 

e=— c08 ıy sin 9 , 

e = sinysiny, 

= c61059 


und finden daraus bie einfachen Beziehungen: 
b" c . 
lang u = A tang ) =— — -—- , 089 =6 
wiſchen ben unter ſich unabhängigen Bine 0, und 3 und ben 
Winkeln, welche von den neuen Achfen mit den gegebenen eingefchloffen 
werben 


0 


$. 24. 


Die Richtung der Bewegung eines materiellen Punktes iſt in jedem 
Augenblicke dieſelbe, wie die der Tangente an ſeiner Bahn in dem Orte, 
den er gerade einnimmt ober deſſen Coordinaten x, y, 2 find. — Die 
Rage biefer Geraden hängt offenbar von dem Geſetze ab, nach dem bie 
Punkte der Bahncurve auf einander folgen, und Tann befhalb 


x 


2 


weht unmittelbar durch die Gleichungen Diefer Curve beſtimmt erden, 
da bdiefe nur die Verhältniffe angeben, in welchen bie Eoorbinaten eines 
beliebigen Punktes der Gurve zu einanderfiehen. Man muß alio zuerft 
unterfuchen,, wie fich dieſe Berhältniffe ändern, wenn man von jenem 
Punkte der Curve aus auf biefer fortgeht, ober genauer ausgebrüdt, man 
muß zuerft aus ben Gleichungen ber Curve das Geſetz ober den Ausbrud 
ihrer Stetigteit ableiten, nämlich das Geſetz, nad welchem fich 
bie Verhältniſſe zwifhen den Coordinaten in einem be 
liebigen Bunktte der Curve zuänbernanfangen, zuändern 
im Begriffe find. Denn man darf fich nicht blos vorftellen, daß 
diefe Aenderung der Goordinaten oder ihrer Berhältniffe zwifchen zwei 
Punkten ftatrfindet ober ftattgefunden hat, man muß fidh vielmehr mit 
dem Gedanken vertraut machen, daß diefe Aenderung ftetig, ununter- 
brochen fortgeht, daß alſo die Coorbinaten und ihre Verhältniſſe in 
jedem Punkte in ber Aenderung begriffen find und zwar 
nach einem beftimmten Gefebe, melches durch die Geftalt der Curve und 
ihre Lage gegen bie Goorbinatenachfen bedingt iſt und welches Demnach 
ber Ausdrud ihrer Stetigkeit und zwar ihrer befondern 
Art von Stetigfeit fein wird, 

Das Bebürfuiß, die Stetigfeit der Gurven und der Bewegungen 
analytifch auszudrüden oder in bie Rechnung einzuführen, um ihre 
Eigenſchaften allgemein unterfuchen und barftellen zu konnen, war die 
nächte Veranlaffung zur Erfindung der Differential= und Integral⸗ 
Rechnung, welche man biefem ihrem Zwecke am entiprechendften zufam- 
men mit dem Namen: Stetigkeitsrechnung bezeichnen würde, unb 
ih nehme bievon Veranlaſſung, bier einige Betrachtungen über dieſe 
Rechnung, welche der Natur der Sache na das einzige wiffen- 
fhaftlihe und ſichere Hülfsmtttel für die Darftellung 
und Erweiterung ber Mechanik ift, anzureiben, theild um zu 
zeigen, wienatürlich, einfach und Elar fich die genannte Rechnung 
von unjerm obigen Geſichtspunkte aus barftellt, theild um einige all- 
gemeine Eigenfchaften ber Curven und Klächen abzuleiten, beren Kenntniß 
ung in der Kolge nöthig fein wird. Aus biefem Grunde und um der 
Vorſtellung bed Leſers in Betreff der ftetigen Größen, mit denen wir 
ed bier zu thun haben, Immer eine beftimmte Richtung zu geben, werben 
ſich dieſe Betrachtungen ſtrenge innerhalb ber geometrifchen Anwendung 
halten. 


$. 25. 


Seien zuerft 
y=f, (x), sı—h(x) 
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die Gleichungen einer Curve in Bezug auf ein rechtwinkliges Coordinaten⸗ 
ſyſtem oder Die Ausdrüde für bie Verhältniffe zwiſchen ben Goorbinaten 
1, Y, z irgend eines beliebigen Punktes M derfelben. Gcht man nun 
von diefem Punkte zu einem folgenden M’ weiter, beffen Abftand von 
ber Ebene ber yz um eine Heine Länge 4x größer, alfo gleih x 4 x 
it, fo werden bie obigen Gleichungen ähnliche Bergrößerungen: 4 
und Az für die Coordinaten y und z geben; man erhält nämlich. bie 
Öleihungen: 


yv+Iy=l(ı+fx), ı +dJı=h(x4Ax), 


Ay=h x) — (x), A=th (ar +AD—Rlx) (a. 
und zieht aus den Iehtern die Verhältniſſe: 


ICH) A EHER) 5 
dx Ax ’ Ax Ax ” * 


weiche zwifchen den Aenberungen der Coordinaten y und z und ber 
Aenderung ber x in dem Punkte M’ ftattfinden. Läßt man dann 
dieſe letztere Acnderung „1x immer fleiner und zuleßt Null werben, 
wodurch man offenbar in den Punkt M zurüdfommt, fo werden auch 
die Aenderungen Sy und „/z immer Eleiner und zulest Null; dabei 
behalten aber bie vorhergehenden Verhältniffe der Aen— 
derungen von y und z zu der vonx immer beftimmte 
Werthe, und ſelbſt dann noch, wenn bie Aenderung /x 
Rull geworden, oder wenn man in den Punkt M zurüd- 
gekehrt iſt. 


Denn man darf fich diefe Aenderungen: /x, Ay, Aꝛr nicht blos 
a8 beftiimmte Vergrößerungen der Beränderlichen x, y, z denken, 
alfo als Größen, welche in dem Punkte M gar nicht eriftiren, fondern 
man hat diefelben ald veränderliche Größen zu betrachten, denen 
beliebig viele ftetig in einander übergehenbe Werthe zukommen 
Innen, und bie im Punfte M mit einander dur ben Werth: Null 
schen, um, wenn man will, auch negative Werthe anzunehmen, wie 
man ſich bei allen Functionen unter dem Werthe: Null der Beränder- 
lihen immer nur einen Durdhgangs= oder Entftehungswerth, 
richt ein abfolutes Nichtvorhandenfetn vorftellt, da es fonft gar 
feinen Sinn hätte von bem Werthe einer folchen Function zu reden, 
wenn die Veränberliche Null ift, 3. DB. zu fagen, cos O fet gleich 1, 
weil es für ein abfolutes Nichts weder einen Coſinus noch überhaupt 
eine Function gibt. Wir denken vielmehr, wenn wir von cos O veben, 
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immer an einen Winkel, welcher Null geworben tft, ober welcher eben 
anfängt zu entfichen, um nach und nach jebe beliebige Größe zu er- 
reichen, unb in gleicher Weife mäffen wir uns unter unfern Aenderungen 
4x, Sy, As Srößen vorftellen, welche im Punkte M im Entftchen 
ober im Durchgang durch ben Werth: Null begriffen find, um nad 
und nach in ftetiger Aenderung beliebige Werthe anzunehmen, 

In der That überzeugt man fich leicht, daß bie obige Ableitung 
ber Werthe von Ay und 42 darauf hinausgeht, 

x+/xfürx, y+J/yfüy, z+4zfürz 

in die Gleichungen der Curve einzuführen, alfo Die Ahjen ber Coor⸗ 
dbinaten parallel zu ihren frühbern Richtungen durch den 
Punft,M oder xyz zu legen und die Geftalt unb Lage der 
Curve in Bezug auf diefes neue Achſenſyſtem burch Die 
Beränderlihen: /x, Sy, Aꝛ mittels der Gleichungen (a), 
in denen nun x, y, z beftimmte Werthe vorftellen, auszu— 
drücken; die durch die Gleichungen (b) dargeftellten Verhältniffe Diefer 
neuen Goordinaten zu einander, werben alfo im Allgemeinen wieder neue 
Beränderliche fein, welche fich ebenfo ftetig ändern, wie bie Veränder⸗ 
lihen 4x, Ay, Lz felbit, welche daher auch wie in jedem andern 
Punkte M’ der Curve, jo au im Anfangspuntte M, oder wie für 
jeden andern Werth ber Beränderlichen 1x, fo auch für den Werth: Null 
berfelben, einen beſtimmten Werth haben, obgleich fie, ivie es bei fo 
vielen andern analytifchen Functionen für befondere Werthe ihrer Wer- 
Anderlichen der Fall iſt, für dieſen Werth von „7x unter ber unbeftimmten 


Form: erſcheinen. Denn gemäß ber Bedingung, daß bie Function: 


f(x+4x) — f(x) mit. 41x Null werden muß, Tann man fich dieſelbe 
immer unter ber Form: 
dxf(x+aef/x), 


worin « irgend eine Verhältnißzahl bedeutet, vorftellen, welches auch bie 
bekannten oder nicht befannten Ummanblungen fein mögen, durch die man 
jene Function auf biefe Form bringen kann; das Verhaͤltniß: 


f(x + 4x) — f(x) 
Ax . 
kommt demnach auf den einfacheren Ausdruck: 
P(x+a4x) 
zurüd und nimmt für 450 ben beſtimmten Werth F (x) an. 
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Nach dieſer durchaus Haren, beftimmten und firenge mathemattfchen 
Borftellungsweife wird es denn auch einleuchten, baf es burchaus un=- 
nöthig und felbft unrichtig ift, fich dieſe Aendberungen im Punkte M 
als unendlich Fleine Größen zu denken, ebenfo wenig, ald man fidh, 
um das vorige Beifptel noch einmal anzuführen, bei cos O1 ben 
Winkel O als einen unendlich Heinen denkt und fich vorftellt, bie Pro= 
jection einer begrenzten Geraden auf eine gegebene Richtung werde biefer 
Geraden felbft gleich, wenn ber Winkel zwifchen beiden unendlich 
klein geworben feis denn diefe Gleichheit tritt nur vollfommen ein, 
wenn der Winkel ſcharf Null geworden, wenn die Gerade mit jener 
Richtung ganz und gar zufammengefallen ift *). Ebenſo fieht man ein, 
daß auch die Benennung: Grenzen, womit man ben Werth: Null 
von 1x und die entiprecdenden Werthe ber Berhältniffe (b) bezeichnet, 
auf einer unklaren, um nicht zu fagen unrichtigen Anficht beruht. 
Ich werde deßhalb biefe dem Punkte M, dem Anfangspunkte ber 
Berändberlihen Ax, Sy, Iz entiprechenden Werthe fünftig Entfteh- 
ungs= oder Anfangsmwerthenennen, und fie durch die Bezeichnung: 


m f; «+42 — f(x) 


Ax 


‚43 _. 5. h&+49)— 60) 


andeuten, wenn fie noch unentwidelt gebacht find. Die entwickelten Werthe, 
welche nach den Regeln der Differentinlrechnung daraus abgeleitet wer⸗ 
den und welche Im Allgemeinen noch Functionen von x find, ſtellt man 
durch 

dy 

N=rnd)=y, 2=1nW=7 


vor, und Bat fie Differenttalquotiente und abgeleitete Func— 
tionen genanntz bie Bezeichnungen dx, dy, dz heißen dann Diffe- 


‚I Man wird die obige Borflelluug von ben Aenderungen 4x, eto. und ihren 
Berhältuifien leicht andy auf andere analytiiche Functionen übertragen, denen 
feine befondere Bedeutung zufommt, und fo den unbeftimmten Begriff des 
Unenblihs, Kleinen, welches im Grunde nur ein dehnbares Null 
iR und das nicht nur der firengen mathematiſchen Form Bintrag thut, indem 
dadurch alle Geſetze ber höhern Mathematik als bios angenähert richtige 
erſcheinen, ſondern auch vielfach faliche Vorſtellungen und Schlüffe verans 
laßt, aus der Mathematik gänzlich verbannen. 
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rentiale von x, y, z; find aber bloße Formgrößen, für welche, wenn 
fie einzeln betrachtet werben, Eein beftimmter Werth denkbar tft, inbem 
fie dieſen nur erhalten, wenn fie in ber Form eined Bruches oder Quo— 
tienten erfcheinen, unter melchen fie eine fehr bequeme abgefürzte Bezeich- 
nung einer beftimmten abgeleiteten Bunction ber im Renner ftehenden 
Veränderlichen vorftellen, während bie im Zähler aufgeführte Veränder- 
liche die entfprechende urfprüngliche Function vertritt oder eine Größe 
vorftellt,, deren Werth burch biefe letztere ausgebrückt wird. 

Diefe beftimmten Werthe nun, melde die Berhältniffe der Größen 
Ayund Ax, ISz und I/x im Punkte M, wo biefe Größen ſelbſt im 
Durchgang durch den Werth: Null oder im Entſtehen begriffen finb, 
annehmen, bie alſo ausbrüden, in welchem Verhältniſſe die Größen 
Ay und 42 mit ber Größe Ix entitehen, ober in welhem Ver— 
Hältniffe fi die Eoordinaten y und z mitt der x ändern 
wollen, diefe Menderungsgefebe ber abhängigen Ver— 
änderlihen y und z in Bezug auf bie unabhängig oder 
willfürlid veränderlide Größe x find es offenbar, welche ben 
oben angebeuteten Ausdrud der Stetigkeit der betreffenden Curve dar— 
ftellen, und fowohl tm Allgemeinen, als beſonders in dem Punkte M, 
in dem Bunte, deffen Goordinaten x, y, z find, ben Lauf, die Rich- 
tung oder Wendung ber Curve kennzeichnen. 

Zuerft läßt fich daraus im Allgemeinen erkennen, ob eine Curve 
fih von den Ebenen der xz und xy entfernt, wenn man auf ihr im 
Sinne ber pofitiven x fortgeht, oder ob fie ſich dieſen Ebenen nähert. 
Das erftere wird ftattfinden, wenn die y und z mit x zugleich wachfen, 
alfo wenn die Aenderungsgefeke: 


d dz 
ho), Zen) 
poſitiv find; das Iehtere dagegen, wenn y und z für ein machfenbes 
x abnehmen, d. h. wenn diefe abgeleiteten Functionen negativ werben. 


Findet man demnach für 2! in zwei verfchtedenen Punkten einer Curve 


in dem einen einen pofitiven, in dem andern einen negativen Werth, fo muß 
diefe Function in einem bazwifchenliegenden Punkte den Werth: O oder & 
gehabt haben, und es ift leicht zu fehen, daß im erften Falle, wo Be 
ben Werth: O Hat, die Ordinate y in dem entfprechenden Punkte weber 
im Zu= noch im Abnchmen begriffen ift und bafelbft einen größten 
oder Fleinften Werth erreicht bat, nämlich einen größern ober Heinern, 
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als in den vorhergehenden oder nachfolgenden Punkten, während tm 
zweien Falle, wo 2 — & ft, gerabe y in ber ftärkften Aenderung 


begriffen iſt, und x Fein Beftreben zur Aenderung zeigt und demnach 
einen Grenzwerth befigt, wenn nicht y felbft Durch ben Werth: co geht. 


Es Eönnen aber die Functionen =, = die Werthe: Null oder 


Unendlich erhalten, ohne daß ein Zeichenwechjel für die vorhergehenden 
und nachfolgenden Punkte eintritt; dann find die entfprechenden Werthe 
von y und z oder von x nicht mehr größte ober kleinſte Werthe, aber 
man erfennt daraus. daß bie Curve in biefem Punkte eine Wendung 
macht. 


So wird man z. B. bei der ebenen Curve Fig. 9 von a bis b 
und von d bis c den Werth von an pofitiv, von b bis c ober von 


a bis d negativ, in b und. d gleich Null, in a und o unendlich finden, 
und demmach für y in b und d, und da y nicht unendlich wird, für x 
in a und c Grenzwerthe erhalten. Bei der ebenen Curve Fig. 10 da⸗ 


gegen wird man in a ebenfalls .1 — 0, in b= @ finden, ohne 
daß Grenzwerthe für y ober x vorhanden find, da fich Die Curve in bei- 
den Punkten von den Achfen ber x und y gleichzeitig entfernt, alfo pi 
immer pofitiv bleibt *), 
6. 26. 
Vergleichen wir ferner ben Lauf zweier Gurven ML und ML’, Fig. 11 


und 12, welche in derfelben Ebene liegen und von bemfelben Punfte M 


ausgeben, fo werben die Vergrößerungen mN oder Sy und mN’ oder 
Ay, ber gemeinfchaftlichen Ordinate PM ober y, welche bemfelben 
Heinen Zuwachs Pp — Ax ber Abſciſſe AP oder x entfprechen und 
demnach auch die Verhältnifie: 


’) Bei allen diefen Betrachtungen iR es am einfachflen, das Eoorbinateniyflem 
fo zu wählen, daß ber beireffende Punkt der Curve auf die Fofltive Seite der 
Achſen zu liegen lommt. 


48 


für die beiden Curven verfihieben fein. Es wirb alſo ber Undeſchrd | 
biefer Berhältnifie ober bie Differenz: 
SY,. _ SI 
Ax dx 

im Allgemeinen einen pofitiven oder negativen Werth erhalten. Geht 
man nun zu dem Anfangswerth biefer Differenz, welcher bekanntlich 
dem Unterſchiede der Entftehungswerthe der beiden Verhaͤltniſſe gleich tft, 
und findet auch für diefe noch einen von Null verſchiedenen Werth, fo 
tft daraus zu fchließen, daß die beiden Curven fchon im Punkte M ver= 
ſchiedene Gefebe in der Aenderung ber Coordinaten befolgen, aljo von 
biefem Punkte aus in verſchiedenen Richtungen auseinandergeben, d. 5. 
fih in Uſchneiden. Fig. 11. Erhält man dagegen Null ald An⸗ 
fangswerth der obigen Differenz, fo find die Gefege ber Coordinaten⸗ 
änderung für beide Gurven in dem Punkte M gleich, bie Curven haben 
alfo in diefem Punkte diefelbe Richtung, denfelben Zug und berühren 
Sid. Big. 12. Im erften Falle, wo fich die Gurven fohneiden, wird 
die obige Differenz immer basfelbe Zeichen behalten, ob man 4x pofltiv 
oder negativ nimmt, wie man fich Teicht überzeugen kann; im zweiten 
Halle kann dies auch flattfinden und bie beiden Gurven werben fich dann 
ſchneiden und berühren; tn ben Fällen jeboch, welche am häufig- 
ften vorfommen, ändert jene Differenz das Zeichen, indem fie durch den 
Werth Null gebt, und es findet dann nur Berührung zmwifchen ben 
beiden Curven ftatt. 


Sind nach diefem 
=F(z), y=f(x) 
bie Sleichungen ber beiben Gurven, und 


dy, _w dy _ 
Tre dx =f(x) 


beren Aenberungsgefege ober abgeleitete Functionen, fo erhält man zuerft 
als Bedingung, daß fie einen Prntt gemeinſchaftlich haben, deſſen Ab⸗ 


ſciſſe x=x,—=.a iſt: 
F (a) = =f(e), 
und dann als Bebingung, daß fie fich dort berühren: 
(tr. _ dry _ dr _dvr _ _ fi) 
Ant: (7x Au — PF(a)— f(a)—=0, 


worin F(a) den Werth ber Function F(x,), F’(a) den ber Function 
F’ (x,) bezeichnet, wenn darin x, gleich a geſetzt wird, und f(a), f(a) 


— — | 


die den Functlonen f(x) und F(x) für x=a zukommenden Werthe 


vorſtellen. 


Aehnliche Schlüſſe laſſen ſich auch bei den Curven im Raume 


ziehen, und es iſt leicht zu ſehen, daß man hier zwei Bedingungen für 
bie Berührung erhalten wird, nämlich die, daß die Geſetze der Coordi— 
natenänderung ſowohl für die y als für die z bei beiden Curven in bem 
gemeinfchaftlichen — dieſelben ſind, 5 man alſo hat: 
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Anf: (Z — —(, -5) — 0 . 
Wenn demnach bie 4 Curven durch die —* 
y=R(x%) Make 
ı», =R (x) und z — (1) 


gegeben find, fo erhält man für den gemeinſchaftlichen Punkt M, deſſen 
Abſciſſe x—ı,—a fd, 

F,(a)=f(a), RB (a) = b(a)' 
und für den Zall, daß zwiſchen beiden Gurven Berührung ftattfindet, 
bie Gleichungen: 


L_IT RG) Na) 0 


dx, dx 
das ds _ F 
Fre Pu A f,(a) = 0 


welche umgekehrt auch als nothwendige und genügenbe Bebingungen für 
bie Berührung beider Curven in dem gemeinfchaftlichen Punkte M gelten 
werden. 

Nehmen wir 3. B. bie gerade Linie als eine der beiden Curven, 
während die Form der andern unbeftimmt bleiben mag, bezeichnen wir 
de laufenden Goorbinaten für die erftere mit x,, y,, z,, für die letztere 
mt x, y, z, und laffen jene, die Gerade, durch einen unbeftinmten 
Punkt M der zweiten gehen, deffen Coordinaten mithin ebenfalls x, y, z 
fin werden, fo werben bie Gleichungen diefer Linien die Formen erhalten : 

(—y) sl = (x,—x) eds m | v=fh(r) 

(,— 2) wl=(x,—x)osn J’ 2 =f,(x) 
werin I, m, n bie Winfel bezeichnen, welche die Gerade mit den drei 
Georbinatenächfen bildet. Die Gleichungen biefer Geraden geben dann 
die Aenderungsgeſetze: 


Decher, Hanudbuch der Mechanik I. 4 


— 





—*0 
__ dy, _cosm. __ ds, _cosn 
Fo Sn ar ARISeH—T— u’ 
und die obigen Bebingungen für bie Berührung in dem unbeftimmten 
Punkte M werben 


com __dy con __dz . 
Fr en 163 El EEE ra 75 


Berbindet man biefe beiben Gleichungen mit ber befannten: 
cos] + cos? m + wen =1, 


fo laſſen fih daraus die Werthe von cosl, cosm, cosn ziehen; man 
findet 


008 | == — ——— — — — — —5506 —3. 
dy\? dz 
:V 42 +) 
sy 
cos m — — — —3. 
dy\2- 9) 
—— ix 
dz — 
dz dz 
cos = ————— — _- U —-— 


— (dyN\®  (dıN\Na dx ds 

+ 14(4r) + 
wo s bie Länge des Bogens ber Curve zwiſchen einem feften Punkte C 
und bem Berührimgspunfte M bezeichnet; biefelbe iſt nothwendig eine 
Function der Coordinaten x, y, z dieſes Punktes oder auch eine Function 
ber DVeränderlichen x allein, wenn man bie beiden andern durch Die 
letztere ausbrüdt, und man findet allgemein ald Aenderungsgeſetz biefer 
u. den Ausdruck: 


-:YHG@) +) 


welcher bei der Lehre nom Eämerpunfte ſtreng abgeleitet werben fol. 
In den obigen Werthen von cosl, cosm, cosn tritt jeboch s als un⸗ 
abhängige Veränderliche auf, und bie x, y, z find als Functionen von 5 
zu betrachten. 


— — 


— 
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Durch diefe Werthe find alfo die drei Winkel 1, m, n beſtimmt, 
vwelche die Tangente an der Curve ober bie Richtung der Bewegung 
‚ eines materiellen Punktes in irgend einem Orte biefer Curve mit ben 
drei Coordinatenachſen bildet. Die Gleichungen biefer Tangente 
oder der Richtung ber Bewegung ergeben fich übrigens ohne jene Werthe 
unmittelbar aus ben Bebingungsgleichungen ber Berührung, indem man 


" cosm cosn dy d 
für Die Berhältnifle ——-)> —,, Die. entſprechenden —T, ſubſtituirt; 


diefe Gleichungen finb alfe: 


Will man endlich noch aus ihnen bie Gleihung der Normal- 
Ebene ber Sure in dem Bunte M ableiten, fo findet man nach F. 18 


tr WI+e9=0, 


wortn x’, y’, z' bie laufenden Coordinaten vorftellen. Symmetriſcher wird 
diefe Gleichung mit ben obigen Werthen von cosl, cosm, cosn; fie 
nimmt dadurch die Form an: 


dx , dy , dz _ 
a9, r-7,; rE795 I 
unter welcher wir fie Tünftig anwenden werben. 


g. 27. 


Das bisher In Betrachtung gezogene Geſetz ber Eoorbinatenände- 
nmg in dem Punkte xyz drüdt aber die befonbere Art der Stetigfeit 
einer Curve noch nicht vollftändig aus, es gibt gleichſam nur ben 
Umriß ober Grundzug berfelben. Denn es tft oben angebeutet worden, 
daß die abgeleiteten Functionen im Allgemeinen felbft wieder Functlonen 
der Beränderlichen x find, woraus nothwendig folgt, daß das Geſetz 
der Coordinatenaͤnderung felbft wieder mit dem Werte von x, alio 
von einem Punkte der Curve zum andern, ein andered wird. Diefe 
Anderung geht aber ebenfo ftetig vor fich, mie bie Aenderung ber Coor⸗ 
dinaten, und ber Ausdruck biefer Veränderungen in dem Geſetze ber 
Goorbinatenänberung ober bas zweite Geſetz der Goordinaten- 

4* 
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Aenderung wird ſowohl im Allgemeinen, als in einem beſondern Punkte 
ber Curve bie Art ihrer Stetigfeit näher bezeichnen und demnach dazu 
dienen, ihre Geftalt und Eigenſchaften näher Tennen zu lernen. 

Um dieſes zweite Aenderungsgefes zu erhalten, geben wir 
. wieder von dem Punkte M, befien Coordinaten x, y, z find, zu einem 
folgenden M’ auf berfelben Curve fort, welcher um die Bleine Aenderung 
Ax von x weiter von der Ebene der yz entfernt tft, und vergleichen 
die erften Aenderungsgeſetze in beiden Punkten unter ſich unb mit ber 
Aenderung Ax. In dem erften Punkte haben wir für die Aenberung 
ber Soordinaten die Ausbrüde: 

1-1), E=n@; 
biefe nehmen alfo für den zweiten Punkt, beffen Goordinaten x-+ /x, 
‚+4y=Yy, 2+Jı=7' find, die Formen an: 
Teratsm), Eenaty, 


und geben die Verhältniffe: 


dx dx "ix Ma&+Ag)— a) 


— — — —— 


4x 41 dx 
rd „u 
dx dx dx _ hat) Hl) 
Ax — Ix Ax 


Wird nun /x immer kleiner, fo nähern fich biefe Verhältniffe wieder 
ihren Anfangswerthen, bie fie für 4x=0 oder im Punkte M felbft 
wirklih annehmen. Diefe Anfangswerthe find im Allgemeinen immer 
noch Functionen von x und werden ben vorhergehenden Ausdrücken zu= 
folge, aus den Functionen Pf, (x), fz(x) ganz in bderfelben Weiſe 
abgeleitet, wie diefe felbft aus den urfprünglichen Functionen f, (x). 
f, (x); man nennt fie deßhalb auch zwette abgeleitete Functio- 
nen, zweite-Differenttal-Quotienten, indem man die frühern. 
von ihnen duch bie Benennung: erfte abgeleitete Functionen, 
erfte Differential = Quotienten unterſcheidet; fie werden benn 
auch in entfprechender Weiſe durch 





f dy d de 
dx „t dy "dx d2z 
dx s=f,(z) ’ dx = af) 











d?y d?z 
bezeichnet, wobei ſich die Formen > 7: von ben Formen — 7 


14 





daß in den letztern x nicht noth⸗ 


—* als ganz unabhaͤngige Veränderliche angeſehen werben muß, 
ſondern ſelbſt als Function einer neuen Veränberlichen s ober t, etc. 
genommen werben Tann, während in ben erften x nur als willfürliche 
unabhängige Veraͤnderliche auftritt. 


Betrachten wir nun biefe zweite abgeleitete Function zuerft wieder 
in Bezug auf bie Zeichen, fo tft einleuchtenb, daß wenn biefelbe einen 
pofitiven Werth hat, das erſte Aenderungsgeieb im Wachen begriffen 
it, daß alfo das Verhältniß, nach welchem bie y oder z mit ber x 
wachien immer größer, oder das Verhaͤltniß, nach welchem jene Ber- 
änderlichen mit ben wachienden x abnehmen, inmer Tleiner wird; das 
erfte Aenderungsgefeb wird dagegen abnehmen, wenn bad zweite einen 
negativen Werth hat, und feine Aenderung zeigen, wenn dieſes Null 
wird, Diefer lebte Werth findet aber bei einer geraden Linie, für 
welche bie erften Aenderungsgeſetze 7 ; z unveränderlih find, in 
allen Punkten ftatt. Vergleichen wir deßhalb eine gegebene Curve in 
irgend einem ihrer Punkte mit der Geraden, welche fie in bemjelben 

Punkte berührt, fo geht aus dem eben Geſagten hervor, daß fich bie 


8 - 
Eume, wenn I — O iſt, mehr, wenn es < O0 ift, weniger ale 


die Tangente von ber Ebene der xz entfernen wird, daß fie alfo im erften 
Galle, wie in Fig. 13, Diefer Ebene die gewülbte, convexe, im zweiten 
Galle, wie in Fig. 14, die hohle oder concave Seite zuwendet. Daraus 
folgt ferner, daß wenn bas zweite Aenderungsgeſetz in einem Punkte ber 
Sure durch ben Werth: Null oder Unendlich geht und babei das Zeichen 
wechfelt, bie Curve in biefem Punkte eine Wendung macht, wie in 
den Punkten a und b Fig. 15. Auch erhalten wir dadurch ein Mittel 


um enticheiben zu können, ob für 7 — 0, die Ordinate y einen 


größten ober einen Heinften Werth erhält, oder ob Feines von beiden ftatt- 
findet. Es tft nämlich in Diefem Kalle die Tangente zur Ebene ber xz 
parallel, und y bat offenbar einen klein ſten Werth, wenn die Eurve biefer 
Shene die gewölbte Seite zumenbet, ober wenn das zweite Aenderungs⸗ 
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3 
geſetz — einen poſitiven Werth hat; einen größten dagegen, 
wenn bie Curve derſelben Ebene die hohle Seite zukehrt und demnach 
2 
der Ausdruck 3 negativ iſt. Weder das eine noch das audere 


wird ftattfinden, wenn bie Curve eine Wendung macht, alſo das zweite 
Aenderungsgeſetz mit dem erſten Null wird. In den Fällen, wo das 
erſte Aenderungsgeſetz unendlich wird, wird indeſſen das zweite meiſtens 
auch unendlich, weil dann immer eine Wendung der Curve ſtattfindet, 
entweder wie in a ober in b Fig. 16. Um alſo von einem folchen 
Punkte nähere Kenntniß zu erhalten, muß man die Goordinaten wechfeln, 
oder x als Zunction von y nehmen. 

Aus den Erklärungen, bie bereils über das zweite Gefeh ber Coor⸗ 
binatenänberung gegeben wurden, folgt nun ferner, daß zwei Gurven, 
welche einen Punkt gemeinfchaftlich haben und in biefem nicht nur eine 
gleiche Aenderung der Coordinaten zeigen, fondern auch bemfelben Geſetze 
in der Veränderung biefer Goorbinatenänderung folgen, in diefem Punkte 
eine viel größere Achnlichkeit in ihrer Geftalt, ober eine viel größere 
Annäherung zur Gongruenz haben müffen, als bied bei einer einfachen 
Berührung ber Fall if. Man unterfcheibet deßhalb auch jene ftärkere 
Anmäherung zur Songruenz, jene innigere Berührung ber beiben 
Curven von diefer einfachen burch die Bezeichnung: Berührung zwei- 
ter Ordnung. 

Sind demnach wieber 


y,>= F, (x,) | y>- , (x) 
,=F,(x,) z=f(x) 
die Gleichungen ber beiben Gurven, und ift für ben gemeinfchaftlichen 


Punft x =x—=a, ſo werden nun nicht nur bie frühen Bedingungen 
für die Berührung erfter Orbnung: 


F,(a)=f,(a) F,(a)=f(a) 
F,(a)=f,(a) F,(a)=f,(a) 
ſondern auch noch die folgenden: 


md | 


®y, _p 
73 Bush, Benni 


d?z, 


na) 


3) ’ 


+ 


erfüllt werben müffen, bamit biefe Euren eifie Berührung ber zweiten . 
Ordnung in dem betreffenden Punkte eingehen. 

Für bie gerade Linie iſt, wie fchon bemerkt wurde, das zweite 
Aenderungsgeſetz in allen Punkten derfelben Null; eine Gerade Tann 
demnach mit einer Curve nur in ſolchen Bunkten eine Berührung zweiter 
Ordnung haben, in denen auch für bie lebtere das zweite Aenberungs- 
sefeh den Werth: Null erhält, alfo nad) dem Borhergehenden nur in 
ſolchen Punkten, in denen bie Curve eine Wendung macht. 


6. 28. 


Nach der Geraden ift die Kreislinie biefenige, mit welcher wir am 
beften vertraut find; wir werben defhalb auch bie Geftalt einer Gurve 
in einem ihrer Buntte und in deſſen Nähe am beſten burch Vergleichung 
derielben mit einem Kreife Tennen lernen, und zwar mit bemjenigen, 
der unter allen, welche durch denfelben Punkt geben und biefelbe Tan 
gente mit ber Curve gemeinfchaftlich haben, ber Curve ſich am meiften 
nähert, ber alfo eine Berührung zweiter Ordnung mit derfelben eingeht; 
diefer Kreis wird gewöhnlich von den übrigen durch ben Namen: Krüm- 
mungsftreis unterichieden, weil er zugleich dazu dient, die Krümmung 
der Curve in dem betreffenden Punkte zu meſſen. 

Der Begriff der Krümmung entficht aus der Vergleichung eine: 
Kreisbogens mit feiner Tangente und wir nennen einen Kreis mehr ober 
ſtärker gekrümmt, als einen andern, wenn er ſich in ber Nähe des Be- 
rährungspunttes fchneller von der gemeinfchaftlichen Tangente entfernt, 
und biefes tft offenbar Immer für denjenigen der Fall, welcher ben Flein- 
ſten Halbmeſſer hat. Daraus jhon kann der Schluß gezogen merben, 
dag die Krümmungen zweier Kreife im umgekehrten Berhältniffe ihrer 
Halbmefier ftehen werben. Um diefen Schluß indeflen auf eine einfache 
Weiſe fireng zu begründen, bürfen wir nur das zweite Aenderungsgefek 
der Coordinaten eines Kreiſes für einen Punkt herftellen, wo bie Tan— 
gente der Achſe ber x parallel iſt; denn nach dem Vorhergehenden wird 
man aus'biefem zweiten Aenderungsgefehe das Beftreben des Kreiſes fich 
von feiner Tangente zu entfernen beurtheilen Tonnen, und zwar wird 
biefed Beftreben in bem Punkte, wo die Tangente zur Achje ber x pa⸗ 
rallel ift, in ſenkrechter Richtung zu ber letztern gefchäßt werben müflen, 
weil dadurch allein eine allgemeine Vergleichung erzielt werben Tann. 
Wir werben alfo biefen Zweck am einfachften dadurch erreichen, Daß wir 
dad zweite Geſetz ber Eoorbinatenänderung für einen Kreid fuchen, welcher 
bie Achſe der x im Anfangspuntte berührt und zwar für dieſen Anfangs- 
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punkt ſelbſt. Die Gleichung dieſes Kreiſes, deſſen Halbmeſſer 0 fein 





ſoll, iſt dann 
P—2oy+x=0, 
und gibt allgemein 
dy _ — 
dx" yo’ 


— um j 


Bezeichnen wir nun bie Krümmungen zweier Kreife, beren Halb- 
meffer o und oe’ find, mit C und C, indem wir diefe Gigenfchaft ber 
Rrümmung ald meßbare mathematifche Größe nehmen, fo haben wir 
in ber That die Proportion: , 


C:l=—: — 2 
e 0 


und wenn wir ferner, um ein Maaß für diefe Eigenfchaft zu erhalten, 
bie Krümmung C’ desjenigen Kreifes, deſſen Halbmeffer go’ der Zängen- 
einheit gleich ift, als Einheit für die Krümmung nehmen, jo 
folgt allgemein 
c-4 
e I 

und das Maaß ber Krümmung eines Kreifes wird durch 
ben verkehrten Halbmeffer besfelben ausgedrückt. 

Bei einem Kreife it bie Krümmung natürlich für alle Punkte des⸗ 
felben gleich; für jede andere Curve Dagegen ändert fich die Krümmung 
von einem Punkte zum andern, fie tft alfo eine Function ber Coordi⸗ 
naten dieſes Punktes, und biefe Function lernen wir durch ben Ausdrud 
für den Halbmeffer o des Krümmungskreiſes oder des Kreiſes, melcher 
in dem betreffenden Punkte eine Berührung zweiter Ordnung mit ber - 
Curve eingeht, kennen; denn man hat in diefem Punfte wie oben 


1 


x — —, 
0 
wo nun x die veränderliche Krümmung, und o ben Krüm—⸗ 
mungshalbmeffer ober den Halbmefler des Krümmungskreiſes in 
bem entfprechenben Punkte bezeichnet. 


m — — m —— 
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6.29. 
Beftimmen wir alfo dieſen Krümmungskreis, nämlich bie Lage 


feines Mittelpunktes und bie Länge feines Halbmeſſers. 


Die allgemeinen Gleichungen bed Kreiſes, welcher durch einen 
Punkt M der gegebenen Curve: 
y=f (x) 
ı=h(x) 
seht, Haben die Formen: 
A(z,—)+B(y—y)+C(@—:) = 0 | 
(x, — ec? ++ —N’—e? = 0 a 
Die erfte diefer Gleichungen ift die Gleichung ber Ebene bed Krüm- 
mungöfreifes und wird beghalb gewöhnlih Krümmungsebene genannt; 
die zweite iſt bie einer Kugelftäche, auf welcher ber Krümmungsfreis ein 
größter Kreis tft, welche alfo den Halbmeſſer und Mittelpunkt mit biefem 
gemeinfchaftlich hatz a, A, y find bie Gontdinaten des letztern ober 


48 Krümmungs-Mittelpunktes, o wie vorher ber Krüämmungs- 
dalbmeſſer. 


Die Ebene eines Kreiſes geht auch durch ſeinen Mittelpunkt; daraus 
folgt die Gleichung 


Al) +BA-W+eG-d=0;: @ 


die Kugelfläche ihrerfeit® muß durch ben Punkt M der Gurve gehen, 
deſſen Goorbinaten x, y, 2 find; baburdh ergibt fich 


= (do)! + 1-9’ + a - (b. 
Die Gleichung der Ebene gibt das Aenderungsgeſetz: 


‚de ber Kugelflaͤche: 


u 
@-)+n-9 I +@-N =, 


beide Aenberungsgefebe in Bezug auf bie Veränberliche x, als unab- 
haͤngige Veränderliche genommen. 


Ray den Bedingungen für bie einfache Berührung bat man nun 
in dieſen Ausdrücken 


x =x » y=Y) fr 23, =ı 


dy, _ dy dz, dz 
dx, dx’ dx, dx 


zu feten, wodurch fie die Kormen annehmen: 
dy dz 
J— —0, 


1 a+0-M L— I =0. 


Mittels diefer Gleichungen und ber Gleichungen (a) und (b) kann 
man nun vier von den für die Gleichungen bes Kreifes nothwendigen 
Größen: 
A B 
6 T’ &; ß Y» 


beitimmen; es bleiben bemnach noch zwei willkürlich, und es gibt un- 
endlich viele folcher Kreife, weiche nur eine einfache Berührung mit ber 
Curve oder melche eine gemeinichaftliche Tangente haben. Diefe beiden 
willfürlichen Größen werben aber burch bie beiden Bebingungen für bie 
Berührung zweiter Ordnung: 


ey, _ Pd 0 dr dr 
dx? di’ dx? dx’ 


beſtimmt, und es kann ſonach Krümmungstreid nur einer fein. 


Um aber bie Gleichungen dieſes Kreifed in ſymmetriſchen Aus- 
drücden in Bezug auf bie drei Veränderlichen x, y, z zu erhalten, 
betrachte ich dieſe wieder als Functionen einer vierten Beränderlichen, 
nämlich bes Curvenbogens s. Die Gleichungen der Curve geben bann 


dy dz _ dx 
Is nn), 15 fılz) ds ’ 





alfo au 
j ar ar 
dy ds — dz _ ds 
en PIE 
ds ds 


Ferner findet man 





a | — — — 


dy 
d? N 
er I rei) 
R ds 
da 
2 2 
I Er W )= 4 —— ) =), 
ds 
und zieht daraus 








Die Bedingungsgleichungen für die Berührumgen werben demnach offen- 
bar befriedigt, wenn für bie erſter Orbuung 
dx, _ dx dy, _ dy dz, __ dz 
ds, ds’ ds, de’ ds, 5’ 
und für die zweiter Orbnung 
d@x, d?x d2y, dy - d®z, dar 


da dt det da de 
geſetzt wird. Die beiben Aenderungsgefege ber Gleichung ber Krüm- 
mungsebene werben dann: 

















dx, IT. 

ds, v⸗ 07 —8 —0, 
4 dex, * Tr 
ds * 


und mit Berückſichtigung ber vorausgehenden Bedingungsgleichungen 
zieht man daraus die Werthe von * und —— naͤmlich: 


dx dy dy dx dz 
C_d de ds dd B ds ds® 
A dy ds dz dy’A dy 

ds ds? ds des ds 


Die Gleichung der Krümmungsebene wird bamit: 


dyd®z dsd’y 


·— — —— 


dzd’x dıd’z 
ds ds! —* “24 (Kar m) Y+ (5 


x 


und kann a bie Form annehmen: 


11-4 





fr 


dx 
MukT —:4- »+(2 


dx dx diz 
ds ds da’ 
ds _de dr 
ds? ds da? 
—— — 

ds" dsdss „®. = 

a.2 
xy Ta — a, 2)=0 


Auf lite Weiſe 5 aus der Gleichung der Kugelfläche die 


Aenderungsgeſetze: 
(x 


ct, NE 


0) +9) wi 








it 


+6) +( 


—y) | 


2, _ 
., 


++) 


und bie erfte dieſer Gleichungen gibt in Verbindung mit ber Gleichung 
(a) und mit Berüdfichtigung ber Bedingungsgleichungen für die ein- 
fache Berührung, bie Verhältnifle: 





dy dx dx dz 
ı—y Ya ’a 1 _ü Ai 
— a .dı »-,dy’ ı—a dz dy' 
Bi Ca rt reher 


Führt man ſodann in dieſe Gleichungen bie obigen Werthe von 


und — ein ‚und beachtet, daß man hat 


A 


SUCH, Y-EH HC) Tr: 
aſo auq trennt 2, 


fo findet man 


ds 
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d%z 
dy dx dy B dx ds? 
_'’ _B I —=-ıAl-’—-___-\-ıA __. 

Ads F ds id) Au dz dz d?y 
ds ds? ds ds’ 

d?x 

dz „dy Bdz Cdy\_ ds? 
Ba a aa Aa) dr 
ds ds®_ ds ds? 

, d?y 

dx dz - Cdx dı ds? 
Ama Ads . 1)” Ar diz dz diy 


— 0 — dt — 


und damit wieder die einfachen Verhaͤltniſſe: 








3— d?z 
12— — — — — 
ı—a 2, ’ x a dx 

de? ds® 


Mit Hlefen Verhältnifien geht man in bie zweite Abgeleitete ber 
Gleichumg der Kugelfläche ein, und zieht bavaus mit Beachtung ber 
Gleichung (c) und der Bedingungen für bie Berührung zweiter Orb- 
nung bie Werthe für bie Coordinaten bes Krümmungsmittelpunftes in 
der Form: | 
. d?x Ä \ 
ds? 


9 Gr )+ ne) 


x — 


Fi 
@* +) (5 Yy+ (2) 
ds? ds? ds) 

dia 

ds 


’ 
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und damit ergibt fich enblich durch bie Gleichung (b) ber Krüm: 
ee 


VHTE mau) 3" 


und durch Umkehrung der Ausbrud für die Krümmung: 


tt 


$. 30. 


In ben meiften Fällen, in benen wir von ben vorhergehenden Aus- 
brüden Gebrauch machen werden, werben wir inbefien bie Veränberliche s 
nicht als ganz unabhängige ober willkürliche betrachten, weßhalb Diele 
Ausdrüde noch unter andere Formen gebracht werben follen. Wenn s 
nicht bie ganz unabhängige Veränberliche ift, aber boch diejenige, auf 
welche die Veränderungen von x, y, z bezogen werben, fo gehen bie 
Aenderungsgeſetze 





nach 6. 27 in 











über, und der Werth von x ober z nimmt die Form an: 


1 VCH), 


woraus man auch durch unten bie Som. : 


oe —+ — — — 
dx 
v(:) (.2) + (43 + Hay (a 
erhält, und biefe gebt durch Ausführung der für bie Ausbrüde d. Fr 
u. f. f. angezeigten Differentiatton, indem man bie Differentiale dx, 
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dy, etc. nach ber gewöhnlichen Weiſe, als felbftftänbige Größen be- 
handelt, und dabei die Gleichung (c) beachtet, in bie nachftehenbe über; 


ds? 
BITDEICDET + (dir)? — ns 
Erſetzt man dagegen bei dieſer Entwidelung im Zähler ber Wurzelgröße 
überall den Bogen s durch bie Veränderlihen x, y, z, indem man 


2 3 2 2 
dx?-dy?+dy für ds? 


ds? ds? 
dx®@x+dyd?y-+-dzd?z für das 
ds .d?s . ds? 


einführt, fo findet man nach mehrfachen Reburtionen und Befeitigung 
bes Nenners ber Wurzelgröße, bie weitere Form: 


ds? 

— [5 

Y (dxd?y—dy d2x)2-4(dzd?x—dxd2z)? - (dyd?z—dadiy)? 
Um endblih in befondern Fallen den Krümmungshalbmeſſer für eine 
gegebene Curve zu berechnen, wird man x als unabhängige Beränder- 
liche nehmen; dies gefchieht formell dadurch, daß man "Zähler und 

2 

Menner des ganzen Ausbruckes mit dx® dividirt, und Pr gleich Nut 
ſetztz man erhält auf dieſe Weiſe 





e= 


dc 3 


d2y d3z\:  r/dy di dz d’y\? 
vo+G +) + as: 
Gehen wir nun zu ben Werthen von x — a, y—ß, z—y zurüd, 


fo konnen wir diefe nad) den Werthen ton o gleichfalls unter verichiedene 
Formen bringen; für unfern Zweck genfigt es bie folgende: 


— = er 
mm, > IA 377m, 
anzuführen, und daraus die Winfel 2, 1, » zu beflimmen, welche 
von dem Krümmungshalbmefler mit den brei Coordinatenachſen gebildet 
werben. Die Größen x — x. y— PB, 23—y find naͤmlich offenbar bie 


Profeetionen des Krümmungshalbmeflerd o auf diefe Achſen, und man 
bat demnach 


e=t 




















a +d. 58 
cos a 
e 
"VCH +CH+CH 
a.‘T — 
—E— ds _ 
 FVYOH+EH 
a. +4,58 f 
cos T— 9 — ds — 
ds 


(a =) +(.® +(a3 + 


Für eine ebene Curve, beren Gleichung 
y- f (x) ’ 
dz d?z 
deren Ebene alfo. die ber xy ift, hat man — * dam 
ber Ichte Werth vom ꝙ Tommi dadurch auf Bir Ausdrüde: 


.W_C9T, 


dx? . 








zurück, in beren letztem y’ das erfte, y” das zweite Aenderungsgeſetz | 


von y ober f(x) bezeichnet; und in Ahnlicher Weiſe findet man aus 
den obigen allgemeinen Wertben die belannten Audbrüde für y— 4 
und x— « in Bezug auf eine ebene Curve wieber, indem man in ben- 
felben x als unabhängige Veränderliche einführt, und den Bogen s als 
eine Function biefer Veränderlichen behandelt. 

Vergleicht man zuleßt noch das erfte Aenderungsgeſetz ber Gleichung 
ber Kugelfläche, durch deren Durchfchnitt mit der Krümmungsebene der 
Krümmungskreis gebildet wird, mit der am Ende des $. 26 abgeleiteten 
Sleihung der Normalebene in demſelben Punkte M ber Curve, fo fieht 
man leicht, daß biefe Gleichungen tbentifch werben, wenn man in jenes 
für die Iaufenden Goorbinaten x,, y,, 2, bie Goorbinaten x, y, 2 
bed Punktes M, in biefer dagegen für bie laufenden Berändberlichen 


H 


A 
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,y, z bie Goordinaten @, £, y bed Krümmungsmittelpunftes ein- 
ihrt. Es folgt daraus, daß biefer Iehtere in ber Normalebene Liegt, 
ad daß der Krümmungshalbmefler der Richtung nach mit dem Durch- 
hnitt der Normalebene und der Krümmungsebene zufammenfällt, welcher 
urchſchnitt auch Hauptnormale ber Curve genannt wird. 


§. 31. 

Durch die vorhergehenden Entwickelungen iſt alſo ſowohl die Ebene, 
is der Halbmeſſer und der Mittelpunkt des Krümmungskreiſes für 
rend einen Punkt in ber Bahn eines Bewegten beftinmt, und wenn 
nan gleichfam als erfte Annäherung die Bewegung eines materiellen 
Buntes im jedem Augenblide nad) einer veränberlichen Geraden, ber 
Bangente an ber Bahncurve, gerichtet annehmen kann, fo wird man 
Nö zweite Annäherung biefe Bewegung jeden Augenblid in einem 
kränderlichen Kreife, dem Krümmungsfreife, deſſen Ebene, Mittelpunft 
md Halbmefler ſich jeden Augenblid ftetig ändern, attfindend anjehen 
dürfen, und dadurch zu dem Schluffe geführt werden, daß die Gefeke, 
welche fich für irgend einen Augenblick der Bewegung in biefem Kreife 
tgeben, auch für die Bewegung in ber Eurve felbit gültig fein werben. 
So finden wir 3.8, fogleich, daß die Aenderung in ber Richtung 
der Bewegung in irgend einem Augenblice oder in irgend einem Punkte 
ber Bahncurve diefelbe ift, wie in dem Krümmungsfreife. 

Um diefe Aenderung der Richtung unmittelbar abzuleiten, 
ſeien I, m, n die drei Winkel, welche die Tangente in dem Punkte M 
ber Curve, deſſen Coordinaten x, y, z find, Y, m’, n’ diejenigen, 
welche die Richtung der Bewegung in bem Punkte M’, deſſen Goordi- 
naten x+Ax, y+Ly, z2+4z find, mit ben Soorhinatenadhfen 
bildet, und Ar der Winkel, den diefe beiden Richtungen unter fich 
cinfäjließen, indem man mit + einen Winfel bezeichnet, welchen bie 
Tangente ober bie Richtung der Bewegung in irgend einem Augenblide 
oder in bem Punkte M der Curve mit eimer beliebigen feiten Geraden 
einſchließt. — Werben nun die Goordinaten wieder als Functionen des 
Bogend s genommen, und die Functionen 


cos 1 IR com IX. coon= 
ds’ ds’ ds 


der Reihe nach zur Abkürzung mit x, y’, z’ bezeichnet, und bem ent- 
ſprechend, cos’, cosm’, eosn buch X --Ax, Y-+AY, "+4: 
| ausgedrũckt, ſo hat man zuerft nach $. 19 

008 It = cosl cos!’ + cosm cosm’ - cosn cosn’ , 
| Decher, Handbuch der Mechanik L 5 


| 


— — — — 


I 


und dadurch 
sin? A T —=1--(cosl cos! -+ cosm cosm’ +-cosn cosn’)? 
=1—(&K (X +Ar)+Y(Y+ID HZ HIT). 
Es iſt aber bekanntlich 
Xthy!tri1, 
G4XYVA GSAVFAäGCCTSAIMS, 
alſo auch 
26AYXASVAVSVAVDVSGOXVAVBAAVIN., 
und damit wird 
sid IT—(AX?+AY3 +17) (1— KaXstayt+tar 2)). 


Zieht man nun daraus das Verhältnig des Winkels 17 zu ber Aende⸗ 


rumg Is des Bogens, um dadurch das Aenderungsgefeb des Winkels 5 


in Bezug auf den „en 8 sn erhalten ſo ergibt Li 


EICH Tre 


und wenn man zu den Gniftehungsmwerthen zurüdgeht, wobei x, 


sin St 


Ay, Ir einzeln Null werden, während das Verhältniß — den 
Werth 1 erhält, jo folgt 


2 )+ Sy, (E Ey. 


Die Einführung der Werthe für x’, y’, z’ zeigt fogleich, daß die rechte 


Seite diefes Ausdruds mit dem erften Werthe von x oder 1 des vor: . 


hergehenden $. gleichlautend iftz man Hat aljo einfach 

de 41 

ds —**5 

und es wird demnach die Rihtungsänderung und die Krümmung 

in irgend einem Punkte der Curve auf biefelbe Weile ausgebrüct, wie 
Dies auch in der Natur ber Sache liegt. 

Das vorhergehende Ergebniß hätte Denn auch übereinſtimmend mit 

ber obengemachten Bemerkung ganz einfach durch bie Betrachtung ber 

Richtungsänderung im Krümmungskreiſe gefunden werben Tönnen. Denn 


I 
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bei dieſer Curve wird der Winkel 17, melden die zwei Tangenten an 
den Endpunften bes Bogend As mit einander bilden, durch das Ber- 
halmiß dieſes Bogens 7 5 zu dem Halbmefler o gemeflen, fo daß man hat 
As Ar 1 
di= ⸗ ds — 7 

Der Anfangswerth bed letztern dieſer Verhaltniſſe drückt alſo die Rich- 
tungsaͤnderung in jedem Punkte des Kreiſes, und zufolge ber Ueberein⸗ 
ſtimmung, welche zwiſchen dev Curve und dem Krümmungstreife in dem 
Geſetze der Coordinatenäͤnderung ſtattfindet, auch die Richtungsänderung 
in dem Berührungspunkte diefer beiden Curven, alſo in dem Punkte M 
der gegebenen Curve aus. 


$. 32. 


Es wäre nun leicht, Die vorhergehenden Betrachtungen woch weiter 
auszudehnen, nämlich den Ausdruck für die Aenderung bes zweiten Ge- 
ſezes der Coordinatenänderung, aljo das dritte Aenderungsgeſetz 
abzuleiten, den Einfluß desfelben und den feines Zeichens auf die Ge- 
Ralt der Curve zu unterfuchen und bie Bedingungen für eine Berüh— 
tung dritter Ordnung feilzuftellen. Das Gefagte genügt jedoch 
für unfern Zweck; ich gehe deßhalb zur Bewegung eines Punktes auf 
einer Hläche über, um auch hier bie geometriſchen Verhältniffe zufammen 
zu faflen. 

Penn von einem Punkte nur bekannt ift, daß er ſich auf einer 
gegebenen Fläche bewegt, fo bleibt die Richtung feiner Bewegung theil- 
weife unbeflimmt; man weiß nur, daß fie durch eine der unendlich 
vielen Geraden, melche bie Fläche in dem Punkte M, dem augenbli- 
lichen Orte des Bewegten, deſſen Eoordinaten x, y, z find, berühren, 
vorgeftellt wird; fie hängt deinnach wieder von dem Geſetze ber Coordi⸗ 
natenänberung in dieſem Punkte der Fläche ab, welches wir nun unter 
fuchen wollen. 

Die Gleichung einer Fläche: F (x, y, 0 ober ta ‚Yy) 
mtbält im Allgemeinen die drei Veränberlichen x, y, 2; es Tünnen 
folglich immer zwei derſelben willfürlich beftimmt und darnach die dritte 
berechnet werden; d. h. es find nun zwei dieſer DBeränderlichen, als 
welche wir gemäß ber zweiten Form der Gleichung unferer Fläche, bie 
x und y annehmen wollen, unabhängige oder willkürliche und 
die dritte ift eine Function von biefen beiden. Geht man daher von 
dem Punkte M zu einem folgenden über, jo kann biefer 

5 3 
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1) fo liegen, daß y unverändert bleibt und nur x um eine Beine 
Aenderung Ix größer wirb; bie Bewegung tft dann parallel zur Ebene 
der ız; ober 

2) fo, daß ber auf der Fläche befchriebene Bogen zur Ebene der yz 
parallel iſt, wobei alfo x unverändert bleibt, und y um eine gewifle 
Heine Größe 1y wächſt; oder es Tünnen ſich 

3) beide Abftände, der von ber Ehene der yz und ber von der Ebene 
der 12, fich gleichzeitig ändern, alfo x um Ax und y um Iy wachen, 
in welchem Kalle die Richtung ber Bewegung unter einem andern Winkel 


als 0 oder — 1 5 © gegen bie genannten Ebenen geneigt tft. 


Man fi use daraus, daß das Geſetz der Soordinatenänderung auf 
einer Fläche von ber Richtung abhängt, in welcher man von bem be 
treffenden Punkte aus auf bderfelben fortgehen will, ober von bem 
Verhältniffe, in welchem bie Vergrößerungen „7x und AyY ber beiben 
unabhängigen Veränberlichen zu einanberftehen follen. 

Sn dem erften ber obigen Fälle erhält die dritte Veränberliche x 
einen Zuwachs, welchen ich mit 1.2 bezeichnen will, weil er blos von 
ber Aenderung ber x abhängt; diefelbe Veränberliche wird alfo im zweiten 
Galle um A,z wachen; ihre Vergrößerung im lebten alle ſoll Dagegen 
al8 allgemeine einfach durch 42 bezeichnet werden. Man bat bemnad) 
zuerft dns Verhältniß: 

Ad tat N—tay) 

Ax Ax 
worin y ganz wie eine Unveränderliche zu behandeln tft, und ber An- 
fangswerth desfelben gibt für den Punkt M das Geſetz der Goorbinaten- 


Aenderung in einem Schnitte, welcher zur Ebene der x2 parallel fit. 
Diefer Werth wird durch den Ausdruck: 


vorgeſtellt, worin die erfte abgeleitete Function von fCx,y) in Bezug auf 
x als alleinige Beränderliche mit P, (x, y) bezeichnet iſtz bie Form Z* 


kann der frühern Erklärung nach keinem Zweifel über ihre Bebeutung 
unterworfen fein. 

Auf gleiche Weife erhalten wir für bie Coorbinatenänberung in 
einem zur Ebene der yz parallelen Schnitte bie Ausbrüge: 
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Ar _ „1 rtan—t,n) — 
Anf: Ay = Auf: Ay dy na; 


worin x als unveränderliche Größe und y als einzige: Beränderliche zu 
betrachten if. 

Wachſen endlich beide Veränderliche gleichzeitig, bie eine um x, 
bie andere um Ay, fo erhält die Ordinate z einen Zuwachs 42, 
welcher einfach durch 


(At IR Y+AIY)-IR,Y). 


sorgeftellt werden kann. Diejelbe Vergrößerung von z kann aber auch 
dadurch gefunden werben, daß man die Veränderlichen x und y nad 
einander wachen läßt, daß man aljo von dem Bunfte M Fig. 17 zuerft 
parallel zu der Ebene ber xz zu einem Punkte N fortgeht, deſſen Coor— 
dinaten x+ 1x, y und z-+- I.z oder 2’ find, und dann von biefem 
parallel zur Ebene ber yz zu bem Punkte M, deſſen Coorbinaten 
tx, VAY md 7 -+- 4,7 oder z-+- 1,2 + Ix22) werden; denn 
es iſt einleuchtend, daß man auf dieſe Welfe zu demfelben Punkte M 
kommt, wie durch die gleichzeitige emtfprechende Vergrößerung von x 
md y. Man erfennt aber daraus, daß ber Zuwachs Iz von z aus 
drei Gliedern befteht, aus 


Ar, A,ıund A,(dız) ober A: Ayz; 


die beiden erften haben wir fchon fennen gelernt, e8 find bie Yenderun- 
gen, welche z durch bie alleinige Vergrößerung von x oder y erleidet; 
das dritte dagegen ift Die Aenberung, welche in dem erften Gliede durch 


die neuhinzutretende Vergrößerung von y entfteht, oder was offenbar 


dasfelbe fein muß, bie Aenderung, melche in dem Zuwachs 7,2 durch 


die Vergrößerung von x eintritt, ba man ebenfowohl zuerft parallel zur 


Ebene der yz und dann parallel zu ber der xz fortgehen kann, um zu 


dem Punkte M’ zu fommen. Bühren wir das Vorhergehende nun weiter 


aus, fo finden wir nach dem Obigen zuerft 


f _ 
Y—ı+ Aka, nenn 75, 
uns damit wird ‚ — 
+ 11=7 +47 =lla,y)+ ran URN), 


f ’ Y)—f ). | 
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ta ya yHAN) „_ KHNERY ,, 
Ax 4x Ay 

AY Zu 

woraus in anderer Form auch 


_ f& ta) IG.) f(x,y+4y)—f(x,y) 
a 7’ Ar Ay Ay+ 


MEHR YHAN-IE HAN MR HANHRN gg 


oder wenn man vollftändig rebuzirt, wie oben wieder 
dı=fl(x+Ax,y+4y)—fix,y) 


folgt,_ und man ficht, daß diefe Ausdrüde, wie es in ber Natur ber 
Sache liegt, ganz ſymmetriſch in Bezug auf x und y find. 


Man kann nun aus denfelben offenbar nur ein Verhaͤltniß zwiſchen 
Az und.Ix, ober Az und Ay ziehen, und es wird daburdy jedesmal 
das Berhältnig von 4Y zu 1x eingeführt werben, welches wie oben 
bemerkt wurde, die Richtung bezeichnet, in welcher auf der Fläche fert- 
gegangen oder in welcher die Conrbinatenänderung genommen werben 
fol. Es ergibt fih namlich als Verhältniß des vollftändigen Wachs⸗ 
thums 42 von z zu ber Aenderung Ix von x der Ausdrud: 


Jdı x HI Y—flR,y) G,AVAICE. V). dy 


Ax dx r dA  —  Ix 
tx +Ax,y+fy) -GVAAVNV. ICAVAXY. ) 
Ad: A 
— ll 


und für das Verhältniß desſelben Wachthumes 72 zu ber Arnberung 
Ay von y der Werth: 


A2 -GVAäAVVSAIG. IGAAX. VSIG.). Ax 


AY Ay + Ax AY 
GAX, VSAVVAIGAAXVDä.IG. VCV 
4 4 
— — —ñ— —— 


Geht man endlich zu den Anfangswerthen zurück und bezeichnet die 
Aenderung von z in einer beliebigen Richtung in Bezug auf x durch * 


® 


11 

m Bezug auf y durch * zum Unterſchiede von deyenigen, welche in 
den zu ben Ebenen 9 xz und yz parallelen zFichtungen ſtattfindet, 
und die immer durch das einfachere 2 ‚oder * vorgeſtellt werden 
ſoll, und beachtet man dabei, daß wie 


Ant: XAXS-.—IV— 


Fra 
it, fo auch 
Ar. (ats Nram—ie,. Yy+4y) —f,(x, y449 
x 


und in folgerechter Weiſe 


Anf: NE⸗ y+fy)— fr, N) _p ey 


fin wirb, daß man folglich 
Anf: FIN -IRSY) or,,y). 0=0 


IY 
erhalten muß, fo findet man bie ee 
»  d.z dz d 

Fern ir’ 
d.z dx dz dx _ dız 
ee iy’ 

wobei man ” wohl hüten muß, die Producte 9 * a und — dz „dx 

dx dx “dy 
in * oder * umaͤndern zu wollen, wie dies bei ber Coordinaten⸗ 


Anderung auf einer beftimmten Curve gefchehen darf; die vorhergehenden 
Erläuterungen werden über biejen Unterſchied bei einiger Aufmerkſamkeit 
feinen Zweifel laffen. 

Die Aenderung ber Coordinaten in einem beliebigen 
Punkte einer Fläche und für eine beliebige Rihtung fann 
alfo, wie man aus ben vorhergehenden Ausbrüden erfieht, immer 
durch die Aenderungen für zwei unter fich ſenkrechte 
Richtungen ausgebrüdt werden, wenn bie Lage jener beliebigen 
Richtung gegen eine ber Iehtern in Function von x ober y, ober wenn 


72 


die Gleichung der Projection jener Richtung in der Ebene ber xz, 
woraus die Function gefunden werden kann, gegeben tft. 


Durch Ginführung einer neuen Beränderlichen Tann den obigen 
Aenderungsgeſetzen wieder eine ſymmetriſche Form in Bezug auf x und y 
gegeben werden. Macht man z. B. in Fig. 17 


mm—yasitdy—4s,, 
und dividirt damit ben Werth von 42, ober nimmt das Verhältniß 
zwiſchen dem Wachsthum von z und ber Diagonale Is, ded von ben 
willkürlichen Vergrößerungen Ax und Jy gebildeten Rechtes, fo findet 
man als Anfangswerth derselben den Ausdruck: 

dz _ dx dy 
ds, fı(x,y) ds, +f,(x,y) ds, : 
worin nım bie Veränderung von z nicht unmittelbar von einer der bei- 
ben Veränberlichen x und y abhängig ericheint, fondern von ber Ver— 
änderung, welche die Rage feiner Profection in ber Ebene der xy erleidet, 
und von der Richtung diefer Veränderung gegen bie Achien der x oder y. 


Bezeichnet man daher den Winfel, welchen diefe Richtung mit ber Achfe 
der x bildet, mit w, fo hat man 


dx dy _ dy _ 
ds, sw N ds, —=sınw, a, tg w 
und das obige Aenderungsgejeb nimmt die Zorm an: 
ern) cosw+tf,(x,y)siow. 


Ninnt man dagegen den Bogen s der auf ber Fläche einzufchlagenden 
Richtung oder Curve ald unabhängige Beränderliche, fo ergibt ſich bag 
Aenderungsgefeß : 


EEE, 
woraus man auch die Beziehung: | 

cosy—f,(x,y)oosa-+f,(x,y)cosg 
erhält, wenn man beachtet, daß bie Quotienten 


dx 1 *. 
ds ds ’ ds 
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nach $. 26 auch bie Coſinus der Winkel &, 8, y ausdriden, welche 
die Tangente jener Richtung mit den drei Coordinatenachſen bildet. Es 
ft dann auch | 


womit man aus bem n vodekten Aenderungsgeſetze die Bezihung: 


cty—f,(x,y)wsw+tf,(x,y)sino 
erhält / (x,y) tf,(x,y) 
Sm Allgemeinen ift es indeflen einfacher, das Gefeh der Eoordi- 
natenänderung aus der Gleichung der Fläche unter ber Form: 


F(x, y, z)=0 


abzuleiten, und es iſt Teicht zu fehen, daß man für die Aenderung 
parallel zur Ebene ber xz, ober für bie Anderung von z in Bezug 
auf x als alleinige Beränderliche, in ähnlicher Weiſe wie oben 


u dF 


| dz F.(x, y, z) dx 


— 
U] —— — — — 


dx F.(x,y,z) dF ’ 


| dz 
oder in anderer Form 

| dF dz ,dF 

| daR dz  dE 

| dz 1% 0 


' fnben wirb ‚ worin F.(x, Y, z) und — das Aenderungsgefeh ber 
Function F (x, y, z) in Bezug auf x als einzige Beränderliche aus- 
drücken, alſo unter der Vorausſetzung, daß ſowohl y als z unveränderlich 
fd, und F',(x, y, 2) ober z ebenfo das Aenderungsgefeh in 


beʒng auf z als einzige Veraänderliche ober unter ber Vorausſetzung, 
daß x und y unverändert bleiben, bezeichnen. In gleicher Weiſe wird 
ber Ausbruch für die Soorbinatenänderung parallel zur Ebene ber ya 


dz__ F,(x,Y; z) _ dy 


— u EEE EEE u EEE EEE 


dy  Fılx, y, z) dF 
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oder in anderer Form 
dF dz dF_ 
| de dy dy ar 
Endlich ergibt ich für bie —8 — Sordimaten in einer beliebigen 
Richtung, welche durch die Function © r — angebeutet wird, und in Be⸗ 


zug auf bie SLenderung von x ber —8 
dF dF 


oder in anberer Korm 
dR dr , dR.dr , dF_ 
dz dx ' dy dx d« 
In Bezug auf die Veränderliche s dagegen hat man ben ſymmetriſchen 
Ausdruck: 


0. 


dF dr dF dy dF dx 


va ya 
aus welchem mit ben obigen Werthen von 1 , 21T dz die einfache 
Beztehun 
zichung: dF dF dE 
005 a + TB + a y—0 


zwifchen den Winkeln &, A, y folgt, welche eine beflimmte Tangente 
im Punfte M der Fläche mit den drei Coordinatenachſen einfchließt. 


6. 33. 

Das im Vorbergehenden bargeftellte Geſetz der Goorbinatenänderung 
macht dieſe im Allgemeinen von derjenigen abhängig, welche in zwei 
unter fich rechtwinkligen Richtungen flattfindet; es wird mithin auch bie 
Geſtalt der Yläche in der Umgebung bed Punktes M bem Hauptumriſſe 
nad) aus ber Geftalt zweier durch biefen Punkt gelegten unter ſich recht- 
winfligen Schnitte, deren Ebenen einzeln zu denn ber 12 und yz 
parallel find, erfannt werben. 

Sind die Aenderungsgeſetze ne, H in biefen beiden Schnitten 
beide poſitiv, fo tft Pie Ordinate z im Punkte M mit x und y im 


— 


Wachſen begriffen, und bie Flaäche entfernt ſich in jeber Richtung von 
der Ebene ber xy. Das Umgekehrte wird ber Kal fein, wenn jene 
beiden Functionen gleichzeitig negativ find, indem fie dadurch anzeigen, 
daß für wachſende x und y die z tm Abnehmen tft. Iſt dagegen eines 
‚ ber beiben obengenannten Aenderungsgefehe das andere negatis, 


e: hängt es von bem Werthe bes Verhältnis 5 — = oder von bem Winkel w 
s, ben bie einzufchlagende Richtung mit ber Ehen der x bildet, ob 


2 wächft ober abnimmt. - Sei z. B. M Big. 18 der betreffende Punkt 


auf einer gegebenen Fläche, m feine Projection in der Ebene ber xy, 


ab und cd die Riffe der Schnittebenen, BC unb DE die dadurch be- 
wirkten Durchſchnutts irven auf der Fläche. In dem Quadranten cme 


wird Die Bunction - I immer pofitio fein; man erhält alfo für den 


| Fall, daß fowohl P, un als PyCx, y) pofitio iſt, auch für 


d. z J 
eh 


einen pofitiven Werth, welches auch der von 2 fein mag; es mwädhlt 


folglich z für jede Richtung, die in dem Winkel cme liegt. Ebenſo 
wird bei gleichzeitigen negativen Werthen jener abgeleiteten Functionen 


auch Fe für jeden Werth von TI einen negativen Werth erhalten, 


alſo z in jeder Richtung zwilchen me und mc abnehmen. In dem 
Galle dagegen, wo, wie in umjerer Figur, fx(x,y) pofitiv, f,(x,y) 
aber negativ it, wo demnach die Ordinate z in der Richtung mc im 
Bachien, in der Richtung me im Abnehmen begriffen ift, hat man 


d.z d 
7, ron Pr) N 


md es wird nun von dem Werthe von = abhängen, ob SE poſttiv 
oder negativ iſt. Setzt man daher 


Nr, y)——0 
und zieht daraus 
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fo erhält man bie Richtung mn, tin welcher die Ordinate = Teine Ver 
änderung zeigt, und welche bie Grenze bildet zwifchen ben Richtungen, 
in denen z wächſt, und benen, in welchen e8 abnimmt. — Aehnlide 
Betrachtungen laſſen ſich auch über die Verhältniffe der Coordinaten⸗ 
Anderung in den drei andern Quadranten anftellen, nur muß man 
auf die Zeichen bie gehörtge Rüdficht nehmen. | 

Findet ferner zwiſchen zwei Punkten einer Fläche ein Zeichenwechiel 
für die beiden Yunctionen F. (x, y) und f,(x,y) flatt, fo haben 
beide in einem dazwiſchenliegenden Punkte, deſſen Soorbinaten durch bie 
bret Gleichungen: 


z=flx,y), Ai Y)=0, f,(s,y)>0 


beftimmt werden, den Werth: Null, und die Ordinate z einen größten 
Werth gehabt. Umgekehrt wird aber nicht in allen Punkten, für 
welche bie beiden legten ber vorhergehenden Gleichungen befriedigt wer⸗ 
den, gleichzeitig für biefe beiden Functionen Zeichenmwechfel eintreten; es 
wird dann auch ber entiprechende Werth von z fein größter mehr fein. 


$. 34. 


Alle diefe DVerhältniffe, etwa mit Ausnahme bed Zeichenwechfeld 
ber abgeleiteten Yunctionen, werden gleichſam auf einen Blick überficht- 
lich, durch die berührenbe Ebene oder Tangential=&bene im 
Punkte M bargeitellt, d. h. durch Die Rage einer Ebene, welche ben 
Punkt M mit der Fläche gemeinichaftlich hat, und dasfelbe Geſetz in ber 
Aenderung der Goordinaten befolgt, wie biefe in demfelben Puntte, 
welche alfo in einer einfachen Berührung mit ber Fläche ſteht. 

Aus dem wiederholt ausgefprochenen Sabe, Daß die Nenderung der 
Goordinaten in einer beltebigen Richtung von den Aenderungsgefegen für 
zwei unter fich vechtwinklige Richtungen abhängt, folgt nothwendig, daß 
zwei Flächen, die einen Punkt gemeinſchaftlich haben, in dieſem für jede 
Richtung diefelbe Aenderung der Goordinaten zeigen werben, wenn bie 
Aenderungsgefehe für zwei unter fish rechtwinklige Richtungen bei beiben 
gleich find. Sind demnach 


z=F(x,y), z=f(x,Yy,) 


die Gleichungen ber beiden Klächen, a und b bie Eoorbinaten ber Pro⸗ 
jection ihres gemeinichaftlichen Punktes M in der Ehene der xy, fo find 
die Bedingungen für eine einfache Berührung: 


F,(a,b)=f,(a,b), F,(a,b)=f,(a,b), 





— 
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wo f, (a,b) ben Werih der Function: 


d 
7 =.) L) 


wenn man darin a und b für x, und y, ſubſtitnirt, vorftellt, und bie 
übrigen Glieder ähnliche Bedeutungen haben. Wählt man dagegen bie 
Formen : 
F(x,y,2)=0, f(x, y,2)=0 

für die Gleichungen ber beiden Flächen, fo werben bie Bebingungen für 
bie einfache Berührung bie Formen: 
 Fı@,b,c) __f,.(a,b, ec) F,(a, b, ec) _f,(e, b, e) 
| F,(a,b,c) f.(a,b,c)’ F,(a, b, c) -1@ b, ce) 
amehmen, und man wird biefen Gleichungen offenbar Genüge leiften, 
; Bean man 

Fa,b,c)=V,f,(a,b,c), Fy,(@a,b, )=V, f,(a,b,c), 

F'.(a, b, c) =V,f,(a,b, c) ; 

kit, wo V, ein unbeitimmter Bactor iſt, durch welchen die Homoge⸗ 
neität und damit bie Möglichkeit diefer Gleichungen hergeftellt wird, 


| und der in jedem gegebenen Falle leicht beftimmt werden Tann. 
Nehmen wir demnach für bie Gleichung der Ebene die Form: 


(,— 3) 0s2+(1,—y) eos + (2,— 2) eosv—0 
worin x, y, z die Coorbinaten des gemeinfchaftlichen Punktes, und 


4 u, » bie Winkel bezeichnen, welche die Normale zur Ebene mit den 
dei Coordinatenachſen bildet, ſo hat man 


.6G,„y, 2) cos A, f,(x,y,»2)=wsu, f.(x,Y,2)>00s>», 
| und demnach als Bedingungen ber Berührung: 

Tas = —=F,(x,y,z), V,osu=F', J z), V, eos F. (x, y, z) 
de in anderer Form: 


dF dF dF 
V, cos — — ds’ You = 5 V,cos — 77 





> 


Vie Gleichung ber Aergxta—— Ebene wird demnach 
T@&,—3) + n n- y) + (z,—2)=0 
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und als Folge derfelben findet man für die @leichungen ber biefer 
Ebene und ber gegebenen Fläche in dem Punkte M gemeinfchaftlichen 
Normalen die Ausbrüde: 


F dF 
Fra‘ Dueh } De Fr, | 
Mitteld der Gleichung: 


cos? + cos? + 00s?y —1 


ergibt fich ferner 


GIG) 


und damit folgen bie Werthe von cos 2, cos, cos », nämlich 
= F 


” "7@ Fe 


und in gleicher Weiſe 
dF 


dF 
mu—VYT, N o=V 


wo * durch Verſetzt iſt. 


Um dieſe Ausdrücke auf die Form z2—=f(x,y) ber Gleichung der 
gegebenen Fläche zu beziehen, darf man nur beachten, bag man bat 


dF dF 

dx dz dy _ da 
dF dx’ dF  dy’ 
dz da 


um aus ben vorhergehenden Formen die neuen abzuleiten; man findet 
dadurch als Gleichung der berüßrenden Ebene 


u. =4: (x,—ı) + F (.,.- V), 


ee 


_ ꝰ 
Bu als Gleichungen der Normalen 
x —ı +2 (« —2)= 


Y-14+ J— 


Ferner erhaͤlt man 
— V 
VG) 
and damit | 
vd, con. = —— . 
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Für die Ebene if, wie für die Gerade, das Geſetz der Coordina⸗ 
tmänberung in allen Punkten dasſelbe, alfo conftantz für bie gefrümmten 
Flächen dagegen ift es felbft wieder veränberlich und zwar wenigftens 
nach einer von zwei unter fich fenfrechten Richtungen. Denn es gibt 
viele Flächen, welche von jeder Tangential= Ebene längs einer Geraden 
berührt werden, auf benen aljo immer eine Gerabe fo angelegt werben 
kann, daß fie der ganzen Länge nach mit ber Fläche zufammenfältz es 
find dies diejenigen Flächen, welche durch bie Bewegung einer Geraden 
zeugt werben können, ‚wie die Gylinder=, Kegel= unb winbifchen 
Flächen. Bei diefen ift natürlich das Geſetz der Coordinatenaͤnderung 
in der Richtung jener Geraden conſtant, in jeder andern aber wie bei 
allen übrigen Flächen veraͤnderlich. 


Um nun das Geſetz biefer neuen Veränderung ober das zweite 
Geſetz ber Soordinatenänderung für eine Fläche zu erhalten, 
gehen wir von bem Punkte M ober xyz zuerſt wieber zu einem zweiten, 
der in gleichem Abftande y von ber Ebene ber x 2 bleibt, von der Ebene 
der yz dagegen um Ax weiter entfernt ift, als M, und es ift nad) 
dem Frühern leicht zu fehen, daß das zweite Aenberungsgefeb in biefer 
zur Ebene ber x 2 parallelen Richtung . 


‚f ‚(+ Ax,y)—f, KY)_ 


dx gt ı(X,Y) 
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ansgebrüct werden muß. Auf gleiche Weiſe ergibt ſich für das zweite 
Aenderungsgeſetz in einer zur Ebene der yz parallelen Richtung | 


‚H&ytN- —f,(x,yY) d?, 


— 
— 


ZY " ——— (x, V). 


Laſſen wir aber x und y zugleich wachſen, gehen wir alſo von M aus : 
tn einer beliebigen Richtung fort, wodurch jedoch immer eine beftimmte 
Beziehung zwiſchen Ay und Ax feftgefegt wird, fo wird fich das erſte 


Aenderungsgefch dz für die zur Ebme der x2 parallele Richtung 
dx 


nicht blos vermöge ber Aenderung von x, fondern auch in Folge ber 
Aenderung von y ändern, indem wir nicht mehr in demſelben parallelen 
Schnitte bleiben, fondern zu einem folgenden übergehen, welcher um 
Ay weiter von der Ebene ber xz entfernt, und in welchem das Acn- 
derungsgeſetz * für einen Punkt in demſelben Abſtande x von der 


Ehene ber y2 ein anderes geworden iſt, nämlich: 
dz 


la y HAN ——— 
AY ’ AY 


Ebenſo wird das Krnderungsgeieh __— a nicht blos längs bes zur 


Ebene der yz parallelen Schnittes Kahn, fondern auch von einem dieſer 
parallelen Schnitte zum andern. Man wird baher jede dieſer zweifachen 
Veränderungen ber erften Aenberungsgefete in den Parallel- Schnitten 
aus dieſen gerade fo ableiten, wie bad ganze erfle Aenderungeneſet aus 


ber urſprünglichen Function. Setzt man alſo zuerſt y für SE r und 
beachtet, daß y’ unveränderlich ift, fo findet man 


d.z 

I. — 
dx _fFx(x4+Ax, v+Ay)—Tı ay), — yrfy)- SACHE 
4x . dx Ax 


ober zergliebert, wie es bei ber Ableitung bes erften Gefehes ges ' 
ſchehen iſt, 


\ 


| ia 
ı_NOFINM-REN, ——— 
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4x Ax Ay "Ax. 


f.(x+1x2,y+AIY)—f EA, Plz, y+IY)+fı(X,Y) 
— e * AY 


fr, +4, )—f,(&,y) Pf, + M-f,(,Y- Ay 
| #7 Ax Tr 7} 7. Ax 
r,&+AR sy AN—f,a +, fa yrIY)+Hf,Y) 
tr Axdy A. 
Darans folgt fofort, indem man zu dem Anfang zurüdgeht, mit ber 
übern Bezeichnung 


8, d Im LI. d 
| tet NH Ful,y)+Y ar,&y) ’ 
md da nach den in $. 32 dargeftellten Formen einleuchtet, daß 


| y(x,y)=f„(x,y) 


fein muß, fo findet man als zweites Aenderungsgeſetz ber Coordinaten 
| in einer beliebigen Richtung den Ausbrud: 

ae, d | dy\? | 
FEN REIHRENHE) NEN 
| ver in anderer Form: | 
Ma _de  ,dy dr, (Ayyıdı 
| antrat dx® ' 
er Veränberlichen s erhält man dagegen, wie leicht zu fehen, bie 





dx dy 


e . 
ren) ren Trend) 


oder mit Einführung der Winkel x und A 
de, diz d?z 
ds! dx? dy? 
Ja diefen lebten Ausbrüden tft indeſſen s aur der Form nach die un- 
abhaͤngige Veränberliche, in der That find es immer noch x und y; 
ſell 5 wirklich die unabhängige Veränderliche werben, fo hat man in 
dem erfien Aenderungsgeſetze 
Decher, Handbuch ber Mechanlk L 6 


d?z 
2 — — 2- 
a Pr Pascha dus cos. 


ds dı dx de. dy 
ds dx ds ' dy ds 


nicht nur auf die Aenderungen der Functionen: 
dz d 
ran, yahoon 
dx dy 


’ fondern auch auf die Aenderungen ber Functionen de’ da Rüdfiht zu 
nehmen ; man erhält dann - 
dz 
_de _dir_ dis 1)’ d’z dx dy , d’z 
ds det dx ds dxdy ds ds ' dys 








ober mit ben Winkeln a und 8 
dı_drz d’z es , dz d.cos« |, dzd.cosf 
A ge Tay de 
als vollftändiges zweites Aenderungsgeſetz. 
Will man dagegen dieſes Aenderungsgeſetz unmittelbar aus der 
Gleichung: F(x, y, 3)=0 der gegebenen Fläche ableiten, fo findet 
man zuerft nach den früher erhaltenen Ausdrüden für bie zur Ebene 
der xz parallele Veränderung bie Gleichung: 








dis „ dı? dz p · 
Font Rdn. 


Für die Aenderung, welche parallel zur Ebene ber yz ftattfinbet, ergibt 
fi} ebenfo die Gleichung: 


Kr HD 


= folgt als Aenderung des erften Aenderungägefeges für bie zur 
e ber xz parallele Richtung, welche durch die Aenderung von y 
laßt wird, der Ausbrud: 

ds 


da; dı d „ 
tt 


HERE HR N D=0, 


‚83 


mb ebenfo als Aenderung bed erſten Aenderungsgefches für bie zur 
Ebene ber yz parallele Richtung tn Bezug auf bie Veränderung von x, 
die Gleichung: 


= 4m, RE EEE RR Fr 





om — 


| nn — 
welche offenbar ganz dieſelbe iſt, wie die vorhergehende. 
Zieht man nun aus dieſen Gleichungen die Werthe von 
da dis de; 
dx’ dy%’ dxdy’ 


und jubftituirt fie in ben oben erhaltenen Ausbrud des zweiten Geſetzes 
der Soorbinatenänderung für eine beliebige Richtung, fo wird man mit 
Einführung der Bezeichnungen: 


dF.. d2F., d@F ” 
fir F. . 7.2) Afur F. , 1,5) A ſirx 26,7.3) 


| uf. f. und mit der Beachtung bes frühern erften Aenderungsgeſetzes: 
dz dx dz dy dz 


— 
— 0 — — — — 


FT dy ds de’ 
fewie ber zweiten Potenz besfelben: 


raue) 
nach einigen Redurtionen ben Ausdrud erhalten: 


dF dz _ rdF da _ d@F dy® 1 daF dı® 
a da = (nt dy? ds? | ax? des 
dsF dz dx deF dz dy deF dx dy 


0 — — 


+ dxdzds '1r? dydz ds ist dxdy ds ds|J’ 
d 
mb mit Einführung ber Zunctionen cos a, cos A, cos y für —* 
wird 2 


ds’ ds’ 
6* 








EEE — — ——— — — — 





— — 
dFi diz dF ———EE 
iz jss Tr Im ® er ya 08 PH 2,5 08 ⸗ 
d?F n 43F 
F eos a cos y42 TFö s ey 





2c cos 442 
+ dxdy “ + 


ber allgemeine Ausbrud bes zweiten Aenberungsgefehed ber Coordinaten 
in dem Punkte xyz einer gegebenen Fläche. 
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Aus ben im Vorhergehenden erhaltenen Formen des zweiten Aende⸗ 
rungsgeſetzes laſſen ſich nun wieder für bie Geftalt der Fläche in der 
Umgebung bes Punktes M Atmliche Schlüffe ziehen, wie fie oben für bie 
Curven abgeleitet wurden. Zu biefem Zwecke erfebt man jedoch ber 
einfacheren Anſchauung wegen bie Beränberliche s beſſer durch ihre Pro⸗ 
jectlon s, in ber Shene ber xy und die Winkel = und 8 durch ben 
Winkel w ($. 32). Man erhält dadurch für die Gleichung: z=f(lx,y) 
ber gegebenen Fläche das zweite Aenberungsgefeh : 

d? 


tl dich? 0829 +2f’,,(x,y) sinw cosw-Hf’,(x,y)sintw , 


und ſchliet daraus ſogleich, daß wenn 4 für jeben Wert) von @ 


zwiſchen O nnd 5 re pofitio iſt, Die Fläche ber Ebene ber xy bie ges 


wölbte Seite zumenbdet, weil in biefem alle z für jebe Richtung in 
einem ſtaͤrkeren Wachsthum begriffen ift, als hei ber berührenben Ebene. 
Das Entgegengeſetzte wird natürlich ftattfinden, und die Fläche ihre 
hohle Seite der Ebene der xy zu Tchren, wenn jene Bunction für jeden 


zwifchen O und > 78 Viegenden Werth von w einen negativen Werth 


erhält. Damit ftehen ferner bie Bebingungen zur fihern Erkennung 
und Unterſcheidung des größten und Heinften Werthes der Beränber- 
lichen z, ſowie bie der Wendepunkte ober Wenbelinten in Ber- 
bindung, Es würde und jedoch hier zu meit führen, in alle dieſe 
Folgerungen näher einzugehen, und ben Einfluß, welchen jebes ber 
drei lieber: 


d2z d?z d?z 
6. ) 7 HBay=rır fs BY 


— — — 
—— — —— 





—s8 
auf das Zeichen und den Werth von —* und mithin auf die aus dem 


zweiten Aenderungsgeſetze zu chenden Grgebnife bat, auseinanderzu- 
ſehen; ich will mich deßhalb auf den Fall befchränfen, in welchem ber 
d2z, 
Werth von ds? Nut wird. 
Die Gleichung: u 
Bu J— TEE (x,y) sin? = 0 


gibt mit cos? w bivibirt, unb wenn man x 2 für tang w iufchrt und 
in Bezug auf biefe Größe Ka 


(2! 2) f, (+24 NH N) 


und wird in biefer Form bazu dienen, den Werth von 2 zu beftim- 

men, für welchen, ober bie Richtung, nach welcher jene Vorausſetzung: 
3z 

m —=0( flattfinden, nach welcher aljo die Aläche mit einer Geraden 


eine Berührung zweiter Orbnung eingehen Tann. Bezeichnet man ber 
Kürze halber x(x,y), Fıy(x,y) und f,(x,y) der Reihe nach 
mit r, s, t, fo wird . Baar Gleichung 


2 57 + r=0 : 
und bie allgemeine tun gibt : 


dy 8 „Ver s—_rt — rt 
dı -7F 
Aus diefem Werthe folgt, daß es zwei —F Richtungen gibt, wenn 
für den Punkt M die Differenz; 82 — rt poſitiv iſt, daß nur eine vor⸗ 
handen iſt, wenn man 3 —rt=0 findet, und daß jene Borausfehung 
noch keiner Richtung flattfinden Tann, wenn biefelbe Differenz einen 
wgativen Werth erhält. Für ben beſondern Fall, wo r=0 ohne daß 
zugleih auch s—0 ift, mo alfo die Fläche in einer zur Ebene der xz 
parallelen Richtung eine Wendung macht, ergeben fich die Werthe: 

dy dy 28 


— — — 2 





es findet dann bie obige Borandfekung immer in zwei Richtungen flat, 
von benen bie erfte zur Ebene ber xz parallel iſt. Bei ben im Ein- 
gange bed vorigen $. erwähnten Flächen, welche durch Die Bewegung 
einer Geraden eniftehen, muß es in jedem Punkte, alfo unabhängig 
von jedem befondern Werthe ber Coordinaten, wenigſtens eine Richtung, 


die Richtung ber erzeugenden Geraden geben, in welcher * Mull if; 

für dieſe Flächen muß alſo allgemein " 
22 — rt > oder — 0 

fein. Wenn das lehttere flattfindet, fo gibt es in jedem Punkte nur 

einen Werth für ST aus der vorhergehenben Gleichung, und bie 

entfprechenden Flächen befiten bie Eigenfchaft, in eine Ehene ausgebreitet 

werben zu fünnen; man nennt befhalb die Bebingungsgleichung: 


diz 12 diz dez 
s—rt=( oder (7) mm 


bie bezeichnende Gleichung der entwidelbaren Flächen. 
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Zwei Flächen werden eine Berührung zweiter Orbnung unter fich 
eingehen, wenn tn dem gemeinfchaftlichen Punkte das zweite Geſetz ber 
Goorbinatenänderung für beibe nach jeder Richtung basfelbe if. Dieſes 
Geſetz aber enthält in feiner einfachften Yorm drei Glieder, die brei 
‚vorhergenannten abgeleiteten Sunctionen zweiter Orbnung r, s, t, von 
benen das erſte die Aenderung des erften Geſetzes der Coordinatenaͤnde⸗ 
rung nad einer zur Ebene ber xz parallelen Richtung für biefe Richtung 
felbft, und das britte ebenfo bie entiprechende Aenderung bed erften 
Geſetzes für eine zur Ebene der yz parallele Richtung ausbrüdt, wäh 


rend das zweite Glied s fomohl bie Aenderung ber in einem zur Ebene ber 


xz parallelen Schnitte ftattfindenben erften Eoordinntenänberung für ben 
Uebergang von einem ſolchen Schnitte zu einem benachbarten, als auch 
bie Anderung ber in einem zur Ebene der yz parallelen Schnitte ſtatt⸗ 
ſindenden erften Goorbinatenänderung für eine zum demſelben fenkrechte 
Richtung barftellt. Es müſſen alfo für eine Berührung zweiter Ordnung 
nicht nur bie beiden Glieder bes erften Geſetzes der Soorbinatenänderung, 
fonbern auch bie drei Glieder bes zweiten Aenberungsgefehes für beide 

Flächen in Ihrem gemeinichaftlichen Punkte gleih fein; man erhält 


rn 
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daher im Ganzen ſechs Bebingungsgleichungen für eine ſolche Soil 
rung, nämlich:- 
F@,b)=f(a,b) F', (a,b)=f, (a,b) F',, =D) | 
F',(a,b)=f’,(a,b) F’.,,(a,b)=f",,.(a,b) F’,, (a, b)=f”,(a,b) 
worin a unb b bie Goordinaten ber Projeetion bes gemeinſchaftlichen 
Punktes in der Shene ber xy bezeichnen, und bie Gleichungen der bei⸗ 
den Flächen unter ben dormen 

s,=F(x,,y,) z=f(x,y) 
vorausgefett find. 

Aus der Zahl diefer Vebingungegleichungen folgt sogleich ‚bp 
eine Kugel mit einer andern krummen Fläche feine Berührung zweiter 
Ordnung eingehen Taun; denn ihre Gleichung enthält in Ihrer allge 
meinen Form: 

Key HB — —,—, — 
nme vier unveraͤnderliche Größen (die drei — a, Br y ihres 
Mittelpunktes und den Halbmeſſer 0), von welchen ihre Lage und Größe 
abhängt, und es iſt deßhalb im Allgemeinen unmöglich, den obigen 
ſechs Bedingungen durch die Gleichung einer Kugel gleichzeitig Genüge 
zu leiten. “Durch bie Gleichung eines Ellipſoids kann dies jedoch auf 
beliebig viele Weifen geichehen, ba diefe in ihrer allgemeinften Form: 
Az? +ByP2+C224Dxy+Exz+Fyz+Gx-Hy 

+Kzı+L—=0 | 
reun nothwendige conflante Factoren entbäll. Man kann demnach 
dabei eine Beſchraänkung eintreien laſſen, und entweder den Mittelpunkt 
des Ellipſoids im Anfangspunkt der Coordinaten annehmen, wodurch 
die obige Gleichung auf 

Ax2+By?+C2?+Dxy-+Exz-+Fyz+L=0 
zarückkommt, ober die Achſen bes Ellipſoids zu jenen ber Coordinaten 
parallel vorausſetzen, in welchem Falle ſeine Gleichung bie Form: 
Ax21Byp2+C22 1 Gx+Hy+Kı +L=0 

amimmt; im, jeber biefer beiden Sormen enthaͤlt bie Gleichung ſechs 
nothwendige conſtante Coeffizienten. 

Mit der Krümmung eines Ellipfoids in einem beliebigen Punkte 
besfelben ſind wir indeſſen nicht vertraut genug, um fie als Maaßſtab 
anzunehmen; wir unterfuchen deßhalb die Krämmung einer Fläche in 


einem gegebenen Punkte derfelben nach beſtimmten Schnitten, und zwar 
nach folchen Schnitten, welche durch normale Ebenen gebilbet, und auch 
Rormal- Schnitte genannt werben. 

Die Durchſchnitts-Gerade einer ſolchen Schnittebene mit der Tan⸗ 
gential⸗Ebene in dem betreffenden Punkte ber Fläche ift die Tangente bed 
Rormalfchnittes und ihre Projection in ber Ebene ber xy bie Tangente 
ber auf biefelbe Ebene proficirien Schnittcurve, beren @leichung bie 


Korm: 
u f(x) 


erhalten und durch ihr erſtes Aenderungegefeb: I bie Richtung be- 


ſtimmen wird, nach melcher bas zweite Geſetz der Coordinatenaͤnderung 
für die gegebene Fläche und die berührende Kugel übereinftimmen muß, 
wenn bie letztere die Krümmung ber erſtern nach jenem Normalfchnitte 
meffen fol. Das erfte Aenderungsgefeb muß offenbar für beide Flächen 
nad jeder Richtung dasſelbe fein, und man erhält dadurch zur Beftim- 
mung ber conftanten Goeffizienten in ber Gleichung ber berüßtenden 
Kugel zuerft bie drei Gleichungen: 


Ko) + IP + Gy, 
+ =, IHN) 


welche bie Berührung erfter Orbnung bedingen und ausbrüden, Daß ber 
Mittelpunkt biefer Kugel auf ber Normalen bed Berührungspunftes Ttegen 
muß. Die Berührung zweiter Orbnung nach der Richtung bes betref- 
fenden Nosmalfchnittes, alfo nach einer Richtung, deren Projertion in 
ber Ebene der xy mit ber Achfe ber x einen Winkel w bilbet, für 
welchen man bat: _ | 











| ung IT 
gibt die vierte Gleichung: 

dz,  diz 

dx2 dit 


oder: 

d?z, dez, ‚ds, dy d?z d?z I, dy 
Fr -. 5 pr +53 (6) = int? dxdy Frau dy? la)‘, 
welche für unfere Kugel bie Form erhält: 


dz? dıdz a3 


Haataay's® +(1+2:) tg’ + int naar ig’ ) (z-y)=0. 


Seht man dann wie oben zur Akfürgung: 
da __ dı__ d?z day _ 5 diz 

| FF ar Ta Br Ad rt ga 

und zieht den Werth von =—y heraus, fo ergibt ſich 
1+p?-+2pgtang o + (1 + q?)tang? w 

r- 2stang w-+tlang?w 

und damit folgen aus den erſten Gleichungen bie MWerthe: 
x-—o=pQ ,„ y-p=q0 


e=t0yifrFe=%, 


worin V’ biefelbe Bebeutung hat, wie in 6. 34, 

Laßt man nun tang w von O bis co fletig wachſen, fo wirb fich 
auch ꝙ ftetig ändern; das Gefeb diefer Aenderung wird, wie bei ber 
Drbinate einer Curve, durch bie erfte abgeleitete Function bes Werthes 
von ꝙ in Bezug auf tang ww ausgedrückt werben, und diefer felbft dem⸗ 
nach ein größter aber Fleinfter fein, werm die genannte Function das 
Zeichen ändert, alfo burd ben Werth: Null geht. Macht man, um 
dies zu unterſuchen, für einen Augenblick 


A 
lang u=y , =>; 








3—- y—— 


und 


vo ergibt ſich zuerft 


L und nach dem Werthe von Q, 
4.0 _2B[pati+gyl— 2AG-+ıY) 
dy B3 ' 
°) Diefer Wert; nimmt die einfachere Form: 
1 
= r c08’a-+-2s cosa cos #1 cos? £ 


an, wenn man bie Richtung ber Verihrung buch die Winkel x, #, y bes 
ſtimmt, and das erſte Henberungsgeieh: 


p cosa-Fq 008 B=cosy 


beachtet, 


Die Bedingung --- in =0=- ir für einen größten oder Eleinften 


Werth von o wirb demnach 
' Blpgt(i+P)yJ—AcHtyY)=0, 


und gibt zuerft 
A _parlite)y _ —g; 
B s-Hiy 
führt man aber für A und B ihre Werthe: 
A=1+pP+2pgY+i+rIY*’ 
B=r+2syY-+tY? 
ein, und ordnet in Bezug auf y’, fo entfteht bie Bleichung: 
LA+g9)s— pa] Y?+Lr( +4) — i+p9]y —Lsli+p?) — par] =0, 
welche zeigt, daß es im Allgemeinen immer zwei Werthe für y’ ober 
tang w, alſo auch zwei Richtungen ober zwei Rormalichnitte gibt, für 
weiche bie obige Bebingung flnttfindet. Zieht man dann aus bem zuletzt 
erhaltenen Werthe von Q den Werth von y: | 


und bringt ihn in den erften Werth von Q, nachdem baſelbe als 
Gleichung nach y’ geordnet, bie Form: 

1+pP—rQ —2(pgq—sQ)Y + +P—tO)yY’= 
erhalten hat, fo wird nach einigen Reductionen 

(1+P—rO) A +0) - (pg—s0)’= 

und wenn man entwidelt und in Bezug anf U ordnet, 
(90? —[A+pNt—2pgs+i+gNPr]0+1+pP!+q?=0. 
Aus biefer Gleichung ergeben fih im Allgemeinen zwei Werthe für 


Q, und folglich auch zwei Werthe für o, von denen je einer einem ber 
vorher gefundenen Werthe von y’ ober tang w entipricht. 


6. 38. 

.. Die Berhältniffe zwiſchen dieſen Werthen find indeſſen leichter zu 
durchſchauen , wenn man bie Ebene ber xy zu ber berührenden Ghbene 
in bem betreffenden Punkte ber Flaͤche parallel legt, wodurch in jenen 
Werthen und ihren Berhältniffen natürlich nichts geändert wirb, als bie 


9 

Ä _ — 

‚ Ser, welche viel einfacher werben muß, da nun die Tangenten an ben 
Rormalfchnitten zu ihren Projectionen parallel werden, und ber Winkel 
iwiichen zwei dieſer Iebtern auch bem von ben Tangenten oder von ben 
entiprechenden Rormalfchnitten gebildeten gleich ift. Durch biefe Ver⸗ 

| änderung in ber age ber Goorbinaten wird für ben betreffenden Punkt 

d W 

J —( ’ 40. | 

mb man erhält zur Beſtimmung ber Werthe von y’ ober fang w, 
welche einem größten ober kleinſten Werthe von ꝙ entſprechen, bie ein= 
fache Gleichung: 

yı- Zy—1=0, (a. 
aus deren letztem Gliede für bad Product ber beiden Wurzeln ber 


Werth: —1 folgt. Bezeichnet man demnach biefe beiden Wurzeln mit 
ing w, und tang wg , fo iſt 


1 
ougn——i, w=utzn; 


die beiden Richtungen ober Normalfchnitte, weldge einem 
größten ober Eleinften Werthe von o entfpredhen, bilden 
tolglih in jebem Punkte einer Fläche einen rechten Wintel 
unter ſich. 
Der Werth von o wirb nun bie Form annehmen: 
_ın—_ 1+y? 
Ä a ype | 
und die Gleichung, welche die beiden Werte von o enthält, fich auf 
(t— 2) —(r+t)o +1=0 (b. 


reduziren, ober wenn man bie Krümmung — einführt, die Form: 


x — (rt) +0 Ce. 
annehmen. Sind dann o, und os bie beiden Werthe von po und x, , xs 
bie entfprechenden von x, fo bat man 


4 
an mmran; 

die beiden Krümmungshalbmeſſer ober die beiden Krümmungen haben 

denmach badfelbe Zeichen oder find nach derſelben Seite gewendet, wenn 
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für den betreffenden Punkt der Flaͤche rt— es? >60 if; die Krüm- 
mungen ber heiben Rormalfchnitte find dagegen in Bezug auf die Ebene 
ber xy enigegengefet gerichtet, wenn rt— 20 tft, und für rt — s? —0 
wird entweder eine der beiden Krümmungen ober beide zugleich Null, 
bie berührende Ebene geht dann entweder nach einer Richtung ober nadh 
allen eine Berührung zweiter Ordnung mit ber Flaͤche ein. Findet 
die Gleichung rt— s?—=0 für alle Punkte ber Flaͤche flatt, alfo 
urabhängig von jebem befondern Werthe der Gonrdinaten, ſo gibt 
es in jedem Punkte ber Fläche wenigſtens eine, aber, mit Aus- 
nahme ber Ebene felbft, im Allgemeinen auch nur eine Richtung, im 
welcher bie Krümmung Null ift, nach welcher alfo eine Ebene ober eine 
Gerade eine Berührung zweiter Ordnung wit der Fläche haben kann, 
und es folgt daraus, wie wir fchon oben aus dem zweiten Geſetze ber 
Goorbinatenänderung geſchloſſen haben, daß 


rtt— st—0 


bie bezeichnende Gleichung für die entwidelbaren Flächen ifl. 

Wir haben ferner dort gefehen, baß wenn ri —s2>>0 ift, es feine 
Richtung gibt, mach welcher zwifchen ber Fläche unb ber berührenden 
Geraden eine andere ald eine einfache Berührung flattfinden kann; in 
dieſem alle ift der eine Werth von o ein größter, ber andere ein 
Heinfter. Hat man dagegen ri— 32<_0, fo gibt es immer zwei Rich⸗ 
tungen, nach welchen eine Gerade in einer innigeren Berührung mit ber 
Fläche fteht, für welche alſo die Krümmung Ruf iſt; in biefem Falle 
haben die beiden Werthe von o ober x, wie ſchon bemerkt, entgegen- 
gefeßte Zeichen, und bie letztern find num beide größte Werthe, ober 
bie von o beide kleinſte Wertbe. Denn leitet man aus dem Wertbe 
von o, in y’ ausgebrüct, das zweite Aenberungsgefeb in Bezug auf Y 
ab, fo findet man mit Beachtung der Bebingungsgleichung : 


s(yY?—1)+(r—t)yY=0 
und indem man den Nenner r+2sy’-Hiy’2 durch B erfeht, den 


Ausdruck: * 1t+2sY 
ä —— — +2 — 
und wenn man dann die Werthe von J aus der Gleichung (a) ein⸗ 
führt, welche find: 
Ve-9’-+H4s° 5? Ve-9°4° 5? 
Et ů, 
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fo zeigen die Ausdrücke: 


9 _ „VEN 

—— t2 — ı —o 2 9 

dv? ° B3 dy' B? 
daß wenn die beiden Werthe von o gleiche Zeichen haben, in ben vor⸗ 
fiehenden Gleichungen alfo bie beiden odern, oder die beiben untern 
Zeichen gelten, ein Werth von go ein größter, der andere ein Eleinfter ift, 
daß dagegen beide Fleinfte find, wenn die Werthe von o entgegengejebte 
Qualitäten, die Krümmungen alfo entgegengefeßte Richtungen haben, ba 
alsdann in der erftien Gleichung nur das obere, in ber zweiten nur das 
untere Zeichen genommen werden Tann. * 

Für ven Ba endlich, daß ri — s?—0 iſt ‚gibt bie Gleichung (e) 


—(r+H)x=0, n =0, #=rH4t, 
woraus wieder =D, = —— ar folgt. Für y’ ergeben fich unter 
derſelben Borausfebung bie Werthe: — um „ von benen ber 


Iere, weldjer auch gleich — — AR und dem Werthe o. Zod ent⸗ 


fpricht, den Nenner B auf Null bringt, alfo fowohl das erfte ald das 
jiweite Aenderungsgefeb von o in Bezug auf y’ unendlich macht. Der 
erſte Werth dagegen gibt 

d2o BE 2r3 

dy32 (+1) 
und zeigt, daß ber entfprechende Werth von o ein kleinſter iſt, ba man 


dad obere Zeichen nehmen muß, wenn r und t pofitio, das untere, 
wenn fie negativ find. 


*) Die Gleichung (b) nimmt nämlich für diefen Fall die Form am: 
(22 - ri) o rotBen1=0 

umb gibt die Werthe: 

VeRP FEN 
| Dale 7er er uk 
es iR alfo Vir+° 4er) = Vur-y+4s>r+t, unb 
bem pofitiven Werihe von o entfpricht die pofitive, dem negativen bie nega⸗ 
tive Wurzelgröße Yr-9+4 ”, 
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6. 39. 

Bei den Curven, welche auf einer gegebenen Fläche durch ebene 
Schnitte entftehen, die durch die Normale eines beftimmten Punktes ber 
Fläche geführt werben, fällt in biefem Punkte die Normale zur Fläche 
offenbar mit dem Krümmungshalbmeffer oder mit ber Hauptnormale ber 
Curve zufammen; fobalb man ſich aber in einem folchen Schnitte von 
jenem Punkte entfernt, ober irgend einer andern Erummen Linie auf ber 
gegebenen Fläche folgt, jo wird dies im Allgemeinen nicht mehr ftatt- 
finden; e8 werben vielmehr die genannten Normalen einen Winkel z unter 
fih bilden, deſſen Gofinus leicht durch die Winfel beſtimmt werben kann, 
welche biefe beiden Geraden mit den drei Coordinatenachſen einfchließen. 
Sind nämlih A, u, » dieſe Winkel für bie Normale zur Yläche, 
X, #, »v’ bie für bie Hauptnormale ber Eurve, fo ift bekanntlich 


c08 u) — 008 A, 008 4 -} cos cos’ + cos» cosv , 
und man findet damit und mit ben tn 6.6. 30 und 34 erhaltenen Wer⸗ 
then von cosA’, cosu, cos v, BA, ©08L, cosv, wenn bie 
Gleichungen ber gegebenen Fläche und ber darauf beſchriebenen ober 
bucch irgend einen Schnitt entftandenen Curve unter ben Formen: 


—f, 
FKann=0, | !I.c 


vorausgefebt werben, - 


ade * 
yore (ir art 0 ta) 

dx ds dy ds dz ds : 
und wenn bie Form z=—=f(x,y) für bie Gleichung der Fläche ge⸗ 
wählt wird, 

„dx dr „4 
_y (* "ds dz de %) 
sony == Kar’ is ty ds ds?’ 
in welchen Ausdrüden V und V’ bie in $. 34 angenommene Bebeutung 
haben. Bergleicht man dann den in den Klammern eingefchloffenen 
Factor des zweiten Gliedes in dem lebten Ausdrude mit bem zweiten 
Geſetze der Soorbinatenänderung in Bezug auf bie unabhängige Ver⸗ 
änderliche s ($. 35), fo ergibt ſich 
de u ji 
"ds dz ds dz ds 


Rn rcost« +2scosacosß-Htcos?ß, 








—— 


| unb ba zufolge ber Anmerkung in $. 37 das zweite Glied dieſer Glei⸗ 
chung auf m zurüdtommt, fo erhält man mit ber Beachtung, baß ber 
Beth von Y mit doppeltem Zeichen verfehen ift, 


V’ 





ı_ (Fey my. 


Bezeichnet man dann ben Krümmungshalbmeſſer des Normalfchnittes, 
welcher mit ber auf der Fläche beichriebenen Curve in bem betreffenden 
Punkte diefelbe Tangente gemeinfchaftlich hat, mit P, fo ift nad) dem 
Borbergehenden 


2 
P — v 9 
amd man ſchließt daraus die einfache Beziehung: 
e=Pwsy; 


demnach tft der Krämmungshalbmeffer einer auf einer 
gegebenen Fläche befhriebenen Curve in irgend einem 
ihrer Punkte gleich der Brofjection bes Krümmungshalb- 
meſſers des durch Die Tangente ber Curve geführten Nor— 


malfchnittesaufdie Krüämmungsebene der Curve. Umgekehrt 


bat man auch 
N PT,mV: K=xoosy; 


dent man fich daher die Krümmung X des Normalfchnittes, ſowie die 
Krümmung x der auf der Fläche befchriebenen Curve durch entjprechende 
Längen auf den Krümmungshalbmeflern vorgeftellt, fo tft bie Krüms 
mung bes Rormalfchnittes glei ber Projection ber 
Krümmung ber Curve auf bie Ebene bes Normalſchnittes, 
und die Krümmung ber Curve wächſt, wie Die Secante bes Winkels ı, 
ben ihre Krümmungsebene mit der Ebene bed Normalſchnittes einfchließt. 
Iſt diefer Winkel gleich Null, fo if cs y—=seceyw=1, und bem=- 
nad, wie ſchon bemerkt, 


e=P, »=K; 
für yvazn, wird o—=0, xà — W@ „ bie Eurve geht dann in einen 
Bunkt oder in zwei zufammenfallende Gerade fiber. 


% 


Umgefehrt wird bie Gleichung: 


Q v 
auch die Bedingung ausdrüden, daß bie Krümmungsebene einer auf 
einer Fläche gezogenen Curve durch die Normale ber Fläche geht, oder 
daß biefe Iehtere zugleich Hauptnormale der Eure ift, welche wir nun 
wegen ber Gleichheit der Krümmungen Krümmungscurve der ge- 
gebenen Fläche in dem betreffenden Punkte nennen wollen. 
Soll daher eine auf einer Fläche verzeichnete Curve diefe Gigenfchaft in 
allen ihren Punkten befiten, biefe Gurve alfo durchaus eine Krüm- 
mungscurve auf dieſer Fläche fein, fo muß die obige Bebingung 
unabhängig von jedem befondern Werthe ber Coordinaten erfüllt werben. 

Diefe Bedingung wird jeboch einfacher daburch ausgebrüdt, Daß 
man den Gofinus bed Winkels zwiſchen ber Normalen zur Flaͤche und 
einer Rormalen zur Krümmungsebene, welcher offenbar das Gomplement 
des Winkels y tft, gleich Null ſetzt. Man erhält auf dieſe Art und 
indem man die Winkel, welche die Normale zur Krümmungsebene mit 
den drei Coordinatenachſen bildet, Durch A,, u,, », bezeichnet, zuerſt 


sin y — 008 A c0sA, + cos u cost, cos y cosy,—=0 , 


und dann mit ben Goeffigienten ber oben gefundenen @leichung ber 
Krümmungsebene, welche den Yunctionen cos A,, cos u,, cos », pro⸗ 
portional find, ſowie mit den öfters vorgefommenen Werthen von cos A, 
cos ıı, cos», die Gleichung: 


dyd’s dzd’y\ dF +GE dxd’z\ dF 1 + dxd’y dyd’x\dE 


dsds’ dsde’ dsds®_ dsds’ dsdss isdn Jar 


welche der Form (x, y, 2)=0 ber Flaͤchengleichung ertfpricht, 
oder für bie Form z=f(x,y) diefer Gleichung ben Ausbrud: 
dyd’s. dz2d’y ds, dzd’z_ dxd’z\dz Idxd’y _dyd’x 
dsde® dsds®)dx ' \dsds® dsds® Jdy N dsds! deds® 
Nö man fodann diefe Gleichungen unter bie Formen: 
dFd!z dꝑ dex *3 (13 dFd’z * dF d’x dE dꝛy 


— {m gi Gesten — rm —— (isn — — — — 


dxıds? dz.ds® dz ds‘ dyda! dyds® dxds 


je 
dı d’z d’x dı ar + 3 dzfdıd’y diıd'x 
dx ds® er) dy int ds’ dxds’ dy 2)* 
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! ober bie letztere wieder mit Benügung der frühern Bezeichnungen unter 
‚bie Form: 


d2z  d% d2 1.4 —*— =) 
Gr at ds? 0009 (15 ds? +7)“ cosa — 153) °09) ’ 


fo fieht man, daß denfelben unabhängig von den drei Winkeln &, 4, y; 
d. 5. unabhängig von der Richtung, nach melcher fich die Krümmungs- 
curve wenden foll, Genüge gethan wird, wenn man bie brei Gleichungen; 


dx de dzde Pas 7 m! 
'  dFddy dFdis_ dd,  diy_ 
dz ds dyds ve IT amt 
ar dx dFay_, Ay_ 0 #xX_o 
dyds? dxsds? ds? ds? 


befriedigt. Don biefen drei Gleichungen iſt aber jede eine Folge ber 
beiden andern in berielben Reihe, was am einfachlten Daraus gefchloffen 


wird, daß wenn man tn. ber erſten Reihe die erſte mit * die zweite 


mit *. die dritte mit *. in der zweiten Reihe die erſte mit q und 


Die zweite mit — p multiplicirt, die Summe von allen dreien in ber= 
felben Reihe Null wird. Es genügt alfo an zwei dieſer Gleichungen, 
um die obige Bedingung zu erfüllen, und man wird leicht einſehen, daß 
fie, was ihre Bedeutung betrifft, das zweite Geſetz der Coordinaten⸗ 


änderung für die Krümmungseurve in Bezug auf bie unabhängige 


Veränderlihe s ausbrüden, ober bie abgeleiteten Gleichungen zweiter 
Ordnung der Projectionsgleichungen jener Curve vorftellen. 
Diefe Gleichungen nehmen eine viel weittäufigere, aber leichter zu 
beutende Form an, wenn die unabhängigen Veränderlichen getaufcht 
werden. Wil man 4 B. in der dritten Gleichung der zweiten Reihe x 
als unabhängige Beränbderliche einführen, fo muß man diefelbe merſ 
unter die Formen bringen: 


a. dy dx 
ds ds _ day dy des (3-25) — 
P 7,7977 ds —P\ ds =) ds? dsds®)"’ 


Decher, Handbuch ber Mechanik L 


% 
Umgefehrt wird bie Gleichung: 
e=P=y 2 oder x = KT 


auch die Bedingung ausdräden, daß bie Krümmungsebene einer auf 
einer Fläche gezogenen Curve burch bie Normale ber Fläche geht, ober 
baß biefe legtere zugleich Hauptnormale ber Curve ift, welche wir mun 
wegen ber Gleichheit der Krümmungen Krümmungscurve der ge= 
gebenen Fläche in dem betreffenden Punkte nennen wollen. 
Soll daher eine auf einer Fläche verzeichnete Curve biefe Eigenfchaft in 
allen ihren Punkten befiten, dieſe Curve alſo durchaus eine Krüm- 
mungscurve auf dieſer Fläche fein, fo muß bie obige Bedingung 
unabhängig von jebem befondern Werthe der Coordinaten erfüllt werden. 

Diefe Bedingung wird jeboch einfacher dadurch ausgebrüdt, daß 
man ben Eofinus des Winkels zwiſchen der Normalen zur Fläche und 
einer Normalen zur Krümmungsebene, welcher offenbar das Complement 
bes Winkels y tft, gleich Null ſetzt. Man erhält auf biefe Art und 
indem man bie Winkel, weldhe bie Rormale zur Krümmungsebene mit 
ben drei Coordinatenachſen bilbet, Durch A,, u,, », bezeichnet, zuerft 


sin y = cos A cos A, 4 cos u cos, cos y cosy,=—0 , 


und dann mit ben Gorffizienten ber oben gefundenen Gleichung ber 
Krümmungsebene, welche ben YZunctionen cos A,, cos u,, cos », Pro= 
portional find, ſowie mit den öfters vorgefommenen Werthen von cos A, 
cos u, cos», bie m: 
dyd’z dzd*y ded’x dx der * dzd’'y dyd’x\dF 
dsds’ dsds® dsds® dsds’Jdy' \dsds® dadsJdz ” 
weiche der Form F(x, Y, 2)=0 der Flaͤchengleichung etfpricht, 
oder für bie Form z—f(x,y) biefer Gleichung ben Ausbrud: 
dyd?s. dzd’y 14 dıd’x dxd’z da_ ygdxd'y dyd'x 
dsds® dsds’/dx ' \dsds® dsds’ Jdy ds ds® 5)* 


—* man ſodann dieſe Gleichungen unter die Formen: 


ar d®2 wer). „dx dre°y ur dRd'x_dRdıy\ _ 


de ds dyde dyds®_ dxds 


— — (sp — 


dxds® dıda® 

* 

ded’z _ dudtz +. -2 dzd’y dıd'x 
+) -7 7) ’ 


dx ds’ art ds? s\ .dxds? dyds 
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oder die lebtere wieder mit Benütung ber frühern Bezeichnungen unter 
bie Form: 


rer ter 


fo ſieht man, daß denſelben unabhängig von den brei Winkeln x, @, y; 
d. h. unabhängig von ber Richtung, nach welcher fich die Krümmungs- 
curve wenden foll, Genüge gethan wirb, wenn man bie drei Gleichungen; 


daFd2z dFdx _ diz d2x 

dx ds dz an dat ma 
dFdiy dFdizs_ 2 dy_ 
dz di ya er iss T ga 
ara aray , a x _; 
dyds dd? ds Igaa 


befriedigt. Bon biefen drei Gleichungen tft aber jede eine Folge ber 
beiden andern in berfelben Reihe, was am einfachften daraus gefchloffen 


wird, bag wenn man in. ber erſten Reihe bie erſte mit * die zweite 


mit *. die dritte mit 9 I,’ in ber zweiten Reihe bie ae mit q und 


bie ce mit —p uftilich, die Summe von allen dreien in ber- 
felben Reihe Null wird, Es genügt alfo an zwei diefer Gleichungen, 
um bie obige Bedingung zu erfüllen, und man wird leicht einſehen, baß 
fie, was ihre Bedeutung betrifft, das zweite Geſetz der Coordinaten- 
änderung für die Krümmungscure in Bezug auf die unabhängige 
Beränberlihe s ausdrüden, ober die abgeleiteten Gleichungen zmeiter 
Ordnung ber Profectionsgleichungen jener Curve vorftellen. 

Diefe Gleichungen nehmen eine viel weitläufigere, aber leichter zu 
deutende Form an, wenn die unabhängigen Veränberlichen getaufcht 
werden. Will man 3. DB. in der dritten Gleichung der zweiten Reihe x 
als unabhängige Veränderliche einführen, fo muß man biejelbe merſ 
unter die Formen bringen: 


a dx | 

de ds _ (diy_dyd’s dtx_dxdas) _ 
P dz 95 P\ds dsds? —q ds? dsds? — 
Decher, Handbuch der Mechanik L 


8 


da da x 
wenn man nun den letzten Ausdruck mit Fer‘ multiplizirt, und Fer ‚ 


1-y,8 7 ey feßt, fo wird derfelbe 
ds\2 ds d?s 
py" u)” 1x d58 ar =0 3 
„ s\? ds d?s 
endlich führt man für 1) und — dx Im den Werth: 


)=1+ (I) +65) +7 +04) 


und beffen erfte Ableitung: 

dsd?s dydiy dzdz ,.| , 

lm nut im’ rEtardItet2eYHiY?tar) 
ein, und findet nach einigen Rebuctionen ben Ausbrud: 

d.) A+P+R)yY t+la—pyY)lr+2sY+HY?)=0 

als zweites Gefeh ber Goorbinatenänderung, welche parallel zur Ebene ber 


xy und in einer durch bie Function 1 beſtimmten Richtung ſtattfinden 


muß, damit die entſprechende Curve auf ber Fläche eine Krümmungs⸗ 
eurve iſt. | 


Der aus ber vorhergehenden Gleichung fich ergebende Werth von y” 
2 
ober ST wirh Rull, einmal wenn man 


pyY—p-=0 oder =, 
nimmt, und dann wenn 


r+2sy-iyY?2= 
gefeßt wird. Der erſte Werth von y’ tft bie Tangente des Winkels, 
welchen ber zur Ebene ber xy ſenkrechte Normalfchnitt mit der Ebene 
ber xz bildet; der Riß diefer Schnittebene oder die Projection der Tan⸗ 
gente dieſes Normalfchnitted in der Ebene ber xy hat demnach mit der 
Projection unſerer Krümmungsceurve nach dieſer Richtung eine Berührung 
zweiter Ordnung; dieſe Projection macht alſo hier eine Wendung, oder 
fie iſt ſelbſt eine Gerade und in dieſem Falle’ die Krümmungscurve eine 
ebene Curve. Die zweite der obigen Gleichungen febt voraus, daß bie 





u 
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Krummungscurve im einer Richtung genommen wirb, nad) twelcher bie 
Fläche felbft eine Berührumg zweiter Ordnung mit einer Geraden ein- 
geht, ober nad) welcher. eine Gerade mit ber Fläche ganz zuſammenfällt. 
Findet blos das erftere flatt, fo macht die Profjection der Krümmungs- 
curve wieber eine Wendung; im zweiten Kalle tft natürlich die Krüm⸗ 
mungscurve ſelbſt, alſo auch jr Projection eine Gerade. 

Der Werth von y” ober = wird aber auch Null, und zwar un= 
abhängig von der Richtung, welche man einfchlägt, wenn gleichzeitig 
p=0 und q=0 wid, alfo in jedem Punkte, wo bie Tangential-Chmne 
zur gegebenen Fläche mit der Ebene ber xy parallel ift; in einem 
ſolchen Punkte macht alfo.dle Profection der Krümmungscurve für jede 
Richtung eine Werbung ober fie wirb für bie eine und bie andere 
Richtung eine Gerade, bie Curve felbit alfo eine ebene. | 

Sol endlih bie Krümmungscurve, welche man fucht, bie ber 
großten oder kleinſten Krümmung für jeden Punkt ber Zläche fein, durch 
weichen fte gezogen wird, jo muß man in dem vorhergehenden zweiten 
Aenderungsgeſetze (d) den entfprechenden Werth von y’ aus ben am 
Ende bed F. 37 erhaltenen Gleichungen einführen, indem durch biefen 
die Richtung Der größten ober Heinften Krümmung beflimmt wird. 
Sehr oft werben nur diefe Linien ber größten ober Aeinften Krümmung 
Krümmungslinten genannt. 

Die Krümmungsenrven überhaupt kann man fich auf einer Fläche 
daburch erzeugt denken, daß ein vollfommen biegfamer Faden durch 
zwei beliebige Punkte über die Fläche geipannt worden ſei, unb dabei 
feine Reibung ſtattfinde; denn «8 iſt faft von felbft einleuchtend, daß 
für biefen Baden bie Hauptnormale in jebem Punkte ſenkrecht zur Fläche 
fein wirb, und baß der zwifchen den beiden Punkten Tiegende Bogen 
der Fadencurve kürzer ober länger fein wird, als bei jeber andern Curve, 
welche man durch diefelben zwei Punkte auf ber gegebenen Fläche ziehen 
Inn. . Wir werden deßhalb bei ber Unterfuchung über bie Bewegung 
eines Punktes auf einer Fläche und über das Gleichgewicht eines voll⸗ 
fommen biegfamen Tadens auf biefe Krümmungseurven zurückkommen. 


$. 40. 


Die vorhergehenden Betrachtungen über die Gefehe der Coordinaten⸗ 
änderung einer Curve ober Fläche laffen ſich nun auch auf jebe andere 
Function anwenden, welche eine Beziehung zwiſchen ſtetig wachſenden 
oder abnehmenben Größen ausbrüft, und welche, wenn man will, 

7 ” 
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immer durch eine Curve oder Fläche anfchaulich bargeftellt werden Tann, 
fo Tange bie Zahl ber Veränberlichen nicht größer ift, als drei. Die 
erfte Abgeleitete einer folchen Function wird immer das erfte Geſetz der 
gegenfeitigen ftetigen Aenderung jener Größen für einen beſtimmten ober 
beliebigen Werth ber unabhängigen Veränderlichen barftellen, d. h. fie 
wird angeben, in welchem Verhaͤltniſſe die tm Entſtehen begriffene Aeu⸗ 
derung des Werthes der Function zu der Aenderung des Werthes ber 
unabhängigen Beränderlichen vor fich gehen will; bie zweite abgeleitete 
Function wird ebenfo angeben, in welchem Berhältniffe fich biefes erfte 
Aenderungsverhältnig oder Aenderungsgefeb zu ändern tm Begriffe fteht, 
alfo das zweite Aenderungsgeſetz der gegebenen Function ausbrüden, u. ſ. f. 
Solche Bunctionen find 3. B. die Gleichungen, welche die Länge eines 
Bogens, den Flächentnhalt einer Fläche, ben Rauminhalt oder bie Lage 
bes Schwerpunftes eines Körpers. Durch bie Coordinaten ber Begrenzun⸗ 
gen ausdrücken; die Abgeleiteten derſelben zeigen dann, tn welchem 
Verhältniſſe fi bie Länge des Bogens, der Flächen- ober 
Rauminhalt, ober die Rage des Schwerpunktes mit ber 
Erweiterung einer ober mehrerer Grenzen ändert oder 
zu ändern im Begriffe ficht. 

Im Laufe unferer Unterfuchungen über Gleichgewicht und Bewegung 
werden wir noch vielen andern ähnlichen Yunctionen begegnen, wnb 
unter dieſen auch folchen, bei denen eine ber Beränberlichen oder die 
Function felbft für gemiffe Werthe ber unabhängigen Veraͤnderlichen 
einen größten oder kleinſten Werth erhalten kann, wie wir fchon bei 
der Beitimmung der Krümmung ber Flächen einen ähnlihen Yall ge 
ſehen haben. Sn allen Diefen Fällen werden dann auch bie Bebingungen, 
bie oben für das Vorhandenfein eines größten ober kleinſten Werthes ber 
Ordinate einer Curve ober Fläche gefunden wurden, zur Beſtimmung 
der Merthe der unabhängigen Beränberlichen dienen, denen jene größten 
ober kleinſten Werthe ber Function entfprechen. — 

In ben meiſten unferer Unterfuchungen find es aber gerade bie 
Geſetze der Größenändberung, welche wir unmittelbar erhalten Tonnen, 
und von denen wir auf das zwiſchen den veränberlichen Größen ſelbft 
‚ fattfindende Verhältniß oder auf die Function, welche ihre gegenfeitigen 


2. Beziehungen ausdrückt, zurücſchließen müffen. Diefes iſt bann bie Auf- 


gabe der Integralrechnung, von welcher wir aus bem angeführten 
Grunde fehr häufigen Gebrauch machen werden, und babel in fo ein- 
fachen Fällen, daß die Kenntniß ber Anfangsgründe diefer Rechnungsart 
hinreiht, um mit Nuten dem Gange ber Iinterfuchungen folgen zu 
können, während bie den Unterfuchungen beigefügten Beifpiele das befte 
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Mittel find, fich Fertigkeit in berfelben zu erwerben und Ihre Anwendung 
kennen zu lernen. 

Es dürfte indeſſen ungeachtet bed Umfanges, welchen gegenwärtige 
Einleitung erhält, nicht überflüffig fein, Hier auch für Diefe Rechnung, 
was ihre nächite Aufgabe und ihre Anwendung betrifft, eine einfachere 
und natürlichere Anficht, als die gewöhnliche, zu Grunde zu legen, und 
babei den Lefer fowohl mit der im Laufe dieſes Werkes angemwendeten 
Art und Weiſe des Ausdruds und der Bezeichnung bekannt zu machen, 
als über einige zweifelhafte Fälle in der Auwendung, worüber die mei- 
fien Lehrbücher ber Sntegralrechnung hinweggehen oder unklare und 
umnrichtige Lehren geben, aufzuklären. 


g. 41. 


Die erſte und nächſte Aufgabe der Integralrechnung befteht nicht 
darin, wie man ſich gewöhnlich ausdrüdt, von der abgeleiteten Function 
auf die urfprüngliche zurüdzufchließen, fondern darin, aus dem all- 
gemeinen Aenderungsgefege einer Function ihre wirkliche 
Aenbdberung für einen gegebenen Aenderungswerth der un- 
abhängigen Beränderlihen herzuleiten, oder was basfelbe tft, 
den Unterfchied in dem Werthe der urfprünglihen Func- 
tion anzugeben, welcher zwei gegebenen oder beliebigen 
Werthen der unabhängigen Beränderlichen entfprict. 


Das Integralgeichen J hebt nämlich zunächſt das Zeichen Anf: 
(Anfangswerth) auf oder ift diefem bem Begriffe nach entgegengefebt, 
und wie man aus ber Oleihung: x» —a, bie ne: x=] a giebt, 
fo erhält man in firenger Folge aus ben Gleichungen: 

An: ZY — 4X Ant: (RAID) _ f(x) 


— — 


Ax dx’ | dx 
zunächft die Aenderungsverhältnifie: 


Ay _ (dr t&+2x)—tK) 
3-4 , elite, 
und dann die Aenderungswerthe oder Integralien: 


A41x=4x —— 
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Sit demnach bie Gleichung oder das Aenberungsgefek : 
d 

a.) — f (x) 

gegeben, fo zieht man daraus durch Integration 


AIY _fix+Ax)—f(x 
Ax fr (x )= Ax ), 
oder fogleich einfacher 


Ay=ar|F=At)=tls} 42) Ma), 


und nennt diefen lehtern Ausdrud, in melden die Werthe x und 
x+ 4x ber unabhängigen Veränberlichen noch unbeftimmt find, das 
unbefiimmte Integral ber Differentialgleihung (a). Diefes un- 
beftimmte Integral ift Demnach der allgemeine Ausdruck der Aenberung, 
melche die Veränderliche y oder die Function f(x) erleidet, wenn bie 
unabhängige Beränderliche von bem beliebigen Werthe x zu irgend einem 
andern x+ 1x übergeht; man kann ihn alfo auch bie Form geben: 
yv-y=f(x)—f@o), 

wenn x, für xAx gefeßt wird, unb y, den bem x, entſprechenden 
Werth der Veränderlichen y vorftelt. Da nun 4x ganz willkürlich 
ift und ebenſowohl negativ wie poſitiv fein kann, fo werben die Größen 
x,, Y, irgend zwei belichige andere Werthe als x und y von dieſen 
Veränberlichen ausdrüden können. Sind alfo zwei folche entfprechende 
Werthe befannt, oder werben biefelben je nad) Umftänden und mit Be 
achtung des Möglichen feitgeftellt und mit x, , y) bezeichnet ‚fo erhält 
bie vorhergebende Gleichung die Form: 


Y-y=f6)—f(x); 


fie wird nun als die urfprüngliche Function der Abgeleiteten f (x) be . 


trachtet, und gewöhnlich das vollftändige Integral der Gleichung (a) 
genannt; wir wollen fie jedoch das allgemeine Integral ber 
Sleihung (a) nennen, weil darin die Beränberlichen x und y felbft 
- enthalten find, und fie das allgemeine Verhältniß zwiſchen dieſen 
Veränderlichen beitimmt ausdrückt. 

Werben endlich, wie dies immer gejchehen muß, wenn ber Zahlen- 
werth eines Integrals berechnet werben foll, zwei Werthe für x 
angenommen und beftimmt, um den Unterfchieb in ben Werthen ber 
Function f(x) ober ber DBeränberlichen y auszubrüden, welche jenen 
Werthen ber unabhängigen Veränderlichen entiprechen, und bezeichnet 


m — — —ñ— 7 nn nn — 
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man bie tebtere mit X und x,, bie erfiern mit Y mb yo, fo erhält 
man das beftimmte Integral: 


vn =f(X)— f(x) 
der Gleichung (a). Diefe beftimmten Werthe X 'unb x, ber unab- 
haͤngigen Beränbderlihen x werden Grenzwerthe ober Grenzen 


derſelben genannt, und gewöhnlich fchon in der unentwidelten Form des 
Integrales dadurch angedeutet „daß man den größern Grenzwerth X 


oben, ben kleineren x, unter dem Integralzeichen f beifeßt, und dem⸗ 
gemäß das beftimmte Integral der Functionen: 


dy 
m f(x), 


durch die Bezeichnung ” 


X: 
IX 54 ax], r@) 

andeutet. Bisweilen werbe ich ſelbſt dieſe Grenzwerthe dem Zeichen 4 

des unbeſtimmten Integrales beifügen, namentlich in ſolchen Ballen, wo 

bie ben Grenzen enifprechenden Werthen ber hinter dem Zeichen folgen- 

gen Größe ober Function nicht unmittelbar oder auf eine einfache Weiſe 

angegeben werden Tonnen. So wird das beftimmte Integral der Function: 





dy 
ey d. dx 
dx dx 


zwiſchen den Grenzen X und x, der unabhängigen Deränberlichen xam 
einfachften durch 


f} — X d 
dx — =472 
eo X Xs ı. 


angedeutet, indem mm noch ber größern Beitimmtheit wegen durch ben 
Inder x an dem Zeichen 4 die unabhängige Veränderliche bezeichnet, 
auf welche fich die Grenzwerthe X und x, beziehen. Ebenſo wird man 


x dy X x X “ x 
Ax ix —= 4..y N dx f(x)=4.f(x) 
x X, Xo 
X Xo 


fhreiben, da tn ber letztern Form der Inder x entbehrlich wird, wäh- 
rend in ber erftern ohne benfelben Teicht eine Irrung entftehen Tann, 





- wenn bie Grenzen nicht wie oben durch gleichlautende Buchſtaben mit 
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ber unabhängigen Beränderlichen bezeichnet find, fondern auf andere 
Weiſe, durch die erften Buchſtaben ded Alphabets oder burch Zahlen, u. ſ. f., 
ausgebrückt erfiheinen. Seht man 3. B. 

Ax=b-—-a, 
fo bat man wie leicht zu fehem, die ganz befkimmten Ausbrüde: 


b b b 
4x ax = Ay, 4x1 f(x) - Af(x). 
„ x a . a 


Man kann nun and umgelehrt wieder eine biefer Grenzen ber unab⸗ 
hängigen Veränderlichen als unbeftimmt oder veränderlih annehmen 
und fie demnach mit der-DBeränberlichen felbit bezeichnen; man erhält 
dadurch für das allgemeine Integral die unentwidelten Formen: 


x dy x x x 
x x 
X X 
welche durch weitere Ausführung auf die frähern zurückkommen. 
Die bisher vorgeführten Formen zeigen, daß bei dem unentwickelten 


Integral dem Zeichen f immer bie Nenderung ber unabhängigen Ber- 


änderlichen als Factor vorhergebt, welcher beim entwidelten Integral, 
das denfelben Factor zum Divtfor hat, verſchwindet. Man Tönnte deß⸗ 
halb diefen Factor auch beim unentwickelten Integral entbehrlich finden, 
wenn berfelbe nicht außerdent einen wichtigen Dienft zu leiften hätte, 
namlich: Die VBeränderliche anzudeuten, weldhe als unab- 
hängigegenommen werben foll, und aufwelde ſich bie an 


bem Zeigen [ angefchriebenen Grenzwerthe beziehen, 


weßhalb derſelbe nicht fo geradezu befeltigt werben darf. Auf der 
andern Seite tft nicht zu verfennen, daß diefer Factor vor dem Inte 
gralgeichen trennend zwiſchen das Integral und feine Gorffizienten oder 
eonftante Fartoren tritt, und namentlich bei den vielfachen Integralien 
unbequem wird, ba man ihn hier nicht, wie bei ben einfachen zur Noth 
geichehen könnte, hinter bas Integral fegen Tann, ohne Klammern an- 


zuwenden und ihn zu mweit von bem tkm zugehörenden Zeichen f zu 


trennen. Es dürfte daher das Zweckmäßigſte fein, dieſen Factor 41 
in bie Formgröße dx zu verwandeln und biefe als bloßes Zeichen zur 
Andeutung der unabhängigen Deränberlichen unmittelbar Hinter bad 


| 
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Integralzeichen J zu ſetzen, ſo daß nun die Grenzwerthe gleichzeitig an 


dem Zeichen J und über dem Zeichen dx angeſchrieben werden, alſo 


nahe fo wie es bei der bisherigen Art ber Bezeichnung bei vielfachen 
Integralien gehalten wird, mit bem Unterſchiede jeboch, baß nach unſerer 


Bezeichnung 
fax. ober je 


zufammen ein einziges Zeichen, umb zwar das vollftändige 
Zeihen der unbeftimmtien oder beftimmten Integration 
vorftellt. Auf diefe Weiſe erhalten mir alfo für das unbeftimmte 
Integral ber Gleichung (a) die unentwidedte Form: 


d 
je wa fix. fi&x)=4lx); 
für das beſtim mte dagegen die Ausbrüde: 


x dy X x X 
dx. . = Iy= dx.f(x)=4f(x), 
x Xo Xo 


% Io 


welche in das allgemeine Integral übergehen, wenn man flatt bee 
beftimmten Grenze X bie Beränberliche x felbft einführt. 

In viden Fällen wird bie Integration erleichtert, wenn man bie 
wabhängige Veränderliche vertaufcht, indem man biefelbe als eine Func⸗ 
tion einer andern Veränderlichen ausdrückt, welche ſtatt ihrer als unab- 
hängige genommen wird. Yür bie Function: 


1er) 
erhält man auf biefe Weife, Indem man x—9 (2) feht, 
dy dy dx 
T-1. Er )E=r)g lo), 


und demnach als beftinnmtes Integral zwiſchen den Grenzen Z und 2, 
von 3, benen bie Wertbe Y und y, ber Veränberlichen y entſprechen, 
den Ausdruck: 


Y-y = [int = —E 
5 2 


1o0s 


Seht man dagegen, was ſelbſt das gewöhnlichere iſt, (1) — 2, 
ſo wird 








und man hat dann: 
2 u} 
dx f(x) 
Y—y =Jhdz.f — —Idz. ; 
u Haar je v6) 


worin zur weiteren Ausführung noch x durch 2 ausgebrüdt werben 
muß. Diefe Bertaufchung ber unabhängigen Beränderlichen wendet man 
gewöhnlich bei einfachen Differentinlquotienten an, unb erhält auf biefe 


Weile für x 
dy x 
jest mar. 


x 
nun auch bie Bezeichnung: 


Y Y 

jr2-&- iyiz=dy=Yoy , 
Yo Yo Je 

worin Y unb y, immer bie ben Grenzen X und x, ber früheren un- 

abhängigen Veränderlichen entfprechenden Werthe von y find. 


$. 22. 

Nach dem gewöhnlichen Begriffe, welchen man mit einem Sutegral 
zu verbinden pflegt, iſt biefes eine Summe von unendlich vielen unend⸗ 
lich Kleinen Sliedern oder doch die fogenannte Grenze einer Summe 
von folchen Gliedern, und es tft natürlich, daß man nach biefer Vor⸗ 
ftellungsweife Zweifel über die Nichtigkeit eined beflimmten Integrale 
hegen mußte, befien gegebener Differentialquotient zwiſchen den Grenzen 
besfelben durch ben Werth: Unendlich geht, von bem Yalle gar nicht zu 
reden, mo diefe Function zwiſchen benfelben Grenzen imaginär wird. 
Dieje Zweifel wurden bann noch beflärft Durch eine zweite unglüdliche 
Vorftellungsmeife, nach welcher man fich jedes Integral als das Maaß 
eine Dberfläche ober eines Volumens denkt, nach welcher man 
alfo mit demfelben gerabe ſolche Begriffe verbindet, denen die allen un⸗ 
benannten und den meiſten benannten Größen zukommende Eigenfchaft: 
entgegengefette Werthe annehmen zu können, fehlt, bie 
alfo durchaus unfähig find, als allgemeine Vertreter für alle Functionen 
zu bienen, namentlich fürfoldhe, deren Werth bald zu= bald 


—6 





abnimmt, währenb bie Veränderliche immer waͤchſt. Nach dem Be⸗ 
griffe dagegen, welcher ber vorhergehenden Darftellung und Ableitung 
zufolge mit einem Integral zu verbinden ift, brüdt dieſes einfach ben 
Unterfehieb zweier Werthe einer Function aus, deren Aenderungsgeſetz 
gegeben war, und es iſt für biefen Unterſchied ganz gleichgültig, durch 
welche Werthe jene. Function gegangen ift, ba berfelbe blos von ben 
beiben Grenzwerthen und nicht von den Dazwilchenliegenden abhängen 
kann, biefe mögen unendlich oder auch imaginär geweſen fein *). 
Es ift alfo gar kein Grund vorhanden, an des Richtigkeit eines, In⸗ 
tegral8 zu zweifeln, wenn das Aenderungsgefeß oder bie urfprüngliche 
Function ſelbſt zwifchen ben Grenzwerthen unendlich oder imaginär ge⸗ 
worden ift, und wenn Cauchy beweifet, oder doch zu. beweiſen glaubt, 
daß ein begrenztes Integral, melches zwiſchen zwei Grenzwerthen durch 
den Werth: Unendlich gegangen ift, keinen beftimmten Werth babe, fo 
zeigt biefes nur, wie ber biöherige Begriff von den Sntegralen, von 
den unendlich Fleinen oder verſchwindenden Größen und ben 
fogenannten Grenzen trre führen kann. Denn abgefehen davon, daß 


*) 88 bürfte in dieſer Beziehung noihwendig werben, zwiſchen analytiſcher 
und geometrifher Stetigkeit zu wmierfcheiden. Die lebtere wird 
dann etwa dem bisherigen Begriffe der Stetigfeit entfprechen, und eine 
Bunction demnach fo lange geometriſche Stetigfeit beſihen, als ſie für 
fletig wachſende Werthe der unabhängigen Beränderlichen reelle Werthe ers 
hält; dabei dürfte aber der Durchgang durch den Werth: Unendlich ebenfse 
wenig als ber dur den Werth: Null als eine Unterbrechung ber geomeiri⸗ 
fen Stetigkeit anzuſehen fein. Die analytiſche Stetigkeit dagegen 
wird nur darin beflehen, daß der Größe, von welcher ber Werth einer Fun 
tion abhängt, nicht Blos einzelne beſtimmte Werthe beigelegt werben, wie 
in der niedern Analyfis, fondern daß fie als eine durch alle mögliche 
Werthe wachfende Beränderliche zu betrachten iſt, und daß in Folge deſſen 
auch jede Funcktion berfelben eine befimmte Reihe in einander übergehenber 
Werthe erhält. . Bet dieſer analytiſchen Stetigtelt wird es alſo niemals 
Unterbredung geben, ba hier die imaginären Werthe ber Function 
ebenfo allen allgemeinen analytiſchen Bedingungen und Operationen Genüge 
leiſten, wie die reellen Wertbe, gerade fo wie bie imaginären Wurzeln 
einer Gleichung alle allgemeine Bigenfchaften mit ven reellen theilen. Die 
imaginären Werthe einer Function lönnen demnach ald bie analytifchen 
Stege zur Ueberſchreitung ver Lücken in ber geometriſchen Gtetigtelt 
angejehen werden. Bine natürliche, ungezwungene, geometrifche 
Borftellung Habe ich troß aller Mühe mit imaginären Weriben nicht zu 
verbinden vermocht. 
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jet. zumr ‚ 


welches auch Cauchy zu Grunde Iegt, daß biefe Function für jede 
negative x denſelben Werth gibt, wie für ein gleiches pofitives, daß 
alfo der Unterichieb zweier folder Werthe Null fein muß, d. h. daß 


man immer hat 
[“ 1 
X 
— a 


welches auch der Werth von a ſein mag. Dieſer Schluß wird auf 
einen Blick einleuchtend, wenn man die Function: — als Aenberungs- 


geſetz der Coordinaten einer Curve annimmt, deren Gleichung das all- 
gemeine Integral jener Function ift, nämlich: 


1 x3 
1- 0 * „2 Ioen SER 
bie alſo eine doppelte logarithmiſche Curve, Fig. 19, zu beiden Selten 
ber Achſe der y bildet. , 
Stellt man fich Dagegen bielelbe Function: — als Aenderungsgefeh 


ber Oberfläche der Curve vor, deren Gleichung: yx—a?, bie alfo eine 
gleichfeitige Hyperbel ift, fo hat man natürlich De 


+b by | 
n0=n [int =0, 
—b BE 


was mit unferer Vorftellung von Oberfläche nicht übereinftimmt, ba ſich 
Oberfläche und Oberfläche nicht aufheben ober vermindern fann. Man 
bat daher in diefem Kalle 


+b bo, Rh, 
4.0 = fer — [art —= 289..0 
—b 0 * o * 

zu nehmen. Dieſe letztere Beachtung hat aber auch in dem Falle Platz 
zu greifen, wenn dns Aenderungsgeſetz beim Durchgange durch ben 
Werth: Null dad Zeichen wechſelt. Für bie Oberfläche 3. B. zwiſchen 
der Geraden, beren Gleichung: . 
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iR, und ber Abſeiſſenachſe, bat man zwiſchen ben Grenzen X—2a und 
| 40, den — Werth: 


(Henn 
4. = ir. 9-4. 5, 9=0 


; dagegen hat man ganz richtig: 
2a 2a x. 2a x? 1 
40 = Il d= d.b GI zb 
und aus bemfelben Grunde wie oben 
306 94 N Ted n ab 
x = . — — X. — — za). 
2 0x ( r ) a Br 
Ein bemerkenswerthes Beiſpiel bietet in dieſer Hinſicht noch die Function 
dy 4 
dx (a—x)? 


dar, worin A eine conftante Größe iſtz denn man ſieht, daß dieſes 

| Kenderungögefeh für alle Werthe von x pofitiv bleibt, woraus man 

nad der gewöhnlichen Vorſtellung von einem Integral fchließen müßte, 

dab das Integral jener Function zwiſchen Null und irgend einem po- 

ſitiven Werthe von x Immer einen pofitiven Werth, zwiſchen Null und 

F negativen x einen negativen Werth geben muß. Das unbefiimmte 
egral: 


4y = a 9, 


jmer Function zeigt indeſſen, daß ber Werth der nefprünglichen Func⸗ 
| tim von —=— oo his x—0 um 2 waͤchſt, daß berfelbe für 1a 


unendlich, und für x >a negativ wird, und für x—2a den Werth: 2 


erhält, u. ſ. f., mie dies in der Natur ber Sache Hegt, und‘ durch bie 
Curve Fig. 20 bargeſtelt wird, deren Gleichung 


h2 


A—X.. 





J — vJo — 
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die obige Yunction ale Aenderungsgeſez der Coordinaten gibst. Dem 
eine Größe, welche fortwährend wachen foll, und zwar fo, daß fie 
für einen beftimmten Werth der unabhängigen Beränberlichen ſchon 
unendlich wird, muß bier gleichzeitig mit dem Werthe: Negativ un 
endlich wieder anfangen, um noch ferner wachſen zu können, alfo von 
da an negative Werthe erhalten. Wollte man fich daher bie gegebene 
Function als Aenderungsgefeh ber Oberfläche ber Curve Fig. 21 denfen, 
fo tonnte bie Integration zwifchen Grenzen, bie zu beiben Seiten des 
Werthes x— a fliegen, Teinen richtigen ober vaſſenden Werth geben, 
und man nrüßte wieder 


2a a a 
b8 b3 
I = 08 Tamay + je 
nehmen, um einen dem Begriffe: Oberfläche entiprechenden Werth zu 


erhalten. 
Fa will ich noch bemerken, daß das Integral: 


40-[% Nr er 


— 4. ya, ‚ab lo 


m: —— 
welches die von den beiden Zweigen ber Hyperbel begrenzte Oberfläche 
ansbrädt, den ganz richtigen Werth: 

0=-xyRze X2 — a2 — ablogn. Vet) 


gibt, ohngeachtet bad Aenderungsgeſetz zwiſchen x=a und xı—=—ı 
tmaginär iſt *), alfo gerade jo, als wenn fich bie beiden Curvenzweige 


Nach der gewöhnlichen Anficht könnte man hier einwenden, daß ſich bie in 
gleichen Abſtaͤnden vom Anfangepunkte liegenden imaginären Clemente bei der 
Summatton anfheben; das Ergebniß If aber auch dann noch richtig, wenn 
man ben Anfangepunkt in einen bee beiden Scheitel verlegt, und das 


Integral: 
[. 2. — 
fax. „y* — Lax 


zwifchen ten Grenzen X > 2a und 0 nimmt, 
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mit ihren Scheitein berührten, und wir finden bier Feine negative Ober- 
fäde, weil das Aenderungsgefeb beim Uebergang von den pofitiven x 
zu den negativen, wobei es den Werth: Null erhält, das Zeichen nicht 
ändert, Dies zeigt fich befonders deutlich, wenn man in den vorher- 
gehenden Ausdrücken a gleih Null ſetzt, ohne jedoch den Coeffizienten 


m ändern; man erhält fo . 
+X +8, __ X 
4.0 — .dya= 4. ya = b za; 
—X —X a —X 


und diefer Ausdruck ift ber richtige Werth ber von ber gebrochenen Linie 
CAB $ig. 22 und der Achfe ber x begrenzten Fläche, denn die Gleichung 
biefer Curve iſt offenbar: | 


= ıy8; 


dad Aenderungsgeſetz des Flaͤcheninhaltes ändert alfo das Zeichen nicht, 
wenn ed durch den Werth: Null geht. *) 

Diefe Beifpiele mögen genügen, bie vorhergehenden Bemerkungen 
zn unterſtũtzen und zu zeigen, baß man in foldden Kühlen, wo bas 
Aenderungsgefeh einer Function beim Durchgang durch 
ben Werth: Null ober Unendlich Das Zeichen ändert, oder 
wo e8 mit der Function felbft Dur den Werth: Unendlich 
geht, ohne das Zeichen zu wechjeln, für das beftimmte Integral, 
beſſen Grenzen zu beiden Seiten biefer Werthe liegen, darauf Rüdficht 
zu nehmen hat, ob die betreffende Größe ihrem Begriffe 
nah entgegengefeste Werthe erhalten kann oder nichtz im 
erften Falle wird das Integral immer einen richtigen Werth geben; Im 
weiten muß man basfelbe in zwei Theile zerlegen, deren gemeinfchaft- 
fie Grenze da ift, wo das Aenderungsgeſetz Null oder unendlich wird, 
mb dann ohne Rückſicht auf die Lage der Grenzen ben Werth von 
kdem Theile berechnen und deren Summe nehmen. Die Urfache ift Teicht 


) Deunkt man ſich die Function ayr als Aenderungsgeſetz der Koordinaten 
einer ebenen Curve, fo findet man für dieſe bie Bleichung: 


-.; xy; ; 


fie beficht demnach aus ben beißen gegenüberfichenden Aeften zweier Barabeln 
Fig. 22a, welche fich mit ihren Scheiteln berübren. 
Decher, Handbuch ter Mechanik L 
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einzufehen und für ben zweiten Fall fchon angebeutet worden. Wenn 
ferner das Aenberungsgefeb einer Function burch ben Werth O oder ao 
gegangen iſt und das Zeichen gewechſelt hat, fo hatte die Function bort 
einen größten oder Heinften Werth und ift nun im Abnehmen begriffen, 
während fie früher im Zunehmen war oder umgelehrt. Ein folder 
Wechſel ift aber im Wachsthum einer Größe, die Feine entgegen- 
gefesten Werthe annehmen kann, wie Oberfläche, Volumen, 
Mafle, Gewicht, u. f. m. nicht denkbar; denn biefe müflen dem Begriffe 
nach fortwährend mit ber Veränderlichen wachen oder abnehmen. 
Während man nun in dem ebenbeſprochenen Falle Zweifel erhob, 
wo Feine zu erheben waren, war man in der Anwendung einer andern 
Ablettungsmethobe beitimmter Integralien — der Differentiation unter 


bem Zeichen f — weniger ängftlich, und ließ fich auch dadurch zu weſent⸗ 


lichen Irrthümern verleiten, wie ich bei der Lehre von ber gegenfeitigen 
Anziehung der Körper (U. Buch, I. Abſchn. 6. Kapitel) zeigen werbe, 
ba bier eine nähere Grörterung zu weit führen würde. Aus demfelben 
Grunde muß es dem Leſer überlaffen werben, bie im Borhergehenden 
dargeftellte einfache und natürliche Anſchauungsweiſe auf Höhere und 
vielfache Integrale und Eu die Integration der Differentialgletchungen 
auszudehnen. 
6 43, 


Bisher wurden bie Geſetze ber Goordinatenänderung immer in einer 
beftimmten Richtung und für eine beftimmte krumme Linie unterfucht. 
Es gibt jedoch auch Fälle, mo man bei ber Beränderung ber Lage eines 
Punktes an Feine beftimmte Richtung dent, ober wo man mehrere Gur- 
ven, bie derſelbe befchreiben fünnte, unter fich vergleichen will, wo man 
alfo die Geſetze der Coordinatenänderung nicht nur in derſelben Curve, 
fondern auch von einer Curve zur andern fennen und ausdrüden muß. 
Diefe lebtern Aenderungsgefeße unterfcheidet man dann in der allgemeinen 
Bezeichnung von ben frühern durch das fogenannte Variationszei— 
hend flatt des Differenttationszeichend d, indemman dx, dy, ds, etc. 
Bariationen von x, Y, 8, etc., nenntz fie find wie die Differentiale 
bloße Kormgrößen ohne denkbaren Werth. 

Verrückt man 3. B. einen Punft im Raume oder auf einer Fläche, 
deſſen urfprüngliche Lage durch die Goorbinaten x, y, z beftimmt ift, 
in irgend einer beliebigen Richtung in einer geraden oder Erummen 
Linie fo, baß er ben Fleinen Weg Is zurücklegt, und drädt die Pro- 
jection dieſes Weges auf die Coorbinatmachfen durch 4x, Ay. Jı 
aus, fo erhält man die willkürlichen Verhältniſſe: 


«A 4 
ds.’ ds As ’ 
deren Anfangswerthe nun durch 
dx dy dı 
ds ds ° ds 


bezeichnet werden, und ebenfalls willfürliche Größen find, bie indeſſen, 
wie wir fpäter ſehen werben, bei allgemeinen Betrachtungen über bie 
mögliche Aenderung in ber Rage eines materiellen Punktes ihre An- 
wendung finden. 


Dentt man ſich ferner im Raume ober auf einer lache beliebig 
viele Curven gezogen, unb ftellt fi) vor, es gehe eine derſelben durch 
ſtetige Verwandlung in bie andere über, fo wirb man auch eine 
fetige Aenderung der Coordinaten und der Aenberungsgefehe der Coor⸗ 
dinaten von einer Curve zur andern annehmen müflen. Die Gleichungen 
dieſer Curve enthalten bann außer den veränberlichen Eoordinaten x, y, z 
noch eine oder mehrere andere Größen, welche für jede einzelne berfelben 
conftant ſind, Die aber bei dem Mebergange von einer Curve zur andern 
veränderlich werben. Die Coordinaten felbft erfcheinen für dieſen Ueber⸗ 
gang als willkürliche Functionen dieſer neuen DBeränderlichen,, ober doc 
von einer berfelben, von welcher bie übrigen, wenn fie nicht ganz mill- 
finlich bleiben, durch gegebene Bedingungen abhängig gemacht werben. 


Bezeichnet man demnach die neue Veränberliche, von ber alle*übri- 
gen abhängen ober ald abhängig gedacht find, und bie für jede einzelne ' 
der verſchiedenen Curven conftant ift, mit k, fo nehmen bie Gleichungen 
einer berfelben bie Kormen an: _ | 


y=f(z;k) , ı=h(x,k), 


unb es tft einleuchtend, daß ber Uebergang von einem Punkte biefer 
Curve zu einem Punkte der folgenden durch bie beiden willfürlichen Ver⸗ 
änderungen /x und Ik bedingt ift, von denen bie erfte die Aenderung 
in der Lage eimes Punktes in Bezug auf bie Ebene ber yz, bie zweite 
die Anderung tn ber Form der Curve, welcher er angehören foll, aus⸗ 
drůdt; die beiden vorhergehenden Gleichungen ſind alſo wie die Gleichun⸗ 
gen einer Flaͤche Gleichungen mit zwei unabhängigen Veraͤnderlichen 
und geben wie biefe die vollſtaͤndigen Aenderungs⸗ oder Uebergangs⸗ 
geſetze: 
8 2 


__dy |, dy dx 
Kat an anti 


2 dl, dx dz , ds dx 

"Ik Ok T de Tan ok 
welche jedoch für Curven im Raume ganz —8 und wilſkürlich 
bleiben, wenn auch das Aenderungsgeſetz * gegeben oder als gegeben 


angenommen wird, weil dasſelbe nicht, wie das Aenderungsgeſetz 


bei den Flächen, eine ganz beſtimmte Richtung für ben Uebergang vor⸗ 
zeichnet. Diefe Unabhängigkeit findet demnach auch dann noch ftatt, wenn 
ber Webergang von einer Curve zur andern in einer zur Ebene ber xy 
parallelen Ebene erfolgt, ober wenn bie x während bed Ueberganges 
unverändert bleiben, und bie vorhergehenden Mebergangsgefege auf 
bie erften Glieder: 

8 — 


ef, ds 
7 Ts er oe Ber de 7» 
zurüdlommen. — Sol man aber von einer Gurve zu einer anbern 
übergehen, welche mit ihr berfelben Fläche angehört, fo werben biefe 
Uebergangsgeiee nicht mehr unabhängig fein, fondern gemäß ded Aen⸗ 
derungsgeſetzes bee GSoorbinaten der Fläche in gegenfeitiger Beziehung 
ſtehen; denn man muß bann immer im Allgemeinen ber Gleichung: 
dı dz dx dz d dy _ 
KAT ati 
oder wenn man ben Uebergang parallel zur Ebene ber yz nimmt, ber 
einfachen Gleichung: 3 


— — 227— — 


Genüge leiſten. 

Bei dem Uebergange von einer Curve zu einer andern, andern fich 
aber nicht nur die gegenſeitigen Beziehungen der Coordinaten und Con⸗ 
ſtanten, ſondern auch die Geſetze ber Coordinatenänderung, welche länge 
derſelben Curve ſtattfindet, und man erhält in dieſer Hinſicht Die Ueber⸗ 
gangsgeſetze der Coordinatenänderung: 

dy dz 
d. dx nr 77 
&k " dk’ 











. 
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in welchen x wieber conflant zu nehmen tft, wenn ber Uebergang pa⸗ 
rallel zur Ebene ber yz geichehen ſoll. Auf der andern Seite werben 
aber auch bie Geſetze für den zum Ebene ber yz parallelen Uebergang 
fih ändern, wenn man von einem Punkte zu einem anbern in berfelben 
Gurve fortgeht, und die Gefche dieſer Aenberung ber Hebergangsgefebe 
für den erften Punkt find offenbar: 


öy 02 
dr d. Fk 
dx dx 








und es iſt nach ben für bie Aenderung ber Goorbinaten einer Yläche 
abgeleiteten Geſetzen nicht ſchwer fich zu überzeugen, daß die Gefebe für 
die Anderung ber Uebergangsgefehe biefelben fein müflen, mie bie 
Üebergangsgefehe ber Coordinatenänderung, daß man alio bie Gleichun⸗ 


gen bat: 
3y dy a Ir d ds 
dk __ dx "ok _ "ix 
dx dk °’ I "a’ 


worin k und x zwei unabhängige Veränderliche find, exftere für ben 
Vebergang von einer Curve zur andern, lehtere für ben Fortgang in 
berfelben Curve. Ferner hat man auch durch Integration zwiſchen ben 
Grenzen X und x, um x 


x d X d . „—ı 
d. 7 X oY d. n ' [ix dx 


dx Xo sk 








wobet jedoch zu beachten ift, daß bie Grenzen X unb x, von x durch⸗ 
aus unabhängig bleiben müffen von ber Größe k, und es wirb nicht 
ſchwer fein, dieſe Gleichheiten auch auf bie Höhen Geſetze der Coordi⸗ 
natenänderung auszudehnen. 


$. M. 


Eine einfache und bemerkenswerthe Anwendung des Vorhergehenden 
bietet die Unterfuchung der einhuͤllenden Curven und Flaͤchen, wobei Ich 
mich indeſſen auf bie einfache Aufgabe beſchränken muß, Die Gleichung 
derjenigen Gurve zu fuchen, welche eine ebene veränberliche Curve in 
allen ihren Lagen und Formen berührt ober welche dieſe veränderliche 
Curve in allen Lagen einhüflt. 
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Sei f(x, y, k) die Gleichung ber verämberlichen Curve, und k 
diejenige Größe — Barameter — durch beren ſtetige Aenderung bie 
Curve allmählig andere Formen annimmt; F(x,, y)=0 fe bie zu 
fuchende Gleichung ber einhüllenden oder berührenben CGurve. Die erfle 
Gleichung gibt für das Fortgehen von einem Punkte xy zu einem fol- 
genden in berfelben Sum bad Aenderungegeſetz: 

dt d y 
4 x 144 dy dx =0,; 
weil ba k unveränberlich iſt; die zweite Gleichung gibt ebenfo 
dF dF dy, _ 0 
ty 
und mit ben Bedingungen ber Berührung: 
df _dE df __dF 


= dd? Ad mr 9., 

fehlteßt man Daraus die nur x, und y, enthaltende Gleichung: 
df df dy, _ 
b) dx "day dx, 


Geht man aber von dem Berührungspunkte x,y, ber veränberlichen 
Gurve zu dem Berührungspuntte in einer folgenden Lage über, fo wird 
k veränderlih und x,, y, find ald Functionen von k zu betrachten; das 
Aenderungsgefeb wirb demnach: 


df dx, Ef dy, 
dx Kt n+r5=0. 


oder in einer andern Form, in welcher y, und k Functionen von x, 


werden: df df „g of ok 
oy |, 01T OR — , 
dx + dy 8x, + , 0. 


Die Bebingungsgleihung (6) für die Berührung im Bunte x,y, 
fordert aber ſchon, daß die Summe ber beiden erften Glieder dieſer 
Gleichung Nu wird; wir erhalten alſo als Bedingung für die Be 
rührung in einer der folgenden Lagen ber veränberlichen Gurve bie 
Gleichung: 


of ok 
dk dx, =0,; 
und demnach entweder IK _ O, wodurch k und die veränberliche Gurve 


dx, 


|. - 


— — —— — — 
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unveränberlich werben, bie leßtere aljo fich ſelbſt einhuͤllt, ober da dieſes 
bier gegen bie Vorausſetzung tft, 

| 9 

mn. 

Diefe letztere Gleichung drückt mithin Die Beziehung aus, welche 
zwiſchen ben Goorbinaten eines Punktes x,y, ber veränderlichen Curve 
und ber Größe k ftattfinden muß, bamit diefer Punkt ein Berührungs- , 
punkt für bie Curve F(x,,y,) = 0 fein kann. GEliminirt man daher 


die Größe k mitteld ber vorhergehenden Bedingungsgleichung 4 — 0 


aus der Gleichung f(x, y, k)==0 der gegebenen veränderlichen Curve, 
nachdem man in bieler x, und y, für x und y geſetzt hat, fo erhält 
man eine von k unabhängige, alfo für alle Lagen und Formen ber 
veränderlichen Curve geltende Beziehung zwiſchen ben Coordinaten x,, y, 
der Berührungspuntte, und biefe Beziehung wird eben bie Gleichung ber 
einhüffenden Curve fein, ober mit andern Worten: bie gefuchte Gleichung 
F(x,,y,)=0 der einhüllenden Curve ift das Ergebniß der Slimina- 
tion von k aus der Gleichung f(x,, y, k)=0 und ihres Aenbe- 
rungsgefebes in Bezug auf k, nämlih: Fulx,, y,, k)=0. So 
gibt die Gleichung der Barabel in Bezug auf die Achfe und bie Directrix 
und mit bem veränderlichen Parameter k, namlich: 


y»—?2kx-k?2=0 
in Bezug auf k bad Aenderungsgefeb : 
xz,—ki=0, 
und die Glimination von k führt auf die Sleihung: 
y„—ı2=0, 


welche, wie leicht zu fehen, zwei fich rechtwinklig fcjneidenden Geraden 
angehört, bie durch ben Anfangspunft gehen und alle aus ber obigen 
Gleichung durch Aenberung des Werthes von k entftehenden Parabeln 
in den Endpunkten der Parameter berühren. 


6. 45. 

Als fernere Anwendung ber Mebergangsgefehe werde noch bie am 
Ende des $. 39 ausgefprochene Behauptung beiviefen: baß ber burch 
zwei Punkte einer gegebenen Fläche begrenzte Bogen einer Krümmungs- 
eure Kleiner ober größer fei, als ber Durch diefelben Punkte begrenzte 
Bogen einer andern auf derſelben Bläche gezogenen Curve, 
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Die Gleichnng ber gegebenen Fläche ft —F(x, y), und die 
Gleichungen irgend einer darauf gezogenen Gurve: 


y=f, (x,k) 2) ı—fh(x,k) . 


Man hat dann für bie Länge J bes Bogens diefer Curve zwifchen zwei 
Punkten, deren Lage durch die Grenzwerthe X’und x, von x beftimmt 


it, den bekannten Ausdruck: 
14260 ae 


= für. = für. 


und baber für ben Mpeg von einer Curve zur andern in Bezug 
auf k das Aenderungsgeſetz: 


„EVO_|, VO )+@) 


welches für einen größten oder Eleinften Werth von 1 unfern frühern 
Betrachtungen zufolge Null werden muß. Nun tft aber leicht zu finden, 
daß man hat; 


9.27 9.48 
dy\2? dz\2 dy dx dz_ "dx 
.YHG)+) Tate 
— — — — — 
y' +) 
d 
und wenn bier für bie Wurzelgröße im Nenner der Werth: * ein⸗ 
geführt, und bie entſprechende Verſetzung der Zeichen d und d gemäß 


der in 6. 43 erhaltenen Gleichungen vorgenommen wird, fo ergibt ſich 
mit ber Berüdfichtigung, daß 


dy dz 
dx dy dx _ dz 
ds de- ds ds 
dx dx 


gefeßt werden Tann, bas Uebergangsgeſetz * in der einfachen Form: 


I 
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dz 
„ds d. SE 
+ ds dı 
Integrirt man nun Kheifweife, fo man man den Ausdruck: 


a 
A_% Ti ds “= - a. 14 I ei 
k . ik t ds dk dx xt dx dk’ 








befien erftes Glied auf ber een. es offenbar Null wird, weil alle 
Factoren desſelben auf die beiden unveränderlichen und allen Curven 
gemeinjchaftlichen Srenipunte bezogen werden müflen, und für diefe 
bie Uebergangegefehe 9 — = und * ben Werth: Null erhalten. Ferner 


gibt die Bedingung, 8 alle Samen berfelben Fläche angehören, wie 
ſchon erwaͤhnt wurde, die Bedingungsgleichung: 


nm u TEE — ng 


wo =, bas Aenberungsgeieh F, (x ‚Y) der Coordinaten ber Flache 


in einer zur Ebene ber yz parallelen Richtung vorftellt. Damit erhält, 
man aljo das Uebergangsgeſetz: 


X 4 dy q dz 
a _ "ds "ds ( dy „ 
N — je. — FI Tg le Fk 


welches, wie leicht zu fehen ift, nur Nu werden kann, wenn ber unter 
dem Sartre een eingeflammerte Factor Null wird, ba das Meber- 


gangegeiep ST = unabhängig und willfürlich ift, und man findet ſonach 





als bezeichnende Gleichung für die Curve ‚ deren Bogen zwiſchen zwei 
gegebenen Punkten einer Flaͤche ein kleinſter ober größter iſt unter ben 
Carven, bie auf dieſer Flaͤche durch dieſelben Punkte gezogen werben 
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Tonnen. Die Bergleichung dieſes Ausdrucks mit den in F. 39 erhaltenen 
bezeichnenden Gleichungen der Krümmungscurve zeigt deſſen volllommene 
Uebereinſtimmung mit ber zweiten ber lehtern Gleichungen, wenn man 
biefe unter die Form: 





bringt und fie dann durch I” dioibirt, und man wirb fi leicht übers 


zchgen, daß man auf gleiche Weiſe bie dritte jener Gleichungen ber 
Krümmungseurve gefunden hätte, wenn Die Vebergänge parallel zur 
Ebene der xy oder für ein unveränderliched z genommen worden wären, 
daß alfo, wie behauptet wurde, die Krümmungsceurve eine Tleinfte oder 
größte Länge zwifchen ben gegebenen Punkten hat. — 


$. 46. 


Den Schluß biefer Einleitung bilde endlich die Erläuterung des 
Lehrfahes von der Homogenettät ober Gleichartigkeit der Größen, 
deſſen fchon in 6. 17 gedacht wurde, unb welcher in ber Folge uns 
noch wichtige Dienfte leiften wird, 

688 geht nämlich fon aus bem, was in biefer Ginleitung ange= 
deutet wurde, hervor, daß ſich die Aufgaben der Mechanik mit fehr 
verfchtebenartigen Größen zu befafien haben werden; benn es kommen 
in denſelben außer benjentgen Größen, welche reine Zahlenverhält- 
niffe darftellen, wie die Zahl r, bie Winkelfunctionen,, bie Zogarith- 
men, u. |. f., noch viele andere vor, welche zwar in den Gleichungen 
auch als Zahlen erfiheinen, denen aber immer eine beftimmte, 
wenn auch willfürlih angenommene Einheit gu Grunde 
liegt, und deren Zahlenwerthe fi, bei fonft ungeänderter Größe, 
mit biefer Einheit und zwar tm umgekehrten VBerhältniffe ändern. 
Dahin gehören die Längen oder Entfernungen, Flächen, für 
perlihe Räume, Maffen, fördernde und drehende Kräfte, 
Geſchwindigkeiten, Zeiten, u. f. w. Die Entfernung zweier 
gegebenen Punkte 3. B. wird durch eine um fo Fleinere Zahl ausgebrüdt 
werben, je größer die Längen- Einheit if, auf bie fie bezogen, mit 
welcher fie gemeflen wird, — Ungeachtet Diefer Veränderung nun, welche 
in jenen Zahlenwerthen vor ſich geht, wenn eine ober mehrere jener 
Größen durch andere Einheilen gemeflen werben, müffen bie Gleichungen, 
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worin fie vorkommen, wahr bleiben; die Form biefer Gleichungen 
muß alfo gewiſſen Bedingungen Gemüge leiften, welche man bie Be⸗ 
dingungen der Homogeneität nennt. 

Stellt nämlich der Ausdruck: 


F(I,Y...f,f....m,m....v,v.....et.)=0 


eine ſolche Gleichung vor, im welcher 1 und Y Längen, f,f Kräfte, 
m,m Maſſen, v,v' Geſchwindigkeiten, u. f. f. ausbrüden, und man 
verlleinert nun bie Einheit der Längen nmal, bie ber Kräfte n’mal, u. f. f., 
fo werben bie Zahlenwerthe aller Längen n mal, die aller Kräfte a mal, u. f. w. 
größer werben, und bemungenchtet nnuß man noch hbabn: 


F(nol,nl...af,vf...n’m,n’w...n"v,n"v...ec)=0. 


Died Tann aber nur in zwei Fällen ſtattfinden; entweder müflen biefe 
Goeffizienten n,n’ ‚etc. Factoren der ganzen Function werden, ober zu 
gleichen Potenzen erhoben, im Zähler und Nenner besfelben Bruches 
erſcheinen. Daraus ergeben ſich folgende Bedingungen: 


Ä 1) Eine Gleichung kann niemald eine Größe irgend einer Art 
allein enthalten; benn diefe müßte Factor der ganzen Gleichung fein 
und Tonnte durch Divifion entfernt werben. 

2) Wenn eine Gleichung nur zwei Größen berfelben Art enthält 
und in Bezug auf eine berfelben aufgelöfet wird, fo muß die andere 
Bactor der zweiten Seite ber Gleichung werben. Zieht man 4. B. aus 
ber obigen Gleichung ben Werth von F, fo muß man eine Gleichung 


‚ von ber Form: 
f=N.f 


erhalten, in welcher ber Goeffizient N mur eine von jeder Einheit un⸗ 
abhängige Zahl vorflellen Tann, und befhalb entweder aus abfohıten 
Zahlenverhältniffen oder aus Quotienten gleicher Potenzen gleichartiger 
Größen oder and einer Berbindung: von biefen mit jenen beftehen muß, 
fp daß man allgemein fchreiben Tann: 


IR V 
e. 7 re). 


3) Enthält bie Gleichung bagegen brei ober mehrere Größen der⸗ 
felben Art und wird in Bezug auf eine berfelbe aufgelöfet, fo Tann 
man eine ber übrigen auf ber zweiten Seite ber Gleichung als Factor 
vorſetzen, und biefer biefelbe Form geben wie vorher, Wären 3. B. in 
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ber obigen Gleichung brei Kräfte f, f, F" enthalten, fo muß bie e Ruf 
löſung berfelben in Bezug a f ben Ausdruf: 


l m v 
. ↄch, 7* m’ yY?’ etc.) 


geben, in welchem ber Werth ber mit ꝙ bezeichneten Function wieber 
von jeder willfürlichen Einheit unabhängig tft. 

Bon biefem allgemeinen Geſetze fcheinen bisweilen Ausnahmen vor⸗ 
zufommen; man begegnet felbft fehr oft Gleichungen, welche ben vorher⸗ 
gehenden Bedingungen nicht Genüge leiften. Bei näherer Belrachtung 
wird man aber finden, daß in foldhen Gleichungen eine ober mehrere 
der den barin vorkommenden Größen zu Grunde gelegten Einheiten ſelbſt 
enthalten find, und daß fie homogen werben, wenn man biefe Einheiten 
mit Buchftaben bezeichnet. So hat man für bie Oberfläche O eines 
Rechtecks, deſſen Selten a und b finb, den Ausbrud: 


0 = ab 


welcher nicht homogen fcheint. Bezeichnet man aber die Längeneinheit 
mit A, die Klächeneinheit mit wo, fo wird biefer Ausdrud bie homogene 
Form: 
ab 

0 — 7 
erhalten; denn er folgt aus dem geometriſchen Satze, daß die Ober- 
flächen zweier Rechtecke in bemfelben Verhältniſſe ftehen, 
wie die Producte ber Längenausmeffungen zweier anlie 
genden Seiten, oder aus der Proportion: 


0:0 =ab:«b, 


in welcher man bie Oberfläche 0’ eines Quadrates, deſſen beiden Seiten 
a „b’ ber Längeneinheit A gleich find, als Einheit a für das Ylächen- 
maaß annimmt. 

Ebenſo verhaͤlt es ſich mit den Formeln für den Rauminhalt ber 
Körper und mit vielen andern Ausdrüden, denen wir in ber Folge 
begegnen werben; bei einigen berfelben foll auf das Vorhergehende be 
ſonders aufmerffam gemacht, und ihre Homogeneltät nachgeiviefen werben. 
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GErſtes Buch. 


Mechanik des materiellen Punktes. 








| Erſter Abfchnitt. 


Bufammenfehung und Berlegung der fördernden Kräfte. 


$. 1. 


Die räumliche Ausdehnung eines Atoms oder materiellen Punktes 
fiegt fo weit über der Grenze unferer finnlihen Wahrnehmung, daß 
wir in Wirklichkeit niemald im Stande fein werben, über ben örtlichen 
Zuftand, über Gleichgewicht oder Bewegung eines einzelnen Atoms zu 
urtheilen; tn der Vorftellung aber können wir uns einen folchen mate- 
viellen Punkt, ebenfo tie einen geometrifchen, felbftändig denfen und 
jonsohl bie Bedingungen feines Gfeichgewichtes als bie Gefche feiner Be— 
wegung, welche offenbar nur als eine Fortfchreitende betrachtet werben 
fann, unterfuchen. Diefe Unterfuchungen werden dann theils unmittel= 
bare Anwendung finden in folchen Fällen, wo ein feſter Körper entweder 
nur eine einfache fortichreitende Bewegung erhält, oder wo man von ber 
drehenden Bewegung besfelben gänzlich Umgang nimmt, wo alfo bie 
fortichreitende Bewegung irgend eines feiner Punkte, in welchen man 
die Maffe des ganzen Körpers vereinigt annehmen Tann, zur Kenntniß 
feiner Bewegung hinreicht,, theild werden fie und zur Grundlage für die 
folgenden Unterfuchungen ber Gleichgewichtsbedingungen und Bewegungs⸗ 
gefehe der verfchiedenen Syſteme von materiellen Punkten dienen, wie 
fich die Lehrfäge der Geometrie in Raume auf die in der Ebene ftügen. 


8.2. 


Eine Kraft, welche an einen einzelnen materiellen Punkte angreift, 
kann biefem, wie ſchon bemerkt, nur eine einfache fortfchreitende 
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Bewegung ertheilen und demnach als eine fördernde Kraft bezeichnet 
werden, da bier von einer drehen den Wirkung Feine Rebe fen kann. 
Es fünnen aber auch mehrere Kräfte, welche gleichzeitig auf benfelben . 
Punkt wirken, wie fie auch gerichtet fein mögen, biefem mur eine nach _ 
einer beftimmten Richtung fortfchreitende Bewegung mittheilen oder mit= _ 
thetlen wollen, und es kann dann biefe Bewegung, ober wenn fie ver 
hindert wird, der entiprechende Druck auf das entgegenftehende Hindeniß 
immer als die Wirkung einer einzigen Kraft angefehen werden, deren - 
Größe und Richtung natürlich von der Größe und Richtung ber gegebenen 
Kräfte abhängt, und ſich folglich auch aus diefen muß ableiten laſſen . 
fie wird bephalb Refultirendbe ober Mittelfraft der gegebenen 
Kräfte genannt, und das Verfahren, welches dahin zielt, ihre Größe 
und Richtung mitteld derjenigen ber gegebenen Kräfte zu berechnen, burch 
den Ausdrud bezeichnet: „Die gegebenen Kräfte zu einer ein=-: 
zigen zuſammenſetzen.“ 

Umgekehrt kann man andy die Wirkung einer einzigen Kraft als 
bie Geſammtwirkung zweier ober mehrerer Kräfte anfehen, welche nach 
beftimmten Richtungen thätig find, und bie Intenfitäten berfelben gemäß 
ihrer zuvor beftimmten Richtungen aus ber Intenfität ber gegebenen 
Kraft herleiten, ober man Tann, wie man fich einfacher ausbrücdkt, 
„diefe gegebene Kraft nach gegebenen Richtungen in zwei 
oder mehrere andere zerlegen,” melde dann Gomponenten 
ober auch Seitenfräfte von jener genannt werben. Diele Zerlegung 
wird theils in folchen Fällen vorgenommen, wo man bie Wirkung einer 
Kraft nach einer gegebenen Richtung ficher beurtheilen will, theils auch, 
wie wir bald fehen werden, um bie Kenntniß ber Geſammtwirkung 
mehrerer Kräfte durch eine vorhergehende Zerlegung einer jeden berfelben 
uach zweckmäßigen Richtungen im zwei oder mehrere neue Kräfte, und 
burch eine ftufenweife Zufammenfebung der Iektern auf dem möglichft 
einfachen Wege zu erlangen. 

Wir haben alfo vor Allem bie Zufammenfegung und Zer⸗, 
legung ber förbernben Kräfte zu betrachten, b. h. das Verfahren, 
burch welches die Refultirende von beliebigen Kräften, die an bemielben 
Punkte angreifen, gefunden werben Tann, zu ermitteln, und überhaupt 
die wichtigften Beziehungen kennen zu lernen, welche zwiſchen den für- 
dernden Kräften und ihrer Refultirenden obwalten, wobei wir natürlich 
son jeder Veränderlichkeit diefer Kräfte Umgang nehmen ‚ tndem wir 
beren Wirkungen nur für einen befiimmten Augenblid 
betrachten, in welchem für eine jede fomohl ihre Intenſitaͤt, als ihre 
Richtung nur eine einzige, beftimmte fein kann. 


— — — —— 
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6. 3; 


Nah der in der Einleitung ($. 14) gegebenen Erklärung von 
yeihen Kräften und von dem Maaß der Kräfte, nach welcher eine 
Kraft zwei Kraft- Einheiten gleich ift, wenn fie diefebe Wirkung her- 
verbringt, wie zwei Kraft= Einheiten, die zufammen in bemfelben Sinne 
Kälig find, tft es einleuchtend, daß irgend zwei Kräfte, die in berfelben 
Richtung und tn bemfelben Sinne an einem materiellen Punkte angreifen, 
dasſelbe Teiften müflen, was eine bewirkt, welche ihrer Summe 
gleich ift, d. h. welche die Einheit der Kraft fo vielmal enthält, ale 
he beiden gegebenen Kräfte zuſammen. Man hat daher in biefem Falle 


einfach 
| R=P+Q, 


wem P und Q die Sutenfitäten ber beiben erſten Kräfte, R bie ber 
lezten Kraft bezeichnet, Umgekehrt Tann man fich auch eine Kraft R 
‚dd die Summe zweier anderen denken, bie in berfelben Richtung und 
in demſelben Sinne thätig find. | 

Liegen die Richtungen ber beiden Kräfte P und Q in’ berfelben 
Beraben, iſt dagegen der Sinn ihrer Wirkungen entgegengefebt, fo wirb 
das Ergebniß dieſer letztern als bie Wirkung einer Kraft betrachtet 
‚werden können, beren Sntenfität ber Differenz von P und Q gleich tft, 
ſo daß dann 
R=P—Q oder =Q—P, 


ie nachdem P oder Q die größere von beiden tft; der Sinn, in welchem 
R zu wirken ſtrebt, wirb jedenfalls mit dem der größern Kraft überein- 
immer. Denn if P bie größere von beiden, fo kann nach dem Vor⸗ 
ergebenden P=Q+S gefeßt werben, und ba ſich P oder Q-+S und Q 
entgegenwirken, fo werben bie gleichen Kräfte ihre Wirkungen gegenfeitig 
aufheben, und nur noch S oder P—Q wirkſam fein, und zwar in 
iemfelben Sinne wie P; es iſt alfo bie Refultivende R mit ber Kraft S 
gleichbedeutend, Will man in biefem befondern Falle, wo bie Richtun⸗ 
en der Kräfte in berfeiben Geraden Iiegen, welche die Achſe ber x 
vorſtellen kann, bie Zeichen der Richtungen auf die Kräfte felbft über 
tragen, und biefe, welche im Allgemeinen abfolute Zahlengrößen ohne 
Qualitätszeichen find, ald poſitive ober negative Größen nehmen, 
x nachdem fie nach ber pofitiven ober nach ber negativen Seite: jener 
Ahfe wirken, d. h. je nachdem ſie bie Orbinate ihres Angriffspunktes 
a vergrößern ober zu vermindern fireben, fo tft allgemein Die Rejul- 
tirende der algebraifhen Summe der beiden Seitenträfte 
Decher, Haubbuch ver Mechanit J 9 
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glei, und wirkt in bem durch das Zeichen biefer Summe | 


angebeuteten Sinne 

Es laͤßt fich damit leicht zeigen, daß auch bie Mittelfraft von meh- 
reren Kräften P,, Pa, Ps , etc. , welche in bderfelben Geraden und in 
bemfelben Sinne thätig find, ihrer Summe gleich if. Denn bezeichnet 
R, die Reſultirende von P, und P,, R, jene von R, und P,, u. ſ. f. 
und R die Mittelfraft von allen ober von Ru? und P., fo hat man 
nach und nad 


R=P,+P 
RB=R+P=P,+PB HB, 


GufueieeD (mine (OEDEEEED GENE SUHEEEEp GENE GeEmmmpmB (niit GE GENE — — 


Ro=R-+P.-=P,+PR+P+ oo... +P,-ı 
R=Ro+P,=P, +++... +P-it+P 
vr einfach RS.p 


wenn man bie vorfichenbe Summe durch das Zeichen 3 vor ber all- 
gemeinen Größe P ohne Snber ambeutet. 


Wenn endlich eine beliebige Anzahl von Kräften P,, Ps, P, , etc., 


O, > Qa > Os, ese. an demſelben Punkte angreift, und in berfelben 
Geraden, aber zum Theil in dem einen, zum Theil in entgegengefehtem 
-Sinne thätig ift, nämlich die Kräfte P,, Pa, etc. tm pofitiven, bie 


Kräfte Q, , Op, etc. im negativen Sinne, und man bezeichnet dann. 


bie Summe aller Kräfte, welche in dem erſten Sinne wirken, b. t. ihre 
Refultivenbe, mit 3.P,, bie Summe oder Refultirenbe aller tu bem ent⸗ 
gegengeſetzten Sinne thätigen Kräfte mit S.Q, , fo wirb offenbar 


R=>3.P,—2.Q, N) 


d. h. bie Reſultirende ift gleich der Differenz zwifchen ber Summe aller 
in bem einen Sinne wirkenden unb ber Summe aller in bem entgegen- 
gefehten Sinne thätigen Kräfte, und wirkſam im Sinne ber größern 
biefer beiden Sunımen. Man kann nun aber die Kräfte P als pofitive, 
bie Kräfte Q als negative Größen nehmen und dann ſetzen 


Q,=—P, g=—P’, etc, 2.4, =2.(-f)=—2>.P, 


wodurch 
R — 2X P 4 + P} . pP 
wird, oder einfacher 


1.) R=3.P « 


| 
| 
| 
| 
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Mit Rackſicht auf die Qunlitärszeläien der Kräfte ift mithin bie Ne 
fultirende beliebig vieler in derfelben Geraden wirfen- 
den Kräfte ihrer algebraifhen Summe gleich. 


§. 4. 

Wenn nun an demſelben Punkte zwei Kräfte angreifen, deren 
Kichtungen irgend einen Winkel unter ſich einſchließen, fo iſt es zuerſt 
einleuchtend, daß die Richtung ihrer Mittelkraft in derſelben Ebene liegen 
muß, welche die Richtungen ber beiden gegebenen Krüfte enthält; denn 
es ift kein Grund denkbar, warum, ich ber Punkt lieber nach ber einen 
als nach der andern Seite aus biefer Ebene entfernen follte, wenn aber 
die Bervegung bed materiellen Punktes in dieſer Ebene erfolgt, fo muß 
auch die Richtung ber einzigen Kraft, welcher biefe Bewegung zugeſchrie⸗ 
ben werben Tann, in derfelben Ebene enthalten fein. 

Zerner iſt es Teicht barzuthun, daß wenn P und Q, Fig. 23, zwei 
ſolche Kräfte, die an demfelben Punkte angreifen, vorftellen, die Mittel- 
fraft berfelben ber Richtung nach in ben Winkel PMQ fallen muß, 
weichen biefe Kräfte unter ſich einfchliehen. Denn das Streben ber 
Kraft P geht dahin, den Punkt M einem Punkte O in ihrer Richtung 
zu nähern, ihn alfo von ber Geraden MQ zu entfernen; ebenſo wirkt 
die Kraft Q dahin, denfelben Punkt M einem Punkte N in ihrer Rich— 
tung zu nähern, und ihn von DEP zu entfernen. Durch das Zufammen- 
wirfen beider Kräfte wird alfo bie Bewegung bed materiellen Punktes M 
nach einem Punkte R gerichtet werben, welcher irgendwo zwiſchen O 
und N liegt, fo. daB ſich ber Punkt ſowohl von OM als von NM 
entfernt. ur 

Sind dann bie beiben Kräfte P und Q einander gleich, wie in 
Fig. 24, fo werden fie den angegriffenen Punkt von jeber Richtung 
gleichotel entfernen wollen; die Ricptungslinie der Bewegung, ober bie 
der Reſultirenden wird demnach den Winkel PMO halbirm. Sind fie 
dagegen ungleich, wie in Fig. 25, fo kann man bie größere von beiben, 
bier Q, als die Summe zweier andern: P und S, anfehenz die Refultivende 
R, der beiben gleichen Kräfte P wird ben Winkel PMQ halbiven, und bie 
Mittelfraft R von R, und S oder von P und Q jedenfalls in den Winkel 
R,MS- hineinfallen, alfo ber Kraft Q, d. i. ber größern von bei=- 
den Kräften näher zu liegen kommen, und wie leicht zu ſehen 

iß, um fo näher, je größer P im Verhältnig zu Q’iR. 

Sm Allgemeinen wird fowohl die Intenſitaͤt als Richtung ber 
Mittelfraft R eine Function ber beiden Kräfte P unb Q und bes von 
ihren Richtungen eingefchlofienen Winkels a feinz man hat demnach, 

9% 


— — — — — — — — — — — 
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wem man ben Winkel zwiſchen der Richtung ber Kraft P umb ber 
Richtung ber Mittellraft R mit 9 bezeichnet, 
R=F(P,Q,c), 3=f(P,Q,e). 

In einem befondern Falle dagegen, in welchem über eines biefer brei 
Stüde eine befondere Verfügung getzoffen wirb, werben biefe Großen R 
und I nur noch Functionen ber beiden audern fein. Wird, mie oben, 
Q=P genommen, fo tft 

R=F(P,ce), 9=fl(P,a). 
Die lebte Gleichung kann nicht homogen werben, werm nicht P ganz 
daraus enifernt wird, ba fich fonft der Werth von 9 mit ber Einheit 
ber Kraft ändern müßtez es ift alfo nothwenbig 


+=f(a) 
und zwar, wie ſchon dargethan worben, 
24 
Ferner wird aus 
R=F(P,o) 


wegen ber Domogeneität, ba daß Verhältniß von R und P von ber 
Einheit der Kraft unabhängig fein muß, 


S=y(a) , R=P.yle). 


Es handelt fih alſo noch barım, bie Form ber Function ya) zu 
beftimmen, um die Refultirende R von zwei gleichen Kräften ſowohl ber 
Größe als Richtung nach angeben zu können. 


6. 5. 

Ohne jebocdh auf biefe Beftimmung einzugehen, will ich einen andern 
Fall betrachten, wo es leichter ift, bie Größe ber Refultivenden und 
Damit auch ihre Richtung zu erhalten. Anftatt nämlich eine befondere 
Verfügung über die Kraft Q zu treffen, lafien wir ben beiben Kräften 


beliebige Werthe, vergleichen aber nur jene Fälle, wo ihre Richtungen . 


einen rechten Winkel einfchließen, wie in ig. 26. Der conftante 
Winkel 5 iſt dam ohne Einfluß auf die Größe und Richtung der 
Reſultirenden, und es bleibt noch 

R=F(P,Q) , 9=f(P,Q). 
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_ Gihmintet man daher ans ben heiben Gleichungen bie Kraft % und 
nirnmi aus ber nen entſtandenen ben Werth von P, fo wird 


P=f(R,9) 
ber wegen ‚der Homogeneitaͤt wie oben 


2=9(9) , P= R.9(9); 


und ba ber Winkel zwiſchen ben Richtungen von R und Q gleich 
27 — iſt, fo muß man auch haben | 


2 =9(27-9), Q=R.9(57-9).. 


Denkt man ſich nun P als Mittelkraft zweier Kräfte P, und P,, von 
denen die eine in bie Richtung der Reſultirenden fällt, bie andere da⸗ 
gegen darauf ſenkrecht fteht, die alfo unter fich auch einen rechten Winkel 


und mit ber Kraft P bie Mintel 9 und 9 bilden, fo muß wie 
vorher ” j . , 
R=P.9(9), B=P. 958-9), : 


werben, ober, wenn man für (I) und ꝙ (58-9) ir Werthe: 


=, gr n=l 
kit, p p⸗ p _PQ 
1*7 2 2 — —A 


Auf gleiche Weiſe erhalten wir ſtatt ber Kraft Q zwei rechtwinklige 
Kräfte Q, und -Q,, wovon bie erſte wieder in bie Richtung dev Mittel⸗ 
kraft fällt, während bie zweite darauf fenkrecht ficht, nämlich 


=0.947-9, G=0.pN 
wer mit ben obigen Werten von (3) und Pr) ” 


2 PQO 
ur: IeT 
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Daraus. geht hervor, daß P, und Q, gleich find, daß ſich alfo, 
wenn fie im entgegengefekten Sinne thätig find, wie Dies hier ber Fall 
ft, ihre Wirkungen aufheben müflen. Die Summe ber beiden anbern 
Kräfte P, und Q,, welche in berfelben Geraben und nad berfelben 
Richtung thätig find, wird folglich bie Reſultirende geben mäffen, und 
man bat demnach 


a.) — 4 * oder R2—PR 1.08 , 


wodurch bie Größe der Mittellraft beftimmt tft. 

Was num ihre Richtung oder ben Winkel 9 betrifft, fo ift Bue 
einleuchtenb, daß wenn O0 wird, au 90 werden muß, 
dann R und P gleichbedeutend find; bie mit 9 bezeichnete Function bu 
demnach eine ſolche ſein, daß man hat: 


9-1, imo 
Ferner folgt aus ben Erörterumgen bes vorhergehenden $, daß I um 


fo Heiner werden muß, je mehr man P vergrößert; man zieht aber aus 
ber Gleichung: 


209) 9 1—-9) Q 9 „4 a9. 
wenn P um AP wädhft, und in Kolge deffen I um 1% Meiner wir, 
Die Beziehungen: - 

9 (50-9449) ® (Z#—$) | 

und ſchließt daraus, daß ꝙ (I) eine Function fein muß, bevem Werth 
ftetig zunimmt, wenn 3 kleiner wird, und zwar von 0 bi 1, wenn I 
von > rs bi8 O abnimmt, und umgekehrt. 

Führt man endlich ſtatt P.und Q ihre Werthe: Rp (I) und 
R P(2n—9) in bie Gleichung (m) ein, fo ergibt fih als bezeich— 
nende Eigenſchaft der betreffenden Function die Gleichung : 


IS N, 
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und man ficht fogleich, daß dieſe Gleichung ſowohl, als bie vorher⸗ 
gehenden Bedingungen für alle Werthe von 9 zwiſchen 0 und be⸗ 


friedigt werden, wenn man 9 (9) — 0053 ſetzt. Run kann es 
aber für zwei gegebene Kräfte nur eine einzige Reſulti— 


rende geben, aljo auch nur einen einzigen Werth für F 
vder ꝙ (3) *), und man hat deßhalb nothwendig für alle Fälle - 
9(I)=008$ , 9% 7J7 
alſo auch 
ot R ins ,„ tan 9 


R R 
und folglich (2. 





2 
P ’ 
R-YP+Q. ect = 


als die gefuchten, oben mit F und f bezeichneten Functionen. 

Die Kräfte Pund Q werben bemnadh burd bie Pro— 
jertionen ber Refultirenden R auf ihre Richtungen vor- 
gefellt, und biefe ber Größe und Richtung nach durch bie 
Diagonale des über den Kräften P und Q eonfiruirten 
Rechtecks. 

Es fallt von ſelbſt in die Augen, daß bie vorhergehenden Beziehun⸗ 
gen auch dazu dienen Tonnen, irgend eine Kraft R als bie Refultirende 
zweier unter ſich rechtwinkligen Kräfte P und O zu betrachten und fie 
in diefe zu zerlegen, was offenbar auf unendlich viele Arten ge 
ſchehen Tann, ba die Gleichungen: 


P=Rcos$, Q=Rsin} 


*) Es find allerdings mehrere Functionen von H beufbar, weldge den obigen 
Gleichungen und Bebingungen Genäge leiten; fie müſſen aber alle für bass 
felbe 9 denfelben Wert erhalten, und Tonnen, sur ber Form nad ven 
ſchleden fein; fo 3. B. die Yunctionen: 


1 — N 
cos (2mxz-+-3), ale + *. 1204,00 0ie. N 


u. a., weldge der Form nach ganz andere Functlonen von 9 vorfiellen, ald 
008 &, weldge aber, die Reihe natuͤrlich wur annähernd, ‚dem weite 
aeg wit. dieſer letziern gleichbedentend ſind. 
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deri Unbekannte P. Q und 3 enthalten. Iſt aber 9 gegeben, fo wird 
au P und Q durch die vorfichenden Gleichungen beſtimmt werben 
Tonnen. Bel ber Gonftruction gefchicht dies einfach dadurch, daß man 
bie gegebene Kraft auf bie gleichfalls gegebenen Richtungen non P und Q@ 
projicht. 

Bet diefer letzten Aufgabe kann bie Forderung geftellt werden, daß 
ber Winkel I irgend einen Werth zwiſchen O und 2 = habe; man 
erhält dann bald für Die eine, bald für die aubere, bald für beide 
Somponenten negative Werthe, welche andeuten, baß bie entiprechenbe 
Componente nicht in dem angenommenen Sinne wirken kann, fonbern 
in dem gerade entgegengelehten. So zeigt Fig. 27, daß bie durch MR 
vorgeftellte Kraft Teine Componenten längs bee Geraden MX und MY 
geben Tann, ba fie nicht in dem von ihnen gebildeten Winkel Tiegt, 
wohl aber längs der Geraden MY und MX. Wird alfo die Lage von 
MR gegen MX durch den Winkel $3—= rn — beſtimmt, fo zeigen die 
analytiſchen Werthe: P—=Rcos I—=—-R cos 9 und O—R sin I—R sin $, 
baß bie Richtung ber erften Componenten nicht durch die pofltive Gerade 
MX, von welcher aus ber Winkel 3 gemefien wird, vorgeftellt werben 
Tann, fondern daß fie in gerade entgegengefebten, negativem Sinne wirkt. 


§. 6. | 

Mittels der vorhergehenden Saͤtze kann nun bie allgemeine Aufgabe: 
Die Refultirende von zwei Kräften zu finden, welche an 
bemjelben Punkte angreifen, und deren Größe und Rich: 
tungen beliebig gegeben find, aufgelöft werben. 

Seien P und Q, Fig. 28, zwei ſolche Kräfte, die an dem materiellen 
Punkte M angreifen, und deren Richtungen ben Winkel & biben; MR 
jei die noch unbekannte Richtung der Refultivenden, welche bucch ben 
Winkel PMR= I beftimmt wird. Denkt man fich jede ber beiden 
Kräfte P und Q in zwei unter fich rechtwinklige Kräfte, bie erfte in P, 
und Ps , die zweite in Q, und Q, zerlegt, von denen je eine, P, und Q,, 
in die Richtung der Refultivenden fällt, fo ift die Reſultirende biefer 
vier Kraͤfte offenbar der Mittellraft von P und O gleih, Man bat 
dann zuerft zur Beſtimmung jener Kräfte bie Ausbräde: 

P,=Pecos% „ .. PR=Psin}, 

Q=9 w(a—3) ;, Q=Qsin(e—}); 
und ba die Kräfte P, und Qs in berielben Geraden ſenkrecht zur Rich— 
tung ber Rejultivenden, und zwar im entgegengeſetzten Sinne angreifen, 
ſo müſſen fie gegenſeitig ihre Wirkungen aufheben; denn wenn nach 
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irgend einer Seite, 3. B. in ber Richtung MO, eine Kraft als Mittel- 
fraft von P, und Q, wirkſam bliebe, fo müßte bie Refultivende von 
biefer Mittelfraft und von jener ber Kräfte P, und Q, , die in derfelben 
Geraden MR thätig find, tm den Winfel RM OQ, hineinfallen; es müßte 
alſo auch bie Refultivende ber Kräfte P und Q, welche mit der vorher⸗ 
gehenden ber vier Kräfte P,, Q,, Ps und Q, gleiche Intenfität und 
Richtung hat, in denfelben Winkel zu liegen kommen, und es koͤnnte 
MR nicht ihre Richtung, fen. Es iſt demnach bie Refultirende R ber 
Summe ber beiben Kräfte P, und Q, gleich, und man hat zur Be 
ſtimmung ihrer Intenfität und Richtung die beiben Gleichungen: 

P sin 9 - O sin («—I)=0 

R=P 008$-+Q os(@—$) 
Wird in der letzten Gleichung mittel ber erften eine ber Kräfte P ober Q 
eliminirt, fo erhält man mit einigen Reductionen 

— sin a _n uno 

R=P sin(a—$I) ’ R=Q sin $ 


(3. 


und daraus 
R:Q:P=smna:sndtsnfa—}). 
Werden ferner die beiden Gleichungen zum Quadrat erhoben und abbirt, 
fo ergibt fi 
R2—P2 4 Q3-42PQ cosa , 


als diejenige Gleichung, welche ben Werth ber Refultivenden A durch 
bie Drei gegebenen Größen P, Q und « darſtellt. 

Aus allen diefen Ausdrücken geht hervor: 1) daß bie Refultirende 
ber Summe ber Projectionen ber beiden Kräfte auf ihre Richtung gleich 
iſt; 2) daß jebe der brei Kräfte durch den Sinus des Winkels vor⸗ 
geftellt werben Tann, welchen bie Richtungen ber :beiben andern ein⸗ 
ſchließen: 3) daß die Refultivende R der beiden Kräfte P und Q ber 
Größe und Richtung nach durch bie Diagonale des über dieſen Kräften 
couſtruirten Parallelogramms vorgeftellt wird; 4) daß alle Beziehungen 
zwifchen ben genannten brei Kräften unb den von ihren Richtungen ein⸗ 
geföhloffenen Winkeln durch ein Dreieck MPR, Fig. 28, gelöft werben, 
befien Seiten jene drei Kräfte vorftellen, worin aber ber von ben Kräften 
P und Q eingefchloffene Winkel nit ber Winkel a ſelbſt, fonbern 
befien Supplement — a iſt. Es muſſen demnach Immer drei Stüde 
und darunter wenigſtens eime Kraft.gegeben fein, um die Abrigen abe 
leiten zu Ioamn, . | . BR Pr . . 
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Sol alfe die Kraft R in zwei ander: P und Q, zerlegt werben, 
mit welchen ihre Richtung bie Winkel & und 8 bildet, fo hat man zur 
Beitimmung ber Intenſttaͤten biefer Kräfte bie Gleichungen: 
| — sin 8 _ sin « 

PER at TR nlar 
Wenn bier A—= a wirb, fo folgt 


man bat alto au 
hat alſo auf R=2Pcosa, 


wo a die Hälfte des Winkels iſt, welchen bie gleichen Kräfte P unter fich 
einfchließen, unb wodurch ber in $. 4 betrachtete Fall feine Auflöfung 
findet, | 

6.7. 


Es ſeien nun mehrere Kräfte gegeben, die alle an demſelben mate- 
vielen Punkte angreifen, und deren Richtungen noch alle in berielben 
Ebene liegen, und es ſei bie Richtung und Größe ihrer Reſultirenden 
zu finden. Bezeichnen wir die Kräfte ber Reihe nach mit P,, Pa, Ps, elc., 
fo wird ſich die Refultirende durch Anwendung des im vorhergehenden 
$. 6 gefundenen Satzes leicht conftrutren Iaffen, wenn man, wie im 
Fig. 29, zuerſt die Reſultirende R, ber Kräfte P, und P, durch bie 
Diagonale des über biefen Kräften ausgeführten Parallelogramms dar= 
Felt, und über biefer Mittelfraft R, nnd‘ ber dritten Kraft P, ein 
zweites Barallelogramm errichtet, durch deſſen Diagonale die Mittel- 
traft R, der Kräfte P., Pa, P, gegeben ift; biefe Refultirende BR, 
wird wieder mit ber Kraft P, zufammengefeht, und fo fortgefahren, 
bis alle Kräfte zur Bildung einer letzten Reſaltirenden R verwendet 
wurben, welche dann bie gefuchte Mittelkraft aller gegebenen Kräfte iſt. 

Mit einiger Aufmerkſamkeit wird man fogleich erkennen, daß dieſe 
Conſtruction ſehr vereinfacht werben Tann, daß es nämlich nit noth⸗ 
wendig iſt, die Parallelogramme ganz zu confiruiven, daß vielmehr alle 
burchbrochenen Linien ber Figur entbehrlich find, wenn man durch ben 
Endpunkt ber Geraden MP, , welche die Kraft P, barftellt, eine Pa⸗ 
rallele zur Richtung ber Kraft Ps zieht und deren Länge P, R, bieler 
Kraft entfprechend, d. h. der Geraden MP; gleich, abfchneidet, dann 
durch ben fo erhaltenen Endpunkt R, eine Baraliele R, R, gur Kraft P, 
von gleicher Länge wie MP, zieht, und, anf biefe Weiſe fortfahren, 
das Vieleck MP, R, Rz BR, R confiruirt, deſſen Seiten. den Richtwegen 
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ber gegebenen Kräfte der Reihe nach parallel finb und biefe Kräfte durch 
ihre Längen vorſtellen; die legte Seite AM diefes Vielecks, weiche ben 
Endpunkt R der zur letzten Kraft P gezogenen Barallelen R, R mit bem 
Punkte M verbindet, wird dann bie Refultivenbe aller Kräfte ber Größe 
und Richtung nach darſtellen. Wenn fich das Vieleck von ſelbſt ſchließt, 
d. 5. wenn die Barallele zur lekten Kraft gerade im Punkte M endigt, 
fo iſt die Reſultirende gleich Null. 


$ 8. 

So einfach aber die vorhergehende Gonftructton iſt, fo wenig iſt 
das dabei angewendete Verfahren zur Berechnung ber Mittellraft ge- 
eignet. Die Methode der analytifchen Geometrie und bie in $. 5 ent- 
widelten Lehrfäge über die Zufammenfegung zweier rechtwinkligen Kräfte 
und die Zerlegung einer Kraft im zwei andere, beren Richtungen ſenk⸗ 
recht zu einander find, führen hier weit leichter zum Ziel. 

Duurch den gemeinſchaftlichen Angriffepuntt M, Fig. 30, ber gegebenen 
Kräfte legt man ganz beliebig ein rechtwinkliges Achſenpaar, und beftimmt 
die Richtung jeber Kraft, wie in 6, 12 der Einleitung angegeben wurbe, 
durch ben Winkel &, ben biefelbe mit der Achſe der x bildet, und ber 
für jede Kraft gegeben fein muß. Serlegt man nun bie Kraft P,, 
deren Richtung mit der Achſe der x den Winkel a; einſchließt, in zwei 
Kräfte, von denen bie eine nach ber Achfe ber x, die andere nach der 
Achſe ber y gerichtet iſt, die alfo rechtwinklig zu einander find, fo erhält 
man für diefe Die Werte: 

P, 008, ; P, sin 4 5; 

md biefe Somponenten werben, wie in 6. 5 gezeigt wurbe, ber Rich⸗ 
tung nach mit ben pofitiven Hälften ber Coorbinatenachien zuſammen 
fallen, wenn bie Functionen cos a, und sina, pofitive Werthe habenz 
im entgegengefehten Falle werben fie tm Sinne ber negativen Achfen 
wirden, unb in ber Rechnung als negative Groͤßen erfcheinen. Auf 
gleiche Weiſe ergeben fich für bie übrigen Kräfte P,, P,, eio. bie 
Eomponenten 


P, 008 ag N P, cos , P, cosa, , etc, 
in ber Achſe der x, und die Gomponenten 
« P, sin Gig ; P, sin 0; P, sin 7 etc. 


in ber Achfe der y, und zwar Bald im pofttiven, bald im negativen 


Gimme. diefer Achſen wirkend. Statt ber gegebenen Kräfte P., P,, P,, ete. 


haben wir denmach zwei Soſteme von Kräften, bern Richtungen alle 
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in berfelben Geraden liegen, bei bem einen in ber Achſe der x, bei dem 
zweiten in ber Achfe ber y; wenn nun bie Refultixende von einem jeben 
Syſteme genommen wird, fo find alle Kräfte auf zwei unter ſich vecht= 
winklige zuruͤckgeführt, welche den Achſen entiprechenb, längs denen fie 
wirten, mit X und Y bezeichnet ſeien, und beren Mittelkraft zugleich 
bie Refultirende aller Kräfte fein wird. 

Rah Gleichung (1) in $. 3 iſt die Reſultirende eines feben biefer 
beiden Syfteme der Summe- ber Kräfte gleih, da, mie oben bemerkt 
worden, der Stun ihrer Thätigfelt durch bie Zeichen ber Sinus unb 
Gofinus ausgebrücdt iſt; man hat alfo: 


X=P, cos + P, cos c, + P, 080, +ele. ⸗ . P cos 
Y=P, sonoa+P, sn 4 Pʒ sna,+et.—=23.Psine . 


Die Reſultirende R diefer Kräfte X und Y ift dann nach ben Sleichune 
gen (2) gegeben durch: 


R=Y Xx2 4 12 — VC. Pcosa)? -+(3.Psin«)?, 
und, wenn a ben Winkel bezeichnet, den thre Richtung mit der Achſe 
der x bildet, ſo hat man 


X—Reoosa, YRsina, ug. 


oder 
Rcosa=P, cosa, 4 P, c08ag-+P, cos u, et. = 3.Pcosa 
4) Rsina=P, sna, +P, sin + P, sina et. = 23.Psin« 
a 3.Peina R— 3.Psn@a 2.Pcosa 
mı=,, AT 33T 


Diefe letzten Ausdrücke eignen ſich am beſten zur Berechnung der Rich⸗ 
tung und Sntenfität ber Reſultirenden; es iſt aber dabti zu bemerten, 
daß für bie Beitimmung bes Winkels a bie Zeichen von S. P cose 
und 3.P sma wohl zu beachten find; denn biefer Winkel Itegt, wie 
leicht zu fehen, zwiſchen O und 3 re, wenn biefe beiden Summen 
pofitto find, zwifchen 7. und 5 se, wenn fie beide negativ find, und 


zwiſchen * und 7, wenn mur Die erfte, endlich zwiſchen 7 15 


und 2,75, wenn nur bie zweite negativ iſt; R felhft muß jedenfalls poſttiv 
ober vielmehr abfolut, werben; es müflen alſo 3. P sin mb sin a, 


x 
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3.Pcoso und cos a immer gleiche Zeichen haben, was übrigens aus 
dem Vorhergehenden unmittelbar folgt. 

Das folgende einfache Beiſpiel mag als Mufter für die Anwendung 
der bisher gefundenen Formeln bienen; es if in Fig. 31 conſtructiv 
aufgelöft, und dabei bie Länge von 0,75 Millimeter als Vertreter für 
die Einheit ber Kraft angenommen. 

An einem materiellen Punkte M greifen 4 Kräfte an, deren In⸗ 
tenfitäten u Richtungen iger find: 


Ker. Rgr. 
PR—=14, 23 ‚ P—23. 85 ‚„ P,=45, 37, P,—31, 64 , 
2300, as—118940, a=235510, 0,—3320%0; 
weiches ift die Intenfität und Richtung ihrer Mittelkraft ? 
Die Rechnung gibt Folgendes: *) 
kgP,—1,1530 ..... ‚1130 lgP=1379 ..... 1,3779 
cos a, —9,96294 Ig sin «, —9,59778 Ig cos «, —=9,68098- Ig sin a, —=9,94321 


ß 008 a —13,07 P 1 sine ‚5,64 » P, cos u——1 1,44 P, sin 0,—20,93 
keP, —1,65677 .. .. . =1,65677 lg P,=1504 ..... —1,50024 


s 
hose, —— 1162 Poina=-#386 Pos =807 : Peinu——1461. 


Dadurch wird ferner. Ä 
Z.Pcosa —= 41,14 — 23,06 = 18,08 
Z. P sine — 2657 — 5847 = — 31,% 
log 3.P sn« —= 1,50379 — log 3.Psin« == 1,50379 — 
d.E. log 3.P cosa — 8,74280 d.E. log sin a — 0,06049 — 
log tang a = 0,24659 — log R = 1,56428 + 
222700-+29033' — 299035 , R = 36,67 





oder auch R —=Y (18,08)? + (31,90)? = y134,5 — 36,66 . 


) Benn fi Hinter einem Logarithmen das Zeichen — befindet, fo beutet dies 
an, daß die entſprechende Zahl negativ if. — Die Logarithmen aller Zah⸗ 
len, die Kleiner find ale 1, alfo die Logariihmen ade Sinne und Eofinus, 


fowte bie ber Tangenten ber kleinern Winkel als or, u. ſ. f., find ale des 


kabiſche Ergänzungen zu betrachten, bei welchen — 10 nicht ausdrücklich zu⸗ 
gefept iR, da durch das Weglaffen diefes Subtrahenven nur in fehr befonbern 
Fällen ein Zweifel entfichen Tann. Die deladiſche Ergänzung eines Logarith: 
men iR durch d. E. angebeutst. . . 


1008 a1 ‚i 1614 lg Pasinc *0, 75098 lg P,cose,—1 ‚05847- lg P,sina,—1 ‚32070 


os ©, —9,40825- Ig sin 0, —9,98528- 1g cos «, =9,94793 1g sin a, —9,68441- 
008 ,—1,06502- IgP,sina,—1,64205- 1gP.cose,—1,44817 IgP.sin«,=1, 1,16465- 


Die Intenfität der Reſultirenden iſt deumach 36:67 und ihre Richtung 
bildet mit ber Achſe der x einen Winkel — 299033. 


8.9, 

Um nun zur Beitimmung ber Mittellraft beliebiger Kräfte über- 
zugehen, berem Richtungen wicht in berfelben Ebene liegen, betrachte ich 
zuerſt den all, daß drei unter fich zedhtwinklige Kräfte P, Q, S, 
Big. 32, gegeben ſeien. Die Reſultirende R, der beiben erſten: P und Q, 
ift dann beftimmt durch bie Gleichung: 


R?—=P!+Q8. 
Die Richtung von S iſt aber ſenkrecht zu P und 9; alfo auch zu ber 
Ebene PMQ, und folglich fenkrecht zu R,; bie Mittelkraft R von R, 
und S, oder was basfelbe ift, von P, Q und S, wird demnach burch 
bie Ähnliche Gleichung: 
R2®—R,? + 58 

beftimmt, welche durch Einführung bes Werthes von R, wird 

R—=P2+Q1+52, R=VPIHQIFS. 
Kerner iſt es einleuchtend, daß wenn a, b, e bie Drei Winkel zwiſchen 
ber Richtung der Kraft R und den Richtungen ihrer Seitenkraͤfſte P, Q, 8 
find, man hat 

P=Rosa, Q=Rosb, S=Roosc 

6.) unb 

S 
ea — , mt, Wi — > 


ober, wenn man ben Winkel, welchen bie Projertion der Refultivenden 
in ber Ebene ber Kräfte P und Q mit ber Richtung ber Kraft S bildet, 
mit e bezeichnet, 


P=Rsincoose, Q=Rsincsine, S—R o0so 


6.) 2 8. 8 
me, A? int 
Durch diefe Ausdrüde iſt die Sntenfität und Richtung ber Reſultirenden 
beftimmt; fie zeigen, daß diefelbe durch bie Diagonale bes 
über ben drei gegebenen Kräften ausgeführten Parallel 
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epipeds vorgefiellt wird. Ste dienen aber auch umgekehrt dazu, 
eine Kraft R in drei andere unter fich rechtwinklige: P, Q, S, zu zer= 
Iegen, wenn bie Winkel a, b, e zwiſchen ber Richtung ber erſten und 
den Richtungen ber drei legten Kräfte befannt find, und zeigen in dieſer 
Beziehung, baß jede diefer Seitenträfte ber Brojection der 
Refultirenden auf ihre Richtung gleich iſt. Es findet dann 
auch hier bie oben in F. 5 über bie Zeichen der Gofinus und den Sinn 


der Thätigkeit der Componenten gemachte Bemerkung ihre Anmendung. 


Dasfelbe Ergebnig hätte aus der in 6. 7. befprochenen Gonftruction 


| abgeleitet werben fünnen; benn es tft Mar, daß biefe auch auf Kräfte 
anwendbar ift, deren Richtungen nicht tm derſelben Ebene liegen, ba 


— — — —— 


man Immer nur zwei Kräfte zugleich betrachtet. Es ergibt ſich ferner 
durch biefelbe, wie Fig. 33 zeigt, daß für irgend breit nicht in einer 
Ehene Tiegenden Kräfte P, O, S die Mittefraft R immer durch Die 
Diagonale bed über denſelben conſtruirten Parallelepipeds der Größe 
und Richtung nach vorgeftellt wird. 

Zur wirklichen Ermittelung ber Refulticenden von beliebigen Kräften 
im Raume tft indefien bie erwähnte Gonftruction wenig geeignet; vers 
bindet man aber biefelbe mit ber barftellenden Methode nach der in 
$. 14 ber Einleitung angegebenen Weiſe, bie Profeetionen ber Kräfte 
aufzutragen, fo erhält man leicht die beiden Profectionen der Reſul⸗ 
tirenden burch ben einfachen Sab, daß bie Mittelfraft der Pro— 
jectionen der gegebenen Kräfte in einer ber Projections- 
tafeln au die Brofection ber Refultirenden derfelben 
Kräftein dieſer Tafel iſt. Durch die Projectionen der Refultirenden 
hat man dann auch bie wirkliche Größe und Richtung berfelben. 83 - 
wird bald ein Beifpiel einer folchen conftructiven Befttimmung . gegeben 
werden, worüber man einftweilm ig. 34 vergleichen Tann. 


$. 10. 


Es ſei nun eine beliebige Anzahl Kräfte P,, Pa, Ps, etc. ges 
geben, und beren Richtungen gegen ein willkürlich burch ben gemein- 
Khaftlichen Angriffspuntt gezogenes rechtwinkliges Coordinatenſyſtem, 
entweder durch die Winkel x, A, y mit ben brei Achfen, ober durch 
bie Winkel 4 und s beftimmt. Man zerlege bie Kraft P, in drei 
andere, welche nach ben drei Achien gerichtet und demnach durch 
ober " P,coso, ,„ P,cosA, ,„ P,cosy , 


P, siny, cos&, ,. Pı siny‚sine, ,„ P, 0087, 
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ausgebrückt find. Auf dieſelbe Welle verfahre man mit allen übrigen 
Kräften P,, P,, etc. und verwandle fie dadurch in brei unter ſich 
rechtwinklige Syfteme von Kräften, bie länge besfelben Geraden (einer 
ber drei Achfen) thätig find. Die Refultivende eines jeden Syſtems if 
ber algebraifchen Summe ber betreffenden Kräfte gleih; wenn alfo biefe 
Mittelträfte den Achſen entſprechend mit X, Y und Z bezeichnet werben, 
fo bat man 
X=P,coosa,+tP, 008% -+P, cos , tete. —=2.Pcos® 
7) $ Y=Pı ws, +P, cos fa + P, 0088, + eic. —=2.P cos 
2=P, c08 yı +P, cos y3 4 P. 008 1, + dc. 2. PoS/ 9 
ober auch 
X—P, siny, cose;—+Pgsinygcoses+-Pzsinyscose, + ete.=3.Psinycose 
Y=P,siny, sine, + P3ssiny, sineg+Py siny,sinez-Fetc.=2.Psinysine }. 
Z—P, cos yı +P, cos Ya +P, 008%9 —eic.==2. P cos Y 
Die Mittelkraft diefer Refultirenden X, Y, Z tft zugleich bie des ganzen 
Syſtems, und man hat 


R=y KETTE Fon IF(E.PesAJCH TE. Fne7}} 





8.) , 
oa‘ ob —— 
-r’ =R’ —R 
ober auch 
9 e= 1 R= z 
) uge= un, WET Ne’ 


womit dann fowohl bie SIntenfität als die Richtung ber gefuchten 
Mittelkraft beſtimmt if. Binfichtlich der Zeichen ber Größen X, Y, Z 
kann in Bezug auf bie Winkel a, b, c Fein Zweifel entftchen, ba fie 
zwilchen ben Grenzen O und ss liegen; in Bezug auf ben Winkel e, 
ber fih von O bis 275 erftredt, gilt dasſelbe, was oben ($. in 
Betreff des Winkels a geſagt worden iſt. 


§. 11. 


Als Beifple für bie vorhergehende analytiſche Beſtimmung, fo wie 
für die conftructive Darftellung der Refultirenden von beliebig gegebenen 
Kräften im Raume biene folgende Aufgabe. 

An bemfelben materiellen Punkte M, ig. 34, wirken A Kräfte, deren 


Intenſitaͤten und Richtungen folgende find: 








Le u — — — — — — ln Eee v 
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Kor Hgr Kor Her 
PR, — 25, 30, P, = 16, 75, P, = 32,63, P, = 20, 87, 
a=40, 2130, 3 = 2510, 2, =305°10, 
„=6350, . — 48%, y = 1560, 9, =151040; 


weiches iſt bie Gutenfität und Richtung ihrer Refultivenden ? 


Bei ber in Fig. 34 dargeſtellten Gonftruction iſt ber doppelte Milli— 
meter ald Einheit der Kraft angenommen, bie Hortzontal= Brojertionen 
find mit einem, die Vertikal- Projectionen mit zwei Accenten bezeichnet; 
die erſtern Projectionen find wie Kräfte in derfelben Ebene zu einer 
Mittelfraft MR’, die Vertifal= Profectionen ebenfo zu der Kraft MR” 
vereinigt, und fobann durch Umlegen ber vertifalen projicirenden Ebene 
in bie vertifale Tafel die wahre Länge der Mittelfraft und der Winkel 
e oder CHR, den ihre Richtung mit der Vertifalen bildet, gefunden 
worben; ber Winkel e ift durch ben Winkel AMR’ hefannt. 

Die Rechnung gibt: 


kg P,=1,4049 ...... —=14049 ..... — 1,40449 
log sin y,— 9,9534 —9,95304 log cos y, = 9,64442 
lg cos 2, —9,87557 log sin 4 —=9. 81983 


log P, cos. a, = 1,23310 


P, c08 a, — 17,10 


log P, = 1,22401 
kg sin y,— 9,87334 
og cos 8, —=9.7489 — 


log P, c08 hı = 1, 17736 
P, cos 8, = 15,04 


.— 1,22401 
...... — 9,87334 
log sion , —9,921t1 


log Pıcosy, —1,01891 
P, cos Yı = 1 1,19 


.— 122401 
log cos y. = 9,82269 


log P, cos a, — 0,83924— logP,cos#,—1,01846 log P, cos yı = 1,04670 
P, cos a, = — 6,91 P, cos 93 = 10,43 P,cosys = 11,t4' 
log P, = 1,51495 .— 1,51495 .— 1,51495 
kg sin z,— 9,60070 .=9,60070 log cos y, = 9,96240 — 


og cos 3 —9822— log sin s—9,85074— 


kgP,cosa, — 0,96387 — log P, cos #; = 0,96639— log P, cos y. = 1,47735 — 


P, cos a, — — 9,20 P, 008 fs = — 9,26 j P, c08 49 = — 30,02 
log P. ⸗ 131082 ..... „131952 ‚= 1,31952 
og sin y—9613 22... — 9,67633 log cos y4—=9,9458— 


log ons e, = 9,76572 
log P. cos «, = 0,76157 


log sin e, — 9,90978— 
log P, c08 Pi = 0,9563 — log P, co8 Yı= 1,26110— 


P,cosa, = 5,78 -P, 008 fa = — 8,05 P. cos 1, =— 18,37. 
Dabunk) wird fobann . 
i=Z. Pose = 28 — 16,11 = 6,77 
Y=r.Pcs$p = 34 — 1731 = 8,6 


Z = 8. P.osy —= 22,33 — 48.39 — — 26,06 
Decher, Haudbuch der Mechanik I. 10 
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logZ.Peosp—0,91169 logz.Pooss—0,91169 Tog:.Poosy=1,41507-- 
d.E.lgZ.Pcose—=9,16941 d.E.1g8.Pcosy=8,58403— d.E.Igcosc—0,033%6 — 
log tang e=0,08110 d. E. log sin e=0,11373 log R=1,44923+ 

. log lang 9,6095 — 


e=5eifi , c= 157516 ,„ R= 8,13. 
Man hat auch | | 
— R 
R= ETF FIT FR - RE = 213. 
log Z.Pcos« — 0,83059 log Z£.P cos —= 0,9169 
d. E. log R == 8,55077 d. E. log R- = 8,55077 
og cos a == 9,38136 log cos b— — 9,46246 
und 
log siino = 9,57619 log sin c = 8,57619 
log os e = 9,80517 r log sin e == 9,88627 
log cos a = 9,38136 log cos b == 9,46246 
a —= 76°4,6 b = 138A. 


Durch diefe Refultate ift in Mebereinftimmung mit der Conftruction bie 
Mittelkraft der Sröße und Richtung nach beflimmt. 


6. 12. 
Mitteld ber Gleichungen (7) läßt fich nun auch ein Ausbrud für 
die Mitteltraft finden, welcher unabhängig iſt von ber Lage der Eoor- 
binaten und ber nur die Kräfte und bie von biefen paarweiſe gebildeten 
Winkel enthält. Erhebt man nämlich biefe Gleichungen zum Quadrat, 
fubftituirt die fo erhaltenen Werthe von X2, Y2 und Z3 in die Gleichung 
R2—X2-1 Y2-1 72 
und beachtet Dabei, daß | 
c08? a, + cos? 8, + oosty, —=1 
c08? a + 008? Aa+ cos! ys = 1 
etc. , 
und daß nach F. 19 der Einleitung 
— 
eos 0%; cos 3 4 008 A, 008 Ag -ceos 74 cos y2 coo P. P, 
cos c cos 0, + cos A; cos fa + cos Y, eos y5 — cos P, P; 
eic. „, 


wo PP, ben Winkel bezeichnet, ben bie Richtungen der Kräfte P. 
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und P,, P, P, denjenigen, welchen bie Richtungen der Kräfte P, und P, 
einfließen, u. ſ. f., fo findet man 
R—P,2+P,a4P,°4-0tc. -+2P,P, cosP,Pı-H2P,P, INNEN coaf,Pr-Feic, 
ober 

R2— 3.P32+4253.PP coPP (10. 


als den gefuchten Ausdrud. Man ficht fogleich, daß er berfelbe iſt, 
wie derjenige, durch welchen eine Seite eines Vielecks berechnet wich, 
mir mit dem Unterſchiede, daß in unferm vorftiehenden Ausdrucke nicht 
wie dort, bie innern, fondern die äußern Winkel des Vielecks genommen 
find; ferner, daß ber für zwei Kräfte erhaltene Lehrſatz, das fogenannte 
Baralellogramm der Kräfte, nur ein beſonderer Fall des vorher- 
gehenden allgemeinen Sabes iſt. 


Endlich befteht zwiſchen der Refultirenden und ihren Seitenfräften 


noch eine weitere allgemeine Beziehung, welche häufig angewendet und 
auf folgende Art aus benfelben Gleichungen (7) abgeleitet wird, 


Es fei MN irgend eine beliebige, durch den gemeinfchaftlichen An=_ 


griffspunft gezogene Gerade, und I, m, n bie Winfel XMN, YMN, 
ZMN, welche biejelbe mit ben brei Coordinatenachſen bůdei. Man 
multiplicire bie Sleichungen (7) unter der Form: 
R cosa—=_2.Pwsa—P, cosa, +P, cosa, + P, cos æ, + etc. 
Rcosb=3.Peosß==P, e08ß, -+ Pa 608 fa -+P, c08ßs + elc. 
Rcosc=2.P o8y=P, cosy; + Pa 008Y9 + P, 0089, + ete. 


ber Reihe nach mit cosl, cosm und cosn unb abbire bie Producte, 


ſo ergibt fich folgende Gleichung: 

R(cosa cosl-}cosb cos m-}0086c085)—=Z.P(cosa cosl-}c0sß cosm-}-cosy cosa) 
=P, (00sa, cosl-4-c0sß, cosm-HC08y 0080) 
P. (cose, cosi-}cosß, cosm--C0sy,c06n) 
Pete. 

oder, wenn man ben Winkel, welcher von ber Richtung ber Mittelkraft 


R nit der Geraden MIN eingefchloffen wird, wieber mit RN, bie von 
derſelben Geraben mit ben Richtungen ber Kräfte Pi, Pa, etc. gebil- 


beten, mit P, PM, BN, etc. bezeichnet, die Gleichung: 
ReosAN=P, cos, N-+P, cos P, N-+eie. 


—>Y.PeoPN; di. 
10* 
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und durch biefe Gleichung wird ausgefprochen, daß bie Brojection 
der Reſultirenden auf eine beliebige Gerade gleich ifi der 
algebraiſchen Summe ber Brojectionen aller Seitenträfte 
auf dDiefelbe Gerabe. 


Man bat alfo auch, wenn man ben Winkel RN mit 9 bezeichnet, 
für Die drei rechtwinkligen Componenten 


12.) Rcos$=Xcosil+Ycosm+Z cosn. 
Halt die Gerade MN mit der Richtung. ber Refultivenben zufam- 


men, fo wirb cos A—1, und demnach 
R—=P, wR+R cos P, R-t etc. 
=3, P cosPR 3 


d. 5. die Refultirende tft gletch ber algebratfchen Summe 
ber Brofectionen aller Kräfte auf ihre Richtung NIE 
beſondern Fall bavon vergleiche man bie zweite ber Gleihungen (3) in 
6. 6. Für drei rechtwinklige Kräfte X, Y, Z, welche mit ber Mittel- 
kraft R die Winkel a, b, c bilden, ift bemnach 

R=X cosa+Ycosb+Zcosc ,. 


wie fih auch aus ben Gleichungen (8) ergibt. Bringt man naämlich | 
bie erfte: 
erſt RX22422 
unter die Form: 
R=X- Kı yı + 2, 


und fubftitutrt für =, x: 2 üfre Werte (8), fo findet mar 


ebenfalls die betreffende Gleichung wieder. 
6. 13, 


Um das Vorhergehende, namentlich bie Gleichung (12) anzuwen⸗ 
ben, fel die Aufgabe geftellt, die in 6. 11 berechnete Refulttvende nad) 
zwei unter fich vechtwinkligen Richtungen zu zerlegen, von denen bie 
eine durch die Winkel: 

y—=10715 , = 75036’ 
beftimmt tft, indem man bie Werthe ber Somponenten RX. P cocq, 
=S5,Pcosß, =>,P c08 y als gegeben vorausfeht. 
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Die eine, in bie gegebene Richtung fallende, Somponente der Reſul⸗ 
tirenden tft nach F. A ber Brofection der letztern auf jene Richtung gleich, 
und wenn fie mit (), bezeichnet wird, hat man zuerſt nach Gleichung (12) 

Q,=Xsiny cose'-+Y siny sine’ +Z cosy’ . 
Die Rechnung gibt alfo mit ben in F. 11 gefundenen Werthen: 
x—=6,7, Y=816, 2=—26,06 
Folgendes: 
log X—0,83059 log Y—0,91169 log —1,4597— 
log siny—9,98001 log sin y’==9,98001 log cos Y=9A7209— 
log cos € —9,39566 log sin €'—9,98614 
log X cos «’ —0,20626 log Ycos#’—=0,87784 logZ cos 1’—0,88806+- 


R 
—1,608-17,548-+ 7,723 16, 884 ; 
daraus zieht man dann ben Winkel 3, welchen bie Richtung ber Res 
fultirenden mit ihrer Componenten Q, bildet; 


cos I = U = 008539 78 D) 
mb die zweite Gomponente Oz, namlich: 


q. =VRR—Q = Rsin $— 29, 504 


Sol dann noch bie Richtung biefer Iehtern Componenten beftimmt wer⸗ 
den, fo wird dieſes dadurch geſchehen, daß man die Winkel «’, 8”, y 
zwiſchen dieſer Richtung und den brei Goordinatenachſen aus den * 
Gleichungen: 


cos &'.c0os8 «” + cos f’ cos ß” + eosy c08y” —=0 

cos a cos &" --.cos b cos 8” -+cos c cos y” —=sin I 

008? «&” + cos? 8” + cos?y" —1 
berechnet, von denen bie erfte und zweite bie Bedingungen ausdrüden, 
daß. bie gefuchte Richtung mit derjenigen ber ir Q, einen rechten 


Winkel, mit derjenigen der Kraft R den Winkel 7 — einſchließt; 
in denen alſo zugleich die Bedingung enthalten * daß bie drei Kräfte 
in einer Ebene Tiegen. 


Man Tann aber auch dieſe Ichtere Bedingung unmittelbar barftellen, 
Indem man zuerft nach 6. 21 der Einleitung die brei Winkel I, m, n 
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befitummt , weldye die Rormale zu ber Ebene ber Kräfte O, und R mit 
den drei Achſen einfchliehtz die entfprechende Bedingung iſt dann 
cos a” cosl-+cos 8” cosm-+-cosy” cosn=0, 


und wird ftatt ber zweiten ber obigen Gleichungen angewendet. Man 
zieht aus ber zuletzt erhaltenen und aus ber erften ber obigen Gleichungen 
durch aufeinanderfolgende Elimination von cos 8" und eosa” 

cos «” (cosl cos #’—cosm eos &')-} cosy” (cosn cos #’—cos m cos y)—0: 
cos #” (cos] cos #’—cos m cos a’) + cos y” (cosl cos Y—-cosn caga’F—D. 
Nach dem angeführten $ ber Einl. tft aber - 


cos cos e — cos y’ cosb __ 608 y' eos a ⸗cos a’ cose 


000 1 = sin I am sin $ ’ 
cos u’ cosb — cos ff’ cosa 
cen— ——— 
sin) 


und mit der Beachtung, daß 
cos a’ cosa-}+ cos fd’ cosb + cosy cos = cos } 
ift, ergibt ſich dann 
(cos1 cos #’ — cosm cos «’) sin $—cose—cosy cos I 
(cosl cos y' — cos n cos @') sin $—00sb— cos 8’ cosꝰ 
(cosn cos ß’— cos m cos y’) sin I —cosa— cosa’ 0084 , 
und es ift leicht zu fehen, daß fih bie Summe ber drei Quadrate ber 
vorstehenden Werthe auf sin? I rebuzirtz daraus folgt endlich 
„  00sa—cos a’ cos ꝰ 


a v’— 


cos b— cos 8’ c08 3 
sin $ u 
„_ @se—eosy 09 


ory sin) 


endet man biefe Werthe zur unmittelbaren Beitimmung ber Kraft Qs 
an, fo wird 
Q,—=X cosa” +Y cos 8" +2 cos y” 
__Xcosa+Ycosb-HZcosc _(X.cos a@’+-Y eos #’+ Zcosy’) cos 3 
— sind u sin I 
oder \ 
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woraus fich wieder 
| R=Q; 08940, sin$ 


| ergibt, wie dies tn ber That flattfinden muß. 
| Mit ben gegebenen und bereits gefundenen Zahlenwerthen berechnen 
ſich bie gefuchten Winkel: 
a’ —820 57,3, e—10% 185,7, 7" =15% 0, & . 2900 208. 
Um die Aufgabe durch Zeichnung zu löfen, wird man entweder 
bie Bro nen ber befannten Richtungen ber Kräfte R und O, auf- 
— d eine Ebene durch dieſelben legen; eine zweite Ebene ſenkrecht 
zu ber Richtung von O, gelegt, ſchneidet dann bie erſte nach der Ge⸗ 
raden, in welche bie ichtung von Q, fallt. Man erhält auf dieſe 
Weite die Projertionen ber Richtungen ber Componenten und Tann mit- 
tels des Parallelogramms in jeder der beiden Tafeln bie Zerlegung ber 
entfprechenden Projection von R nach jenen Richtungen vornehmen, wo⸗ 
durch die Projectionen ber beiden Componenten, alſo auch biefe felbft, 
und die Winkel 4" und e” befannt werben. Oder man kann durch ben 
| Edpunkt der Geraden, welche die Refultirende vorftellt, eine Ebene 
ſenkrecht auf bie gegebene Richtung der Kraft Q, legen, und ben 
Durchgang biefer Richtung durch jene Ebenz beftimmen, wodurch eben- 
falld die beiden Somponenten erhalten werden, u. ſ. f. 
Diefe Andeutungen mögen genügen, um den Lefer in ben Stand 
zu feßen, die Fig. 35, welche den vorhergehenden Fall in ber erften 
Weiſe aufgelöfet, barftellt, bei welcher aber die horizontale Tafel nad) 
‚Oben in bie vertifale umgefchlagen tft, zu verſtehen, und ihn zur zeich- 
senden Auflöfung unferer Aufgabe in einer andern Weiſe, fowie anderer 
ähnlicher Aufgaben zu veranlaffen. 


4 
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Zweiter Abſchnitt. 
Gleichgewicht des materiellen Punktes. 





g. 14. 


Aus ber Erklärung, welche in ber Einleitung von zwei gleichen 
Kräften gegeben wurde, folgt unmittelbar, baß ein materieller Punkt 
im Gleichgewicht bleiben muß, wenn an bemfelben zwei gleiche Kräfte 
längs derſelben geraden Linie in entgegengefehten Sinne angreifen. 
Umgekehrt ift es auch . für das Gleichgewicht eines materiellen Punktes 
unumgänglich nothivendig, daß fich alle Kräfte, welche an bemfelben thätig 
find, durch zwei gleiche und gerade entgegengefeßt wirkende erſetzen laſſen; 
denn die Geſammtwirkung aller Kräfte kann nad) dem vorhergehenden 
Abſchnitte jedenfalld durch die Wirkung von zwei im entgegengeſetzten 
Sinne thätigen Kräften vertreten werben, und ber materielle Punkt wird 
nicht im Zuftande bed Gleichgewichtes fein können, wenn Diefe beiben 
Kräfte ungleich find. ' 

Wir verftehen übrigens hier unter Gleichgewicht im allgemeinen 
Sinne denjenigen Zuftand des materiellen Punktes, wo alle Kräfte, 
ſowohl bewegende ald widerſtehende, ihre Wirkungen gegenfettig 
jo aufheben, daß fie keine Anderung in dem örtlichen Befinden ihres 
Angriffspunttes, namentlich keine tn feiner Bewegung hervorbringen 
können, alfo nicht blo8 bie engere Bedeutung ber durch bie angreifenden 
Kräfte nicht geftörten Ruhe; benn biefe ſetzt nur voraus, daß bie 
bewegenden Kräfte nicht ftärker find, als bie Wiberftände, da bie 
Ruhe um fo mehr gefichert ift, je mehr bie letztern bie erften überwiegen. 
Man wird übrigens leicht einfehen, daß bie Bebingungen bed Gleich- 
gewichtes in unſerm allgemeinen Stnne auch den Grenzen bes ruhenden 
Gleichgewichtes entiprechen,, d. h. bemjenigen Zuftande, mo bie geringfte 
Vermehrung ber bewegenden Kraft den materiellen Punkt aus ber Ruhe 
in Bewegung verfebt, und biefer Zuftand tft im Folgenden immer zu 
verfiehen, wenn vom Gleichgewicht im Gegenfage zur Bewegung ge= 
fprochen wird, 
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Berbinben wir alle mit ber oben ausgefprochenen nothwendigen 
und genügenden Bedingung für bas Gleichgewicht eines materiellen 
Bunktes die im vorhergehenden Abfchnitte für die Zufammenfebung der 
fürdernden Kräfte gefundenen Lehrſaͤtze, ſo können wir daraus bie Gleich- 
gewichtsbedingungen für bie verſchiedenen Fälle und örtlichen Umftände 
ableiten, in welchen fich ber materielle Punkt befinden kann. Man faßt 
dieſe Icktern am beften unter drei Geſichtspunkten aufammen, und denkt 
fih den materiellen Punkt entweber 

1) ganz fret, fo daß eine Bewegung desſelben nach jeder Seite 
« Hin möglich iſt, oder 
| 2) in feiner Bewegung auf eine fette Fläche befchräntt, auf 
5 er jeboch noch jeden beliebigen Meg einfchlagen Tann, ober 
endlich 
3) an eine feſte Curve gebunden, fo daß er ſich nur länge 
berjelben tn dem einen ober in dem andern Sinne bewegen Tann. 


I. Gleichgewicht des freien materiellen Punktes. 


8. 15. 


Wenn an einem freien materiellen Punkte mehrere Kräfte lange 
berfelben Richtung und in demſelben Sinme angreifen, fo kann, mie in 
$. 3 gezeigt wurde, ihre Wirkung durch die einer einzigen Kraft etfebt 
werden, welche ihrer Summe gleich ift, weßhalb denn auch in dieſem 
Falle fein Gleichgewicht flattfinden kann. Wirken dagegen mehrere 
Kräfte an bemfelben Punkte längs berfelben Richtung zum Theil in 
pofitivem , zum Theil in negativem Sinne, fo wird berfelbe im Gleich- 
gewicht fein, wenn bie Reſultirende S.P, ber erſtern der Mittelfraft 
2. der letztern gleich iſt, alfo wenn man Bat 


z2,=2.Q, oder 2.,—2.Q,=0. 
Es iſt aber auch 
2.P. —2.Q, ⸗ R 9 


wenn R bie Reſultirende aller Kräfte bezeichnet, und bemnach für das 
Gleichgewicht 
R=0, 


wie dies wohl von ſelbſt einleuchtet. Deutet man endlich ben Stun, 
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in welchem die Kräfte thätig find, durch die Dualttätszeichen an, fo 
bat man R=2.P, und es ergibt ſich damit 


13.) XR. P0 


als einzige nothwendige und genügende Bedingungsgleichung für das 
Gleichgewicht eines Punktes, an welchem beliebig viele Kraͤfte laͤngs 
derſelben Richtung in Thaͤtigkeit find, 


$. 16. .. 


Zwei Kräfte P und Q, welche an benfelben ‚Punkte M %ig. 36 
angreifen, beren Richtungen aber einen andern Winkel als 180° ober zz 
zwiſchen fich einfchließen, können biefen Punkt nie im Gleichgewicht er⸗ 
halten; denn wenn man an biefem Punkte eine der P gleiche Kraft P’ 
in entgegengefestem Sinne angreifen läßt, fo wird diefe Die Wirkung 
von P aufheben, und ber Punkt M fich fo bewegen, ald wenn Q allein 
an ihm thätig wäre, alfo in ber Richtung MO. Sollen aber bie 
Kräfte P und Q fih auc das Gleichgewicht halten, ober Ihre Thätigkeit 
gegenfeitig aufheben, fo müßte fih offenbar ber Punkt M auch fo 
bewegen, ald wenn P’ die einzige Kraft wäre, welche auf ihn wirkt, 
mithin in ber Richtung MP’. Da es aber unmöglich tft, daß fich 
berfelbe Punkt in zwei verjchiedenen Richtungen bewege, fo können auch 
bie Kräfte P und O ben Punkt M nicht für fich allein im Gleichgewicht 
halten. 

Das Gleichgewicht wird aber immer durch eine dritte Kraft, welche 
in derfelben Ebene mit ben beiden andern Tiegt, hergeftellt werben können, 
und es ift einleuchtend, daß dieſe der Mittelfraft ber beiden erften gleich 
und gerabe entgegengefeßt fein muß. So müſſen brei gleiche Kräfte 
P, P', P’, Fig. 37, deren Richtungen je zwei benfelben Winkel 
von = 7x ober 1200 einfihließen, offenbar ihren Angriffspunkt im Gleiche 
gewicht halten, ba Fein Grund benfbar iſt, warum er ſich lieber nach 
ber einen, als nach der andern Richtung bewegen follte, und bie Figur 
zeigt fogleich, daß jede dieſer Kräfte, z. B. P”, ber Reſultirenden R ber 
beiden andern gleich und gerade entgegengefebt ift. 

Nehmen wir dann zwei beliebige Kräfte P und Q, Fig. 38, deren 
Richtungen den Wintel PM Q « einfchließen, fo hat man nad) $. 6 
für ihre Mittelfraft R, deren Richtung mit der Richtung ber Kraft P 
ben Winkel 9 bildet, 


R:Q:P=sna:snd:in(a— I). 





Du 
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Die dritte Kraft S, welche bie beiden erften im Gleichgewicht halten fol, 
muß aber ber R gleich und gerade entgegengefebt fein, alfo die Winkel 
#— 3 und a — (a— 3) mit den Richtungen ber Kräfte P und Q 


einſchließen; ferner weiß man, daß sind—=sin ( —- 9) —=sin ß, 


sin ( — 9) = sin [nm — (@a—3)] — sin y ift, und bamit ergibt 
ſich, wenn S für R in bie vorfichende Proportion eingeführt wird, - 
S:Q:P=sina:sin ß :siny, 
ober wenn man bie Winkel &, A, y durch PO, PS, 98 bezeichnet: 
9:0:P=sinPQ:sin PS: sinQS . 

Es Tann demnad von drei Kräften, welche ihren Angriffspunft im 
Gteichgewwicht halten, jede durch den Sinus des Winkels vorgeftellt 
werbden, den die Richtungen der beiden andern unter fich bilden, und 
umgekehrt werben drei Kräfte, von denen jebe in bemfelben Verhältniffe 
zu dem Sinus des Winkels fteht, welchen bie beiden andern einfchließen, 
ihren Angriffspunft immer im Gleichgewicht halten; denn es wird in 
dieſem Falle jede berfelben der Mitteltraft der beiden andern gleich und 
in gerade entgegengefehtem Sinne thätig fein. 

Mittels ähnlicher Betrachtungen wird man nun leicht ben Schluß 
ziehen, daß drei Kräfte, welche fich gegenfeitig das Gleichgewicht halten 
follen, nothwendig in derfelben Ebene liegen müflen, weil im entgegen- 
geſetzten Falle bie Wirkung von zwei diefer Kräfte in zwei ganz ver= 
ſchiedenen Richtungen aufgehoben werben könnte, einmal nad bem 
Vorhergehenden durch eine. in ber Ebene biefer Kräfte liegende, und 
Dann durch die nicht in dieſer Ebene gerichtete dritte Kraft, was offenbar 
unmöglich fit, und umgekehrt, baß drei Kräfte, deren Richtungen nicht 
tn derfelben Ebene liegen, fih niemals im Gleichgewicht halten können. 
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Im Allgemeinen wird es für das Gleichgewicht eines materiellen: 
Punktes, welcher fi ganz frei und ungehindert beivegen kann, und an 
welchem beliebig viele und nach beliebigen Richtungen wirkende Kräfte 
tätig find, mie in dem befondern Falle von $. 15, jedenfalls hinreichend 
fein, daß die Reſultirende diefer Kräfte Null wird; da fein Zuftand 
Dann offenbar berfelbe tft, als wenn feine Kraft an ihm thätig wäre. 

Die Bedingung: R==0 if aber auch nothwendig. Denn menn 
man in dem Falle, wo bie Richtungen aller Kräfte in berielben Ebene 
Hegen, fe nach $. 8 nach zwei unter fich rechtwinkligen Richtungen 
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zerlegt, und bie beiden Haupteomponenten X und Y gebildet, ober das 
Syſtem auf diefe beide zurücdgeführt hat, fo fieht man nach dem Vor— 
hergehenden, baß diefe rechtwinklig gerichteten Kräfte ihren Angriffspunft 
nicht im Gleichgewicht halten Tönnen, wenn nicht jede für fich benfelben 
im Gleichgewicht Hält oder nach (13) Null tft, woraus auch 


yr+V=R=0 
folgt. 
: Wir erhalten dadurch tn bem erwähnten Falle für das Beſtehen 
bed Gleichgewichtes bie beiben Bedingungen: 


14.) X\=3.Pwose=0, Y=?r.Psna=0, 


welche ausbrüden, baß das Beſtehen des Gleichgewichtes in 
einer beliebigen Richtung durch das Borhandenfein bes 
Gleichgewichtes in zwei unter ſich rechtwinkligen, in der 
Ebene ber Kräfte liegenden Richtungen bedingt wird. 

Im allgemeinften alle, wenn die Richtungen der gegebenen Kräfte 
gegen drei rechtwinklige Achſen beſtimmt find; führen bie Gleichungen 
(7) und der Sab, daß drei Kräfte, bie nicht in derfelben Ebene liegen, 
alfo namentlich drei unter fich rechtwinklige Kräfte ihren Angriffspunkt 
nicht im Gleichgewicht halten koͤnnen, wenn nicht eine jede für fih Null 
tft, zu den brei Gleichungen: 


X=3.Pwsa—=3.Psiny cose—=0 
15.) Y=2Pcs$=X.Psiny sinse—0 
4=2.Pwy=0; 


diefe drücken demnach bie allgemeinen Bebingungen für das Gleichgewicht 
eined freien materiellen Punktes aus, an welchen beliebige Kräfte an= 
greifen, und zeigen, daß, wenn nach drei unter fich rechtwinkligen Rich- 
tungen Gleichgewicht ftattfindet,, der materielle Punkt auch in jeder andern 
Richtung im Gleichgewicht iſt, und daß umgekehrt ber Febtere Zuſtand 
durch das Beftehen bed Gleichgewichtes längs brei unter fich rechtwink⸗ 
ligen Geraden bedingt wird. 

Unterfucht man die Gefammtwirkung ber gegebenen Kräfte mittels 
Gonftruction derfelben nach $. 9, fo wird ſich im Kalle bes Gleich- 
gewichtes, ba die Reſultirende Null tft, jedes der beiden Vielecke, welche 
aus den Projectionen der Kräfte entftehen, von ſelbſt ſchließen, weil auch 
bie Seite, welche im allgemeinen Falle die entfprechende Profection ber 
Reſultirenden vorſtellt, Null geworden iſt. Schließt ich nur eines von 
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beiden, fo iſt bie Refultivenbe fenkrecht zur Ebene biefes Vieleds, und 
es findet noch nicht Gleichgewicht ſtatt. 

Denkt man ſich alſo das Vieleck im Raume, von welchem die vor⸗ 
herbetrachteten die Projectionen darſtellen, ſo muß auch dieſes im Falle 
des Gleichgewichtes geſchloſſen ſein, und nach dem bekannten Lehrſatze 
von den Vielecken wird man dann die Summe der Projectionen ſeiner 
Seiten auf irgend eine Gerade gleich Null finden. Umgekehrt kann 
aber nicht behauptet werden, daß das Vieleck gefchloffen ift, wenn bie 
Summe der Profectionen feiner Seiten auf eine beliebige Gerade Null 
gibt; denn bies wird auch bei einem Diele, in welchem eine Seite 
fehlt, für jebe Gerade der Fall fein, welche in ber zur Richtung ber 
fehlenden Seite ſenkrechten Ebene liegt. Will man alfo aus ber Summe 
der Projectionen fchließen, ob bie Reſultirende Null tft ober nicht, fo 
muß man drei folder Summen, und zwar in Bezug auf drei Geraden 
nehmen, die nicht in berfelben Ebene liegen, weil dann tn dem Walle, 
daß bie Refultirende nicht Nu it, die Summe ber Projectionen ber 
Vieleckſeiten wenigſtens in Bezug auf eine jener Geraden ebenfalls nicht 
Aufl fein wird, und man deßhalb umgekehrt mit Sicherheit behaupten 
kann, daß das Polygon gefchloffen tft, wenn man bie Summe ber 
Brojectionen feiner Seiten auf jene drei Geraben gleich Null findet. 

Dasielbe Ergebniß hätte aus ber Gleichung (11): 


RosRN—Z.P cosPN 


gezogen werben Tonnen, da biefe im Grunde nichts anders, als bie oben- 
angeführte Eigenfchaft ber Vielecke ausdrückt, und es geht aus bemfelben 
hervor, daß das Beſtehen bes Gleichgewichtes in Drei beliebigen, nicht 
in einer Ebene liegenden Richtungen Bürge iſt für das Beſtehen bes 
Bleichgewichtes in jeder Richtung, daß aljo die obengefundenen Bebin- 
gungen (15) nur einen befondern Fall biefes letztern Satzes barftellen. 
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6. 18. 


Unfere allgemeine Gleichgewichtsbebingung fordert aber, daß fich 
alle Kräfte auf zwei gleihe und gerade entgegengefehte zurückführen 
lafien, oder was dastelbe tft, daß jebe der wirkenden Kräfte ber Reful- 
tirenden aller übrigen. gleich und emtgegengefebt tft; es muß fich alfo 
dieſer Sab auch aus unfern Bebingungsgleichungen für das Gleich- 
gesicht ableiten laſſen, und in ber That kann dieſes auf folgende Weiſe 
geſchehen. 


4 
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Sind bie Kräfte P,, Ps, P,, etc. um ihren gemeinfchafflichen 
Angriffspuntt im Gleichgewicht, und bezeichnet man bie Refultirende 
aller Kräfte P,, P,, etc. mit Ausnahme von P, durch R,, bie Winkel 
ihrer Richtung mit den drei Achſen dur a,, b,, c,, endlich bie 
Summe: 

P, cosas 4 P, cos a, + etc. burch Z.P, cos og 
Ps 00882 +P, 0089, +eic „ Z.P2cos As 
Pa cos y3 +Ps cos y3 4 ete. „ Z.Pg 00875, 
jo iſt zuerſt | 
R,osa,—2.P, C08 Ge; R,cosb, X. P, cos fs , R,cosce,— Z.P, 008 yg 
und dann nach den Bebingungen (15) für das Gleichgewicht 
3.Pcosa=P, cosa, +4 3.P, cos = 0 
Z.Pcosß=P, co, +3. =0 
3.Pwosy=P, 008444 3.Pg 00849 =0 


alſo auch 
P, cosa,4R, cosa,—0 PR way,=—R, cos, 
P, cos@/+R,cosb,=0 oder P, ws, =—R, cosb, 
P, cos y. +R, cose,—=0 P, oe y. =—R, cosc,.. 


Erhebt man diefe letztern Gleichungen ins Quadrat und abbirt fie, fo. 
erhält man mit Berüdfichtigung der Bedingungsgleichungen : 
BF - eosꝰ Pe eosꝰy. Bu 
cos? a, + cos?b, + cos? c,—1 
bie Gleichung: 
Hung Paz 


alſo auch 
PR =HR,. 


Die Kräfte find aber allgemein abjolute Größen ohne Qualitaͤtszeichen; 
es muß alfo P=R fein, und damit wird 

cs, =— wa, wahl, =——b,, WEY——CORC, , 
woraus folgt, daß die Winkel @, und a,, A, und b,, y, und c, 
Supplemente, und daß die Kräfte P, und R, längs derſelben Geraden, 
aber im entgegengefebten Sinne chatig find, wie 8 oben ausgeſprochen 
wurde. 
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Es geht darans noch ferner hervor, daß wenn bie an einem Punkte 
thätigen Kräfte fich nicht das Gleichgewicht Halten, dieſes immer durch 
eine einzige Kraft, welche ber Refultirenden aller gegebenen Kräfte gleich - 
und dem Sinne nad autgegengeſcht iſt, aber auch nur durch dieſe 
hergeſtellt werden 


II. Gleichgewicht eined materiellen Punktes auf 
einer feften Fläche. 


8. 19, 


Wenn ein materieller Puntt nicht ganz frei ift, fondern ſich auf 
einer feften Fläche befindet, auf welcher ex ſich fonft frei beivegen kann, 
and wenn an ihm eine Kraft angreift, deren Richtung normal zu biefer 
Flaͤche und beren Thätigkeit gegen biefe Fläche gerichtet ift, die ihren 
Angriffspunkt alfo Durch die Fläche hindurch bewegen will, fo if 
einleuchtenb, daß biefer Punkt, wenn er vorher in Ruhe war, fich burch 
bie Wirkung jener Kraft nach Feiner Seite hinbewegen wird, da bie 
Berhältniffe auf jeder Seite dieſelben find, alfo Fein Grund denkbar iſt, 
warum bie Bewegung lieber nach biefer, als nach jener Seite erfolgen 
follte, und weil der Widerftand ber Fläche die Wirkung ber normalen 
Kraft aufhebt. Es findet noch derſelbe Schluß feine Anwendung, wenn 
an dem materiellen Punkte mehrere Kräfte thätig find, deren Rejultirende 
eine zur Flaͤche normale Richtung hat und ein Beſtreben zeigt, ihren 
Angriffspunft durch bie Fläche hindurch zu bewegen, wobei immer vor- 
ausgeſetzt bleibt, daß die Flaͤche feit genug ift, um biefem Streben ber 
Refultirenden widerfichen, oder mit andern Worten, ben Druck, welchen 
diefe auf fie ausübt, ohne Aenderung ihrer Form ertragen zu können. 

Unter der obengenannten Borausfekung wird alſo der materielle 
Punkt im Gleichgewichte bleiben, ohne daß die an ihm thättgen Kräfte 
ſich ſelbſft das Gleichgewicht halten, oder ohne daß deren Refultirenbe 
Rull iſt; es genügt, wenn ihre Richtung normal zu ber Flaͤche und 
dadurch bem immer ebenfo großen Widerftande berfelben gerade entgegen= 
geſetzt iſt. Diefe letztere Bedingung iſt aber auch für das Gleichgewicht 
nothwendig; denn wenn bie Reſultirende eine fchiefe Richtung zur Fläche 
bat, fo kann fie tmnier in zwei Seitenkräfte zerlegt werben, von benen 
die eine laͤngs ber Normalen zur Flaͤche, die andere Dagegen in ber 
Zangential-Ebene thätig tft, und während bie erftere, der Drud auf bie 
Fläche, durch den Widerſtand der Fläche unwirkſam gemacht wird, ſteht 
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ber Thaͤtigkeit ber zweiten durchaus Tein Hinderniß enigegen. Der 
Druck der Refultivenden und ber Widerftand der Fläche gegen denſelben, 
find aber immer als zwei gleiche und gerade entgegengefegte Kräfte 
anzufehen, und es iſt demnach das Beſtehen des Gleichgewichted auch 
im gegenwärtigen Falle an unfere allgemeine Bedingung geknüpft. 

Sn allen Fällen, bie in ber Natur vorkommen, wird ferner durch 
die zur Fläche normale Seitenkraft der Refultirenden ein Wiberftanb, 
bie Reibung, hervorgerufen, welcher immer der Bewegung ded mate- 
riellen Punktes, alfo ber tangentialen Seitenkraft entgegen wirft, und 
deren Intenſitaͤt der Erfahrung zufolge zwar von ber Beichaffenheit ber 
Fläche abhängt, übrigens aber immer dem auf fie ausgeübten Drucke, 
alfo ber normalen Gomponenten proportional iſt. Es ift dann für Das 
Gleichgewicht nicht mehr erforderlich, daß bie Reſultirende normal zur 
Hläche gerichtet iſt, es iſt hinreichend, wenn bie tangentiale Seitenfraft 
ber durch ben normalen Druck hervorgebrachten Reibung gleich tft, mas 
offenbar wieder Darauf hinaus kommt, daß ſich alle Kräfte, bewegende 
und wiberfiehende, auf zwei Paar gleihe und gerabe entgegengeſetzte 
zurüdführen laffen. 


$. 20. u 


Um nun diefe verfchtebenen Bedingungen für das Gleichgewicht 
analytiſch auszudrüden, fet F(x, y, z)=0 die Gleichung ber Fläche, 
auf welcher fich der materielle Punkt befindet, defien Soorbinaten demnach 
auch x, y, z feinwerden; feien ferner P, P’, etc. die Kräfte, welche an ihm 
thätig find, R deren Refultivende und X=5.P oosa, Y=2.P cosß, 
Z—=N.Pcosy bie brei rechtwinkligen Componenten berjelben, endlich 
a, b, c die Winkel, welche ihre Richtungen mit den drei Gonrdinaten- 
adıfen, beztehungsweife. mit jenen Gomponenten einichließen, fo hat man 
zuerſt: 


Ferner gibt die Gleichung der Fläche für die Winkel zwiſchen der Nor⸗ 
malen in dem Punkte xyz, und den drei Coordinatenachſen nach 6. 34 
der Einleitung 

dE ı,dF 


dF Ä 
wi=tV.- N wu=tV,, N y=iV N 


wo zur Abkürzung, wie bort, 
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vVa+a+@)=- 


wieht wurde. 

Wird alfo zuerft auf bie Reibung keine Ruͤckſicht genommen, in 
welchen alle die Refultivende mit der Normalen zufammen fallen muß, 
fo hat man ald Bedingungen des Gleichgewichtes 


, wsa=wsl, wsb=cosu , COsCc—co8» , 
ober mit den vorangehenden Werthen | 
x +y4F u + dE 2 dF 


R 
Eliminirt man dann aus biefen Ausbrüden das Product VRR, fo 
ſindet man folgende Se: 


dF dF dF 
R 7 -Y2=0; 1. X, = (16. 
als die beiden nothivendigen und genügenden Bebingungsgleichungen für 
das Gleichgewicht. 
| Sn den meiften Fällen wird die Unterfuchung einfacher, wenn man 
den Widerftanb, welchen die Fläche leiſtet, als eine unbekannte Kraft 
in die Rechnung einführt, von der Yläche ganz Umgang nimmt, und 
den Punkt ald ganz frei betrachte. Die Richtung dieſes Widerſtandes 
ift immer die desjenigen Theiles ber Normalen zur Fläche, welcher auf 
derfelben Seite der Flaͤche liegt, auf der fi ber materielle Punkt 
befindet. Bezeichnet man alſo die unbefannte Intenfität biefer normalen 
Kraft, welche die Fläche erfebt, mit N, fo erhält man als Gomponenten 
derſelben, parallel zu den drei Goorbinatenachfen ’ 

dF dF dF 


ENVaz > ENV, ENVG 


und damit als Bebingungsgleichmgen für das Gleichgewicht 
X+NV n=0 ‚ YENYZ—=0, ZinvE=0, (1. 


dy 
woraus wieder durch Blimination von NV 
2 ar dF 


Decher, Handbuch der Mechanik I. 11 


— 


0 
. 3* 
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als die beiden nothwendigen und gemügenben Bebingungsgleichungen für 


das Gleichgewicht hervorgehen. Bringt man bann bie vorausgehenden 
Gleichungen (17) unter die Form: 
x— *xv, Y=r+NV Z=+NVT, 
und erhebt fie zum Quadrat, fo gibt ihre Summe die ISntenfität von N 
durch die Gleichung: 
NS — X3-- Y3 173, 


weiche zeigt, daß ber Wiberfiand N ber Yläche der Refultivenden R 
gleich iſt. Vergleicht man ferner biefelben Ausbrücde mit denen, aus 
welchen die Bleichungen (16) erhalten wurden, fo flieht man, baß N 
und R dem Sinne nach direct entgegengefeßt find, wie dies als noth- 
wendig bereitd gezeigt wurde. 

® 


g. 21. 


Iſt die Rage des materiellen Punktes auf ber Fläche gegeben, find 
alfo bie Werthe von x, y, z beftimmt, fo zeigen bie Gleichungen (16), 
wenn biefe Werthe in die abgeleiteten Functionen re , ji , — fub- 
ſtituirt worden, je nachdem fie beide befriebigt werben oder nicht, ob 
Gleichgewicht ftattfinden Tann oder nit. Dan kann fie zu biefem 
Zwede dadurch, daß das ganze Coordinatenſyſtem gedreht wird, bie 
eine Achie, 3. B. die ber z, mit ber Normalen im Punkte xyz zu⸗ 
ſammenfällt, unter eine einfachere Form bringen. 

Für die Eofinus ber Winfel A, u, » erhält man nämlich in dieſem 
Falle die Werthe: 


wosi—=0 , wsu=0, wr=Hti1; 
damit werden die Gleichungen (17) 
“0, Y=0, Z+N=0, 

und zeigen, baß bie Seitenfräfte, welche in ber zur Ebene ber x’ y’ 
parallelen Tangentialebene thätig find, fich unabhängig von der gegebenen 
Fläche im Gleichgewicht halten müflen, und daß die Refultivende ber 
längs ber Achfe der z’ wirkenden Kräfte bem Widerftande N gleich und 
entgegengefeßt tft, ober bie Intenfität bes Drudes gibt, welchen bie 
Flaͤche zu tragen hat. 
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Werden die Gleichungen (16) nicht befriedigt, fo Tann man bem 


Syſtem eine neue Kraft P hinzufügen, welche das Gleichgewicht hervor⸗ 


bringt, umb es iſt leicht zu fehen, daß es folcher Kräfte unendlich viele 
gibt, da nur zwei Gleichungen zu befriedigen find, und zur Beitimmung 
: einer Kraft drei Stüde (Intenfität und zwei Winfel) erfordert werben; 
daß aber bie Richtung dieſer Kräfte nicht ganz willfürlich iſt, ſondern 


Immer tn die Ebene fallen muß, welche durch die Richtung ber Neſul⸗ 


tirenden Rund bie Normale zur Fläche gelegt werden kann, und zwar 
. bezüglich ber Lage von R auf bie entgegengefebte Seite der Normalen; 
denn nur unter biefen Vorausfehungen Tann durch Bereinigung von R 


mb P eine neue Refultirende A, entftchen, melche ber Richtung nad. . 


mit der Normalen zufammenfältt, und fo den materiellen Punkt im 
- Gleichgewicht zu erhalten vermag. 


— — — — — 


Zu demſelben Schluſſe führen auch die Gleichungen (16). Dieſe 


koͤnnen nämlich zuerſt unter bie Form gebracht werben: 


dF dE dF dF 


oder wenn man bie Winkel A, zu, » einführt: 
X cosu —Y A—=0, Zeosi—Xcosv—). 


Denkt man fich dann die Refultirende R durch eine Gerade vorgefteilt, 


jo können bie Größen X, Y, Z als bie Eoordinaten bes Endpunftes 


oder auch, R als veränberlic, genommen, eines beliebigen Punktes dieſer 


Geraden angefehen werben; die vorhergehenden Gleichungen werden bann 
die Gleichungen biefer Geraden, und zugleich nach $. 18 der Einleitung 
die Gleichungen einer zur Normalen parallelen Geraden. Fügt man 
am dem Spfteme, für welches biefe Gleichungen nicht ftattfinden,, eine 


nme Kraft P hinzu, fo werben biefe Bleichungen die Form an 
nehmen; 
dF dF 
(Y+Poosß)2_—(X-+P se). = 0 


I 


dF dF 
(Z-+P sy) — (X +-P COB&) — 0 


mb nehmen mittels einer ähnlichen Vorſtellungsweiſe, indem man nun 


die Größen X, Y, Z als die unveränderlichen Coordinaten des End⸗ 


punktes ber Geraben betrachtet, welche die Refulticende R ber Grüße 


und Richtung nach vorftellt, und indem man bie veränberlichen Goor= 


11* 
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binaten des Enbpunktes von P, welche den Größen P cosa, P cos ß, 
P cosy proportional find, mit x, y, x bezeichnet, die Form an: 


(y+Y)cesi—(x+X) wsu=0 
(2+2) ws —(x+X)wev—=0 ’ 


fie fiellen dann die Gleichungen einer Geraden vor, welche zur Nor- 
malen parallel und burch einen Punkt gezogen tft, beffen Goordinaten 
— X, — V, — 2 find, Sind bemnah MN, %ig.39, die Normale zur 
gegebenen Fläche, MR die Refultirende ber gegebenen Kräfte, und dem⸗ 
nach X, Y, Z die Eoordinaten bes Punktes R, fo werben — X, —Y, —Z 
bie Coordinaten bes Punktes R’ auf ber Verlängerung von MR und 
R'P wird bie Gerade fein, welche durch die lebten Gleichungen dargeftellt 
wird und offenbar in der Ebene ber Geraden MN und MR liegt. Es 
kann alfo jeder Punkt biefer Geraden R’P ald Endpunkt der gefuchten 
Kraft P angenommen werben, welche ben Punkt M im Gleichgewicht 
hält. Die kleinſte diefer Kräfte ift natürlich die von M auf die R'’P 
gefällte Senfrechte MP, „ welche zugleich auf ber MN ſenkrecht ift, und 
demnach in die Tangential-Ebne fällt. Die Congruenz ber Dreiede MRT 
und MR’P, gibtdann auch MT=MP,, woraus folgt, daß die kleinſte 
Kraft, welche ben materiellen Punkt im Gleichgewicht zu halten vermag, 
ber nach der Tangential-Ebene thätigen Seitentraft von R gleich und 
direct entgegengefeht tft und demnach durch R sin I ausgebrüdt wird, 
wenn I den Winfel RMN zwifchen der Richtung der Kraft R unb 
ber Normalen bezeichnet. Es darf dabei noch bemerkt werben, baß bie 
Gerade MR’ eine Scheidegrenze für bie verſchiedenen Kräfte P bildet, 
je nachdem der Punkt M auf ber converen oder auf der concaven Seite 
ber Fläche liegt, und daß der Drud, ben die Fläche nach Hinzufügung 
ber Kraft P zu tragen hat, durch die neue Refultirende R, von R und P 
Dargeftellt wird. 

Endlich können die Gleichungen (16) in Berbindung mit ber 
Gleichung der Fläche F (x, y, z)—0 dazu dienen, bie Goordinaten 
x, y, z bes Ortes auf ber lehtern zu beftimmen, wo ber materielle Punkt, 
welcher ber Wirkung eines gegebenen Syſtems von Kräften untertworfen 
ft, im ruhenden Gleichgewicht bleiben Tann, ſei es, daß dieſe Kräfte 
immer parallele Richtungen und dieſelben Sntenfttäten behalten, ober 
daß dieſe Eigenichaften von der Lage bes Angriffspunftes abhängig find. 

Es wird folder Orte auf einer krummen Fläche im Allgemeinen 
mehrere geben, das ruhende Gleichgewicht bes materiellen Punktes findet 
‚ aber nicht in allen auf biefelbe Weiſe ftatt. Nimmt man z. B. eine 

Cylinderflaͤche, deren zur Achfe ſenkrechter Schnitt eine Ellipfe AMBM', 


18.) 
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Fig. 40, ift, und wird -vorausgefeht, daß die Kräfte, welche auf ben 
materiellen Punkt wirken, unabhängig find von feiner Lage, und baf 
bie Normale MR die Richtung ihrer Refulticenden vorftellt, fo wird ber 
Bunft in M außen auf ber Sylinderfläche tm Gleichgewicht bleiben. Er 
wird ebenfo in M’, mo bie Normale M’R’ ber eriten parallel ift, aber 
aur auf der innern Seite ber Fläche, im Gleichgewicht fein. Diefe 
beiden Lagen unterjcheiben ſich aber hauptſächlich dadurch, daß, wenn 
man ben materiellen Punkt in M ein wenig aus feiner Lage entfernt, 
berjelbe fortfahren wird, ſich in derſelben Richtung fortzubewegen, wäh- 
vend er ein wenig von M’ entfernt, wieder nach M’ in die Gleichgewichts- 
lage zurückkehrt. Man nennt deßhalb bie Iehtere Lage Die beftändige 
(Rabile) Gleihgewichtslage, bie erftere Die unbeftändige 
 (labile) Gleichgewichtslage. Man unterfcheidet noch einen dritten 
Fall, bie gleihgültige Cinbtfferente) Gleichgewichtslage, 
welche aber nur auf der Ebene ftattfinden Tann, wo ber materielle ° 
Paunkt weder in die Gleichgewichtslage zurückkehrt, noch fich von berfelben 
eutfernt, wenn er daraus verrüct wird, da er fich in jedem Bunte der 
Ebene auf gleiche Weiſe im Gleichgewicht befindet. 


2. - 


Nehmen wir nun zugleich auf bie durch den normalen Drud ent⸗ 
Rebende Reibung Rüdficht, bezeichnen, wie vorher, den Widerſtand ber 
Fläche, welcher jenem Drucke gleich und entgegengefebt iſt, mit N, und 
drücken das Berhältniß des Druckes zur Reibung mit 1: f aus, fo wirb 
die Intenfität dieſer leztern durch FN vorgeftellt; ihre Richtung liegt in 
der Tangential-Ebene und iſt der in diefer Ebene thätigen Seitenkraft ber 
Refultivenden R entgegengefeßt.. Man hat aber für ben Winkel 9 
zwiſchen biefer letztern umb ber Normalen, wenn a, b, c bie Winkel 
zwiſchen der Richtung der Refultirenden und ben brei Goorbinatenachfen, 
d, u, » bie Winkel zwiſchen biefen und ber Normalen bezeichnen, 


cos 9 cos a cos cos b cos u -} cos c cos , 
und die genannte Seitenfraft T ift gegeben burch 
T=Rsin}, 


woraus fi) dann nach der oben am Ende bes 6. 19 ausgefprochenen 
Bedingung für das Gleichgewicht die Gleichung ergibt: 


T=fN. 
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Es ift aber auch 
N=Rco}%, 


unb ſonach wird bie Bedingung für das Gleichgewicht 
sin F—fcosY vder tangy—f, 


woraus folgt, daß Die Tangente bed Winkels, welden die 
Refultirende mit der Normale bildet, dem Berhältniffe f 
zwifchen dem normalen Drud und der Reibung, das ge— 
wöhnlih Reibungscoeffizient genannt wird, gleich fein muß. 

Diefe Bedingung Tann im Allgemeinen wieder in mehreren Bunften 
der gegebenen Fläche erfüllt werben, und es wird hier eine ähnliche 
Verſchiedenheit in den Gleichgewichtölagen eintreten, wie in bem Kalle, 
wo Feine Reibung ftattfindet. Zwifchen beiden Fällen befteht jedoch der 
Unterſchied, daß in unferm jebigen, wo bie Reibung berüdfichtigt wirb, 
der Bunft in die ftabile Lage nur dann zurückkehrt, wenn er nach Der 
„Seite bingerücdt wird, welche der Wirkung der Kräfte entgegen ift, 
während diefe Verrückung in der nicht ftabilen (labilen) Lage nach ber 
Seite hin geichehen muß, wohin bie Kräfte ohnehin den Punkt bewegen 
wollen, da derſelbe bei entgegengefeßter Verrückung in beiden Lagen in 
Ruhe bleibt. 

Wenn bie gegebenen Kräfte die obige Bedingung nicht erfüllen, ſo 
kann das Gleichgewicht immer durch eine Kraft P hergeftellt werben, 
und man fieht leicht ein, daß, da nur eine Bebingungsgleichung zu 
befriedigen ift, bei ber Wahl biefer Kraft eine viel größere Yreibeit 
geftattet tft, als in dem Falle, wo feine Reibung flattfindet. So kann 
z. B. die Richtung ganz beliebig genommen werben, und es bleibt dann 
nur die Intenfität der nemen Kraft und der Sinn, in welchem fie an- 
greifen muß, zu beftimmen übrig. Zu biefem Zwede kann man, damit 
bie Ausdrüde einfacher werden, wieder Die Rormale zur gegebenen Fläche 
als Achje ber z annehmen, dann die Kräfte N und fN, von denen die 
erite längs der Achfe ber 2, die zweite in ber Ebene ber xy wirkt, unb 
mit ber Achſe der x einen unbefannten Winkel & bildet, in bie Gleichungen 
bes Gleichgewichtes eines freien Punktes einführen; diefe nehmen dadurch 
bie Form an: 


Pcsa+X+fNcosE=0 
Pcos®--Y--fNsin&E=0 }, 
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und wenn aus benfelben N und & eltninirt werden, fo findet man 
(P cos@-+X)2-+(Pcos®+Y)J?—=f?(P cosy-+Z)? (19. 
oder 
P? (cos? & + cos? 8—f? cos?) +2P(X cosa + Y cos® —f?Z cosy) 
+XX+-7—220. 


Srfehtman hier costa cooer 4 durch 1— 008? y, bezeichnet den Winkel, 
ben bie Richtungen der Kräfte P und R unter ſich bilden, durch 7, 
wodurch nach $. 12 


XÄcs@a+Ycos®=Rcosn—Z c0sy , 
wird, beachtet, daß x? 1 Y3— Rꝰ — 22, und brüdt 1-12 durch K2 
aus, jo wird ber voranftehende Ausbrud 
P2 (1 —k2 008?4) +2P(Rcosn — k?Z cosy) +R2— 22? —0, 


und gibt die Werthe der Kraft P, welche ben materiellen Punkt im 
Gleichgewicht erhält, wenn die Winkel y und 7, melde bie Richtung 
von P mit ber Rormalen und ber Richtung der Refultirenden R bildet, 
beftimmt find. 

Man fehließt daraus fogleih, baß es im Allgemeinen für biefelbe 
Richtung zwei Werthe für P oder zwei Kräfte gibt, welche das Gleichgewicht 
berzuftellen vermögen. Es Tann diefer Gleichung aber noch eine andere 
Form gegeben werben, wenn man F=tang o feht, wonach oe < ſein 
wird, nd 1+f?—=k?—= ost ; dann it au Z=R cos, und 
man erhält damit bie Gleichung: 

P° (cos? cos? y)-+2 PR (cos n 008° ꝙ —c03 3 oos ) R° (008° 0 - cos 94)=0, 


woraus man bie Werthe zieht: 


0087C08°0+0083 CO8y-H00sp ] / 608”y_2c037C08y 00594008°9-_C08?g8in*7 


608° — cosꝰ E 





Sol alfo die Richtung von P mit der Normalen zuſammen fallen, 
dann it y=0, 7 * 9, und ber vorfichende Werth von P wird nad) 
einigen Reductionen 

sin ꝙ j 
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Sept man dagegen y=57 1=yn+48, in welchem alle 


bie Richtung von P in die Durchichnittslinie dev Tangential-Ebene und 
der durch die Kraft R gelegten Rormal=- Ebene fällt, fo findet man 


sin($to). 
w0 
biefe Werthe Tommen auch, wie leicht zu fehen, auf bie folgenden zurüd; 
P=Rsin9tfRcos$, 
von denen ber zweite fich auch auf anderem Wege leicht ableiten Täßt. 


6. 23. 


. Solcher einfachen Werthe könnten leicht noch mehrere gefunden 
werben; um aber alle gleichfam mit einem Blicke zu umfaflen, werden 
wir in der Gleichung: 


(P cosa+X)?-+(P cos +Z)?—f? (P cosy+2)? 


wieder Pcosa, Pcosß, Pcosy durch x, y, z erfeßen, und fie wie 
X, Y, Z als die Goordinaten eines Punktes betrachten; baburch wird diefelbe 


20) (+ XP + (Y+YP=Ple+Z) = ng? og (a+2)°- 


und Tann num ald die Gleichung einer Kegelfläche angefehen werden, deren 
Scheitel durch die Coordinaten — X, — Y, — Z beitimmt, deren Achſe 
ber Achie der z ober der Normalen parallel iſt, und deren Erzeugenbe 
mit diefer ben Winkel o bildet. Berlängert man aljo bie Richtung ber 
Refultirenden MR, Fig. Al, um ein gleiches Stüf MR’, zieht durch R’ 
eine Barallele RO zur Normalen MN, und eine zweite Gerade R’P, 
welche mit jener einen Winkel o bildet, deſſen Tangente dem Reibungs- 
Goeffizienten f gleich ift, und Täßt dieſe zweite Gerade ſich um bie erfte 
herumdrehen, fo wird diefe bie in der Figur angedeutete Kegelßäche 
befchreiben, welche alle Endpunkte ber Kräfte P enthält; db. h. jede 
Gerabe MP, bie von dem Punkt M zu irgend einem Punkte P biefer 
Kegelfläche gezogen werben Tann, wird ber Größe und Richtung nach 
. eine Kraft P vorftellen, welche den Punkt M im Gleichgewicht hält. 
Die Heinfte diefer Kräfte wird offenbar durch Die. Senkrechte dargeftellt, 
welche von M auf die zunächft liegende Erzeugende ber Kegelfläche gefällt 
werden ann. Diefe liegt aber mit der Normalen und ber Kraft R in 
derfelben Ebene, und ba Winkl ORM —= I, Winkl ORP=o 
ift, jo bat man 


P=R 


19 
MP—Resin($—e) 


für die Intenſität der Hleinften. Kraft; die Winkel, welche ihre Richtung 
mit ber Rormale und der Refultirenden R bildet, ergeben fich leicht; 
fie find: 
1 1 
70: N =Z7rr970 ) 


wodurch denn auch ihre Lage beitimmt tft. 

Endlich iſt noch zu erwähnen, daß bie beiden Kräfte, welche fich 
im Allgemeinen für jebe.Richtung ſowohl durch unfere Kegelfläche, wie 
durch den analytifchen Werth von P ergeben, das Gleichgewicht nicht 
auf dieſelbe Weife heritellenz denn während bie Kraft P,, Big. 41, 
3.8. ber Kraft R mit Hülfe ber Reibung das Gleichgewicht hält, ſtellt, 
wie leicht zu fehen, die Kraft P, diefen Zuftand gegen die Reibung und 
die Kraft R herz ber analytifche Werth von P und unfere Kegelfläche 
umfaffen demnach alle möglichen Fälle für die Grenzen des ruhenden 
Gleichgewichtes zwifchen der Kraft R, der Kraft P und ber erzeugten 
Reibung, ſei es, daß diefe zu Gunften der erften, ober ber zweiten jener - 
. Kräfte wirkt; der Grund davon liegt einfach darin, daß bie Größe f 
nur in ber zweiten. Botenz in jenem Ausdrucke vorfommt, alfo ebenfo= 
wohl pofitiv als negativ, d. h. ſowohl in dem einen, wie in dem andern 
Sinne genommen werden kann. Für das ruhende Gleichgewicht wird 
es demnach genügen, wenn bie Kraft P zwiſchen den beiden Werthen 
liegt, welche ihrer Richtung entfprechen, und es wird am melften ges 
fichert fein, wenn bie Intenfität jener Kraft die Mitte Hält zwiſchen 
biefen Werthen. Für gemwiffe Richtungen gibt es jeboh nur einen 
Werth für P; fie liegen alle in den beiden berührenden Ebenen, welche 
durch ben Punkt M an die Kegelfläche gelegt werben Tonnen. 


III. Gleichgewicht bes materiellen Punktes auf 
einer feften Curve. 


$. 2. 


Die vorhergehenden Betrachtungen laſſen fih nun leicht auch auf 
ben Ball ausdehnen, wo ber materielle Punkt, an welchen beltebige 
Kräfte angreifen, auf einer gegebenen Curve oder auf der Durchfchnttts- 
linie zweier gegebenen Flächen ‚bleiben muß, vorausgeſetzt, daß biefe 
Blächen oder jene Curve hinteichenbe Feſtigkeit befiten, um der burch 
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ie —* g jener Kraͤfte beabſichtigten Aenderung ihrer Geſtalt zu 
w ehen. 

Es iſt nach dem Frühern ſogleich einleuchtend, daß es bei Ver⸗ 
nachlaͤſſigung der Reibung für das Gleichgewicht bed Punktes M noth- 
wendig und genügend ift, wenn bie Reſultirende aller Kräfte zur Eurve, 
beziehungsweiſe zu ihrer Tangente fenkrecht gerichtet iſt, ihre Richtung 
alfo in ber Rormalebene liegt, die durch ihren Angrifföpunft geht. 
Sind alfo wieder a, b, c bie Winkel zwifchen ber Richtung ber Re⸗ 
fultirenden und ben drei Goordinatenachfen und 


F,(x,y,2)=0, FR(x,y,3)=0 
bie Gleichungen ber beiden Flächen, aus welchen man durch Climination 
h(x,y)=0,, BRfx,z)=0, 
als Gleichungen ihrer Durchſchnittscurve erhalten Tann, fo bat man 


zuerft für die Winfel I, m, n, melche Die Tangente mit ben drei Achſen 
bildet, nach $. 26 ber Einleitung 


eos — IX om — N 008 n dz 
ds ’ ds ’ ds 
ferner iſt 
X 


—, ot A sc 
R R R ’ 


und dadurch ergibt fich für die Bebingung, daß die Refultivende zur 
Tangente ſenkrecht iſt, e einzige N 


cos = 


21.) + v + 24 —=0( 
oder, wenn wie enösnia x bie —8 Beränderliche ft, 
dy da _ 
X+ Y dx 42 di ”» 


worin bie Werthe ber Differentialquotienten 7 unb 5 aus den obigen 


Gleichungen der Eurve eingeführt werben müffen. 

Wenn diefe Bebingungsgleichung nicht befrtebigt wird, fo kann 
man die Soordinaten x, y, z bes Augriffspunftes dee Kräfte veränberlich 
annehmen, und durch Verbindung der lebten Gleichung mit denen ber 
Curve ihre Werthe für den Ort auf diefer beftimmen, wo ber materielle 
Punkt im Gleichgewicht bleiben wird. Es güt dann in Betreff ber 


1 


Berichiebenheit ber Gleichgewichtslagen anf berfelben Curve das nämliche, 
was in dem frühern Falle für Die Flächen bemerkt wurbe, 
Soll aber biefer Punkt in feiner gegebenen. Lage burch eine neue 
Kraft P im Gleichgewicht erhalten werden, fo wird man biefe in die 
dngangegeicuns (21) einführen, a fie die Form annimmt: 


KAP oo) E + HP ++) E—0 


oder, wenn man P cos, — * durch x’, Y, x erſetzt, 


CS ο 0 


fie ſtellt dann eine zur Normal-Ebene parallele Ebene vor, welche durch 


den Punkt — X, —Y, —Z geht, und zeigt, daß alle Geraden, die einen 


Punkt biefer Ebene mit dem materiellen Punkte M verbinden, der Größe 


- Pr — 


und Richtung nach die Kräfte P vorſtellen, welche der Forderung, den 
leztern Punkt im Gleichgewichte zu halten, Genüge leiſten. Die kleinſte 
dieſer Kräfte wird offenbar durch das zwiſchen ber Normal-Ebene und 
der ihr parallelen Ebene liegende Stück der Tangente vorgeftelltz man 
bat dann 


dx dy _ 
-.— Wi ν— vVv 


und demnach mit der eackung ‚ “r 

| dy 
(© + ds ) = 
er —* 


Die zweite Seite dieſer Gleichung drückt aber nach F. 12 die Projection 
ber Refultirenden auf die Tangente aus, und es folgt daraus, was 
ohnehin klar tft, daß die Kleinfte Kraft P biefer Projection ober Seiten: 
fraft gleich und entgegengeſetzt fein muß. 


6. 25. 

Aus dem eben Geſagien iſt ferner zu ſchließen, Daß bie Gleichung (21) 
auch die einleuchtende Bedingung ausdrückt, für dns Gleichgewicht müſſe 
die laͤngs der Tangente wirkende Seitenkraft ber Refultivenden Null fein. 
Zu dieſem Schluffe, fo wie zur Gleichung 21) Tann man auch wieder 
auf felgende Weiſe gelangen. 
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Seien N und N’ zwei unbefannte Kräfte, welche ben Widerſtand 
ber beiben gegebenen Flächen, auf deren Durchfchnittscurve der materielle 
Buntt bleiben muß, barftellen, 1, m, n und Y, m’, n’ die Winkel ihrer 
zu ben Flächen normalen Richtungen mit den Coordinatenachſen; fügt 
man biefe beiden Kräfte dem Syſtem ber gegebenen Kräfte hinzu, fo 
kann der Punkt als frei betrachtet werben, unb bie Gleichungen für bag 
Gleichgewicht werben : 

N cos I+N’ cos ’+X=0 

Ncosm-+ N cosm +Y=0 

Ncos n+-N cosm +2 =0 
Die Winkel 1, m, n und F, m’, n’ zwifchen ben Goordinatenachfen und 
den Normalen zu beiden Flächen, welche mit ber gemeinfchaftlichen Tan— 
gente rechte Winkel bilden, find wie in 6. 20 durch bie Ausdrücke 


dF dF dF 
el =+V, —— ‚ wm=+Y, ir 3 cos n- 4V, — iz 1, 
ws’ ⸗XVʒ ni ‚ osm=t+Y\, n ‚„ osW=+V, m 


gegeben, wo V, und V, ben bem V entfprechenben Werth in Bezug auf bie. 
Functionen F, und F, bezeichnen. Multiplictrt man nım bie erfte Der obigen 


dx d d 
Gleichungen mit * die zweite mit T , die dritte mit I, ,„ und 


beachtet, daß 
dx 


Is cos 1 +yntz cos —() 


Fri cost + ST  cosm’ +52 c0on —⸗—0, 


ſo gibt die Summe derſelben wie oben die Gleichung: 


dx dy dz 
A, tY, +25 9 


als einzige nothwendige Bedingung für das Gleichgewicht. Betrachtet 
man in berfelben X, Y, Z als laufende Goorbinaten, fo ſtellt fie nach 
6.26 der Einleitung bie Gleichung ber Normal-Ebene vor, und fpriht 
demnach aus, baß ber Endpunkt der Refultirenden in diefer Ebene 
liegen muß, wenn Gleichgewicht ftattfinden fol. Bringt man ferner bie 
obigen Gleichungen auf die Form: 
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| 
| Ncosl+N cof=—X 
| N cosm-+ N’ cos =— Y 
.‚Nosa+N os=—Z 
und erhebt fie zum Quadrat, fo gibt ihre Summe den Ausdrud: 
N®-N2+-2NN cosy—=X2-+-Y?+22=R?, 


in | 

| cos u — eos1 cos? 4 cosm cosm’ cos n cosn’ 

den Coſinus des Winkels ausbrüct, den bie beiden Normalen unter fich 
bilden, und woraus folgt, daß bie beiden Widerftände N und N’ den 

Komponenten ber Refultivenden nach biefen Normalen gleich find. 

| Man kann aber auch das Soordinatenfoften fo drehen, daß bie 

Ebene der yz mit der Normal-Ehene zur Curve, und demnach die Achfe 

der x mit der Tangente zufammenfält. Es wird dann 


| ds > ds 
| cosl=0, cos!=0, 
und bamit rebuziren fich die obigen Gleichungen auf folgende: 

| x —0 
Nesm+N cosm +Y—=0 |, 
| Neosn+N cosn"+2=0 
von denen bie erſte bie Bedingung des Gleichgewichtes ausdrückt, nämlich, 
daß die Seitenkraft der Reſultirenden nach der Tangente Null ſein muß, 


während bie beiden folgenden die Werthe von N und N’ durch die nor⸗ 
malen Seitenkräfte Y’ und Z’ beftimmen. 


——— — — — 


g. 26. 


Um num auch in dieſem Falle die Reibung zu berückſichtigen, ſetze 
ich zuerſt voraus, daß bie beiden Flächen, deren Durchfchnitt die gegebene 
Curve bildet, von gleicher Befchaffenheit felen, fo daß für beide dasſelbe 
Verhaͤliniß 1: 1 zwiſchen Drud und Reibung ftattfindet. Iſt dann 9 
der Winkel zwiſchen der Refultirenden und der Normalebene, alfo 
R sin I die nach der Tangente gerichtete, R cos 9 bie normale Selten- 
kraft, fo wird es für das Gleichgewicht jedenfalls genügend fein, daß 
man hat 





fRcos$ = Rsin I 
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woraus wie oben 
tang If 


folgt. Der Wintel I wird beftimmt Durch hie Gleichung: 


Die eben ausgeiprochene Bebingung iſt aber für das Gleichgewicht 
nicht nothwendigz; denn nimmt man bie Bleihungen am Ende bed 
vorigen H, und fügt bie durch bie Wiberftände N und N’ entftehenden 
Kräfte EN und PN’ Hinzu, indem man nun auch die beiben Flächen 
von ungleicher Beichaffenheit vorausfeht, fo daß für die eine Fläche das 
Derhältmniß zwiſchen Drud und Reibung 1: f, für bie andere 1: ff ifl, 
fo kann man ben Punkt wieder als ganz frei betrachten, und man erhält 
als Bedingungen für das Gleichgewicht 


fN +fN +X=0 
Nosm+Ncosm +-Y=0 )}), 
N cos n N cos +Z=0 


da bie Achſe ber x in ber Richtung der Kräfte EN und FN’ liegt. 
Die beiden letzten diefer Gleichungen geben die Wertbe von N und N’, 
nämlich: 


No Y cosn —Z cosm’ ‚_.. Yesn—Zcosm 

— cos m cos m — cosncosm”’ COSMcosn — cosncosm ” 
oder, da cosn=sinm, cos n —sinm, und m — my iſt, men 
m und m’ bie Winfel YMN und YMN’, Fig. 42, find, melche bie 
beiden Rormalen mit ber Achfe der y oder mit der Richtung der Seiten- 
kraft Y einfchließen, und u ben Winkel NMN’ bezeichnet, welchen fie 
unter fich bilden, 


_ Ysinm — Z cosm N —._ Zeosm— Y sinm 

sin a) sin ꝙ 
Man kann dann noch ben Winfel YMR’, welchen die Profection R’ 
ber Refultivenden R in der Ebene der yz mit der Achſe der y einſchließt, 


durch 7, ben mit ber Richtung der Kraft N gebildeten Winkel NMR' 
burch » bezeichnen, fo wird 


Y=Rcws9cosn, Z=RcosYsian, 


N= 


und damit 
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Ysom —Zosm — —=Reos9 (sinm cos — cosw sinn) 

| =R c08 3 sin (m —n)=R c0s9 sin( by) —v), 

Zoos m—Y sinm=R 0069 (sinn com — — cos nm Sinm) 
—=Rcosn sin(n„—m)—=Rcos9 sinv . 


ı Die Werthe von N und N’ find demnach, wie leicht vorherzufehen war, 
die ber Somponenten von R cos I, nämlich: 


_ Reos9sin(y—») N—__ R cos 3 sin» 
sin ıy ’ 


— 3 


ur Te 
und bie erfte der obigen Gleichungen wird dadurch 


Ri, 





| [sin (y—v)+f siny] ; 
bie nothwendige und — Bedingung für das Gleichgewicht iſt alſo 


| — fn(y-r)+feinv (23. 
sin 1) 


Wird wie früher Pr —f, fo läßt ſich biefe Gleichung vereinfachen; 
fie wird nach einigen Rebnctionen 


1 
. eos(7- Y—») 
ung = — (23-. 
. eos y 


und zeigt, daß tang I im Allgemeinen größer fein Tann als f, da 
* —) immer größer tft, als 008 2 v, wenn » nicht größer 


wird pr W, was unter den gemachten — nicht ſtattfinden 
kann. Es geht ferner daraus hervor, daß es im jetzigen Falle, wenn 
| nämlich die Reibung berüdfichtigt wird, nicht gleichgültig it, durch 
welche Flächen die gegebene Curve gebildet wird, und welche Winkel 
| die Projection der Refultivenden in ber Normalebene mit ben Normalen 
der beiben Flächen bildet. Sind biefe letztern 3. B. fenkrecht zu einander, 
‚md halbirt die genannte Profection ihren Winkel, fo hat man 


tang If v2 ; 
wird aber »—0, und dies iſt der Fall, wenn bie Refultivende mit 
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- einer ber Rormalen und ber Tangente in berfelben Ebene liegt, ſo 


ergibt fi 
tang I—f, 


als wenn bie zweite Fläche nicht worhanden wäre. 


$. 27. 


Wenn die vorhergehenden Bedingungen durch bie gegebenen Kräfte 
nicht erfüllt werden, fo fubfittuirt man wieber in bie drei Bebingungs- 
gleichungen bes Gleichgewichts im vorigen $. die Summen: X-+-Pcos a, 
Y-+Pcos8, Z-+-P cosy ftatt X, Y und Z, und eliminiert die Un— 
befannten N und N’; biefes wird einfach dadurch erreicht, daß man in 
ben obengefunbenen Werthen von N und N’ dieſelben Subſtitutionen 
vornimmt, wodurch man findet: 


N siny=—[(Y+P cosß) sinm’—(Z-+-P cosy) cosm’] 
N siny—=— L(2+P cosy) cosm—(Y--P cos?) sinm]. 
Wenn man dann bie erfte jener Gleichungen mit sing» multiplichrt, und 


die vorfichenden Werthe einführt, fo ergibt fich 


(X-+P cosa) siny=(Y-+-P cosß) (fsmm’ — f sinm) 
+(Z-+Pcosy)(Fcosm—fcosm’) , 


und für f=f mit einigen Reductionen 
(X-HP cos «)cos; vf(V-HP cosß)cos( ; v-Hm>-HCZ-HP cos y)sin( ; —88 


als einzige Gleichung zur Beſtimmung der Kraft P und ihrer Richtung. 

Dieſe Gleichungen können einfacher werden dadurch, daß man bie 
Achſe der y mit der Normalen N zufammenfallen läßt, während bie 
ber x wie früher in der Tangente liegt, und die Größen X, Y, Z, 
P cos«, P cos ꝓ, Pcosy auf biefe neuen Achfen bezogen find, Es 
wird dann m=0, m — , und man hat allgemein 


(P cos&+-X) sin y=(P cos#+Y) fsiny+(Pcosy+Z) (ff —foosıy) ; 
alfo für f —=f einfacher 

P cos« +X=f(P cosß-+Y)+(Peosy+Z) ftang — 1 Ma 
Werben enblih Pose, Pcos®, Pcosy als Coordinaten Ges End⸗ 
punktes ber Geraden genommen, welche die Kraft P ber Größe und 


Richtung nach vorftellt, und mit x, y, z bezeichnet, fo erhalten bie 
beiben letztern Gleichungen bie Formen: 
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| (<+ X) y=(T+Y)lany+(ls+Z)(f-feosy) 
OO x+K=My+T)+a+Z) Tg Ip; | ea 
‚eine jebe ftellt aljo die Gleichung einer Ebene dar, welche durch einen 


Punkt — X,—Y,—Z geht, und es iſt aus ihnen zu ſchließen, daß 
bei einer jeden der Riß in der Ebene der xy, d. h. in ber Ebene der 


Tangente und ber Normale N, mit dieſer letztern (dev Achſe der y) 
einen Winkel 0 bildet, für welchen fang o ift; der Riß in ber 
Ebene der yz bagegen bildet hei ber eriien Ebene mit ber Achfe der z 
einen Winkel, deſſen Tangente durch 


P—toosy 
f sin 3» 


ausgebrüdt wird, während ex bei der zweiten Ebene parallel zu einer 
Geraden ift, welche ben Winkel der beiden Normalen halbirt. Der 
letztere Fall iſt in Fig. A3 dargeftellt, welche durch die angewendete 
Bezeichnung nun von felbft verftänblich fein wird. 


Die kleinſte Kraft, welche ber Forderung Genüge leiſtet, iſt in 


jeden Falle bie auf die entfprechende Ebene gefällte Senkrechte, unb 


kann durch Benützung ber in $. 18 ber Einleitung bargeftellten Formen 
aus der Gleichung ber Ebene leicht erhalten werben. Wem ff iſt, 
findet man 


P=X—tY—tZung Sy 


als Werth der Heinften Kraft, welche den gemeinſchaftlichen Angriffs- 
punkt auf ber gegebenen Curve mit Hülfe der Reibung im Gleichgewicht 
halten wird. 

6. 28, 


Es bleiben nun noch einige Bemerkungen über bie Art und Weiſe 
übrig, wie die letzten Unterſuchungen anf den Wege geometriſcher Dar⸗ 
ſtellung vorgenommen werben Tonnen. 

Wenn von ber Reibung Umgang genommen wind, tft e8 in beiden 
Fällen, ſei e8, daß ber materiglle Punkt auf einer Fläche, oder auf 
einer Curve bleiben muß, leicht, fich zu überzeugen, ob Gleichgewicht 
Rattfindet oder nicht, Indem man die Refultivende der gegebenen Kräfte, 
beziehungsweiſe ihre Projectionen auf. bie früher angegebene Weiſe bar- 
ſtellt, und ebenfo bie Projectionen der Normalen im erften, ober bie 


| Riſſe ber Normal⸗Ebene im zweiten Falle zeichnet. Es wird dann der 
12 


Decher, Handbeqh ber Mechanlt I. 


HM — 


— — 


materielle Punkt im Gleichgewicht bleiben, vorausgeieht, daß bie Re— 
ſultirende dieſen gegen die Fläche oder die Curve drückt, wenn die 
Projectionen ber Reſultirenden mit denen ber Normalen ober ihrer Ver⸗ 
laͤngerungen zuſammenfallen, oder im zweiten Falle, wenn ber Endpunkt 
der Reſultirenden der Normal⸗ Ebene angehört. 

Findet das Sefagte nicht flatt, beſteht alſo Tein Gleichgewicht, fo 
wird man die Refultivende auf Die Tangential⸗Ebene, beziehungsweiſe auf 
die Tangente projieteen, bie wahre Länge biefer Projection barftellen, 
und dadurch die SImtenfität der Heinften Kraft. erhalten, - weldhe das 
Gleichgewicht herzuftellen vermag, wenn fie in gerade entgegengeleßtem 
Sinne jener Projection angreift. 

Die übrigen Kräfte, welche das-Syftem im Gleichgewicht halten 
können, werben für den Fall, daß der materielle Punkt gezwungen if, 
auf einer Fläche zu bleiben, durch bie Gerade begrenzt, welche man 
durch ben Endpunkt ber Heinften Kraft parallel zur Normalen ziehen 
fann, im andern Kalle, wenn ber Punkt auf einer Curve bleiben muß, 
burch eine Ebene, welche auch durch ben Endpunkt ber Eleinften Kraft 
gelegt und der Normal= Ebene parallel iſt. 

Sol nun auch auf die Reibung Rüdkficht genommen werden, fo 
wird man im erften Falle, wenn ber materielle Punkt fih blos auf 
einer Fläche befindet, bie Refultivende fowohl auf die Tangential-Ebene, 
als auf die Normale projieiren, ober nach biefen Richtungen in zwei 
unter fich rechtwinklige Kräfte zerlegen; die nach der Normale wirkende 
wird dann ben Drud auf die Ebene vorftellen, und die Reibung erzeugen, 
welche als viertes Glied der Proportion 


1:f=N:fN 


gefunden wird, umb micht Meiner fein darf, als die in ber Tangente 
Ebene thätige Seitenkraft der Refultivenden, wenn Gleichgewicht ftatt- 
finden fol. Im zweiten Kalle, wenn ber Punkt auf zwei Flächen 
Reibung erzeugt, zerlegt man bie Refultivende ber gegebenen Kräfte 
zuerft in zwei rechtwinklige Componenten nach ber Tangente und be: 
Normal-Ebene, und bie lehtere wieder in zwei andere nach den Rormalen 
zu beiden Flaͤchen, und conſtruirt Die vierten Proportionalen zu 
- 1, f unb N 
1,fwN; 

bie Summe der beiden dadurch erhaltenen Kräfte EN und F N’ muß 
Falle bes Gleichgewicht? fo groß fen, mis dic läängs ber Tangenll 
angreifende Seitenfraft der Refultivenden, 
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Werben biefe Bedingungen für das Gleichgewicht nicht erfüllt, und 
es foll dieſes durch eine neue Kraft geicheben, fo bleibt nichts übrig, 
als bie in 6. 23 beiprochene, in Fig. 41 dargeftellte Kegelflädhe und 
beziehungsiweife die im vorigen $ gefundene und für den Fall, daß 
Pf ==f it, in Fig. 43 bdargeftellte Ebene zu Hülfe zu nehmen, und 
dann nach Belieben eine der Kräfte zu wählen, wei durch dieſe 
Flächen begrenzt werben. 


IV. Beſondere Faͤlle. 


. 20. | 
Als Anwendung bes Vorhergehenben werde zuerft das Gleichgewicht 


eines ſchweren Punktes auf einer Ebene ober einer Geraden betrachtet, . . 


die auf irgend eine Weife gegen bie ald Achfe der z angenommene Loth- 
linie geneigt ift. 

Nehmen wir zuerft das Gewicht des Puıfkted ald die einzige Kraft 
an, welche an bemfelben thätig iſt, fo ergibt fih nach der in $. 19 
ausgefprochenen Bedingung, daß die Nefultirende der Richtung nach 


mi der Normalen zufammenfallen muß, menn ber Punkt im Gleich- 
. gewicht bleiben foll, nur eine einzige, die wagrechte Lage für bie gegebene 
Ebene, in welcher dieſes möglich ift, weil jene Kraft immer Iothrecht 


von oben nach unten gerichtet if. Um dies auch aus den Gleichungen 


‚abzuleiten, jet der Anfangspunft der Coordinaten in ben. materiellen 
Punkt verlegt, und dann 


axı+by+cz=0=F(r,y, z) 
bie Gleichung der gegebenen Chene, ans welcher man ‚sieht: 
dF a. dF dF 
dx ’ dt Ir 
ferner Hat man nach unferer Annahme 
X=0, Y=0, 23=—(Q, 
wem Q das in dem Sinne ber negativen 2 wirkende Gewicht bes 


* 0; 


‚materiellen Punktes bezeichnet. 


Mit dieſen Werthen wirb bie erfte der Gleichungen (16) unabhängig 
von ber Rage der Ebene gleich Null; leitet man alfo aus dieſen Gleichungen 
duch Glimination yon X eine dritte ab, fo fab bie Bebingungen des 
Gleichgewichtes 


12 * 
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dF = Fr dF dF 


ober mit den vorigen Bari 
—10=0 , b0=0, 
weiche nur flattfinden Finnen, wenn 
a0 md b=0, 


b. 5. wenn bie gegebene Ebene mit ber wagrechten Ebene ber xy zu⸗ 
fammenfällt. 

Wird zugleich bie Reibung beriafſ chtigt ‚fo muß ber Punkt auf 
ber Shene in Ruhe bleiben, fo lange bie Normale derfelben mit ber 
Achſe der z keinen größern Mintel bildet als ben, defien Tangente = f 
tft. Diefer Winkel iſt aber berfelbe, mie ber, welchen bie gegebene 
Ebene mit der Ebene ber xy einfchlieht. Bezeichnet man biefen mit «, 
fo bat man für ben größten Werth besfelben 


tanga=f. 


Man kann daraus auch umgekehrt den Werth von f annähernd 
beftimmen, indem man ben Winkel & allmählig wachſen läßt, bis das 
Gleichgewicht geftürt wird, alfo ber materielle Punkt anfängt, ſich zu 
beivegen, unb indem man die Tangente biefes Grenzwerthes von a 
berechnet. Offenbar ift aber ber fo erhaltene Werth von f zu groß, da 
für das geftörte Gleichgewicht tang « > f fein muß. 

Es wird fpäter bei ber Lehre von ber Bewegung gezeigt werben, 
baß man nur dann ſtreng tang & — f hat, wenn ber materielle Punkt 
fih auf der geneigten Ebene mit gleichformiger Geſchwindigkeit bewegt, 
b. 5. wenn er die Bewegung, welche man ihm durch einen Stoß ober 
eine andere nur augenblicklich wirkende Kraft ertheilt, unverändert bei⸗ 
behält. Es tft dann auch nicht ſchwer einzufehen, daß diefe Unver⸗ 
änderlichkelt ber Bewegung nicht Teicht mit Genauigkeit beurtheilt und 
wohl noch ſchwerer erreicht werden kann, daß alfo auch diefes Mittel 
zur Beftimmung von f ungenügend iſt. Auf diefe Beftimmung werben 
wir daher bei der Lehre vom ber Bewegung fefter Syſteme zurück⸗ 
kommen. 

Um ferner in dem Falle, daß keine Reibung ſtattfindet, die Kraft 
zu beſtimmen, welche ben materiellen Punkt M auf ber geneigten Cbene 
AB, #ig. 44, die auf ber Ebene der xz fenfrecht tft, im Gleichgewicht 
halten kann, wird man auf der Achfe der z von M nach Q’ eine dem 
Gewichte Q proportionale Länge auftragen, durch ben Punkt Q’ eine 
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Gerade PY’ zu der Normalen parallel ziehen, und eine ber Kräfte MP 
wählen, welche durch biefe Gerade begrenzt werden. Die Hleinfte von 
biefen Kräften ift die in ber Ebene AB felbft liegende MP, , beren In⸗ 
tenfität ber nach berfelben Ebene gerichteten Seitenfraft von Q gleich 


iſt; und woraus 


P. =Qsina (25. 


| folgt. Berner iſt noch bie horizontal wirkende Kraft MP, bemerkens⸗ 


— — — — — — — — — — — — 0.0. 


werth, mit der Die vorhergehende den Winkel x bildet, und von welcher 
biefe als eine rechtwinflige Settenfraft angefehen werben kann; an hat 
alſo P, —P, cosa, und mit bem obigen Werthe von P, wird 
pP, = 2 tang — (26. 
Sn dem eben beiprochenen Halle muß bie neue Kraft immer in der 
Ebene liegen, welche die Normale und bie Richtung der Schwere enthält; 
biefes ift aber nicht mehr nothwendig, wenn der Drud auf bie geneigte 
Ebene Reibung erzeugt. Denn zieht man durch den Punkt Q’, Fig. M, 
welcher von M ebenfo wett entfernt ift, ald Q, die Gerade Q’c parallel: 
zur Rormaln MN, fo wird Ic’ —=0Qd ben Drud vorftellen, welchen 
die Ebene erleidet; macht man dann a’c’ und b’c’' glei FQ, und con⸗ 
ſtruirt die Kegelfläche Q’a’e’b’, welche die geneigte Ebene nad) einem 
Kreiſe a eb’ durchfchneibet, fo kann jede Kraft MP, welche von biefer 
Fläche begrenzt wird, zur Bewirtung des GSleichgewichtes gewählt wer- 
den. Die Heinfte Kraft MP, Tiegt nicht mehr in der geneigten Ebene 
ſelbſt; fle ift fenkrecht zu ber Erzeugenden Q’a ber Kegelfläche, welche 
der Achfe der 2 zunächft liegt; ihre Intenſität iſt demnach, wenn 
lang o = f genonimen wird 


PR - un (æ —0)=0 weofsina—foose), (27. 


ab ihre Richtung bildet mit ber Letlinie den Winkel: In —a+@, 


— — — U 


oder mit der geneigten Ebene den Winkel 0. Die kleinſte von ben In 
der fchiefen Ebene ſelbſt wirkenden Kräften if 


= Ze — 0 (nat se) j (28, 
und bie lleinſte horizontal angreifende Kraft P, wird durch 
tang a — 


P,=Q tag (a —e)=Q Ir fing e 


(29. 
ausgedrückt. 
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Alle dieſe Kräfte wollen in Verbindung mit der Reibung das 
Sinken des Punktes verhindern; will man Dagegen eine Kraft finden, 
weiche dem Gewichte des Punktes und der Reibung das Gleichgewicht 
hält, fo muß man eine der Kräfte nehmen, welche von der Erzeugenben 
Q’b begrenzt werden. Die Eleinfte berfelben ift die Senkrechte, welche 
mit dev Ebene den Winkel — o bildet, alfo aufwärts wirkt; ihre In⸗ 
tenfität iſt 


P, =0Osin(@a-+e)=0Qvwsp(sina+fcose) ; 
für die Hinge der Ebene wirkende Kraft findet man 


Ps =0Q te) —glina+t c8@), 


endlich für die horizontale 


P, = Qtang (a+e) = 0 „se rtf 


1—ftang a’ 


und man ſieht, daß diefe aus ben vorhergehenden durch ben Zeichen- 
wechfel des Reibungscoeffizienten f erhalten werben. 

Um das Gleichgewicht eines ſchweren Punktes auf einer Ebene zu 
unterfuchen, wenn an bdemfelben außer feinen Gewichte noch andere 
Kräfte wirken, wird man zuerft bie Größe und Richtung der Reful- 
tirenden aller Kräfte beftimmen, und dann das Goorbinateniyftem fo 
drehen, daß biefe Nefultivende mit der Achſe der z parallel iſt; es 
leuchtet ein, daß dadurch biefer Fall ganz auf den vorigen zurüdfommt, 
wenn man bad Gewicht Q mit ber Refultirenden R vertaufcht. 

Ebenſo iſt nach den allgemeinen Erürterungen leicht einzufehen, daß 
das Gleichgewicht eined Punktes, der an einem beftimmten Orte auf 
einer gegebenen Erummen Flaͤche bleiben maß, immer durch bad Gleich⸗ 
gewicht auf der TangentialsEbene bedingt wird. So Tann ein ſchwerer 
Punkt, an bem fonit Feine Kräfte angreifen, auf’ einer krummen Fläche 
nur an folchen Orten im Gleichgewichte bleiben, wo die berührende 
Ebene wagrecht if. Mit Hülfe ber Reibung kann fich berfelbe jedoch 
von diefen Orten fo meit entfernen, bis bie Normale des neuen Ortes 
mit ber Lothlinie einen Winkel o bildet, deſſen Tangente f iR. Der 
Druck, welchen bie Fläche in diefem Falle zu erleiden hat, iſt 


1 
N=Q cos 0 = — — Q 


yir® 


BE... ZB 
und bie dadurch bewirkte — wird denmach 
IN— 





J ©, 


Was die verfchlebenen Gleichgewichtslagen betrifft, fo iſt es Klar, 
daß wenn Teine Reibung vorhanden tft, alle biefenigen Punkte der Fläche, 
in welchen bie Tangenlial-Ebene wagrecht tft, und welche tiefer liegen, 
als alle Punkte in ihrer nächften Umgebung, deren Ordinate z alfo ein 
Minimum tft, flabile Gleichgewichtslagen find, während Diejenigen 
Punkte, welche höher Itegen, als alle, welche fie zumächft umgeben, 
oder beren Orbinate = ein Maximum iſt, wnbeftändige Gleichgewichts⸗ 
Ingen barbieten. Unter Mitwirkung der Reibung gehören diejenigen 
Punkte, in welchen bie Normale den Winkel o mit der Normalen eines 
höchſten Punktes bildet, zu den nicht ſtabilen, jene Dagegen, wo der⸗ 
felbe Winkel mit der Normalen eines tiefften Punktes gebildet wird, 
zu ben ftabilen Gleichgemwichtslagen. 

Sind außer bem Gewichte noch andere Kräfte vorhanden, fo wird 
man das Soorbinatenfuftem wieder fo brehen, daß bie Achie ber z in 
die Richtung der Refultirenden aller Kräfte zu liegen kommt, ober ihr 
parallel wird, und alles Vorhergehende wird ſich dann auch auf dieſen 
Fall anivenben laffen. 


u 30. 


Zur Uebung in ben bisher angeſtellten Betrachtungen moͤge noch 
folgende fpezielle Aufgabe aufgelöfet werben. 

Auf einer Kugelfläche, beren Mittelpunkt als Anfangspunft eines 
vechtwinkligen Coordinatenſyſtems genommen tft, wird ein materieller 
Punkt M in einer ſolchen Rage, ba feine Coordinaten durch x=—2", 47, 

HK 


i gr 
ı=1”,86, 22", 78 ausgebrüdt find, von einer Kraft Q=26 , 37 
in Angriff genommen, deren Richtung den Winkel c = 154% 18° mit 
ber Achje der z, und deren Projection in der Ebene der xy ben Winkel 
e= 1269 43° mit ber Achſe der x bildet, und welche ſich als Reſul⸗ 
firende mehrerer andern Kräfte ergeben hat. Es ſoll bie Heinfte Kraft P 
fowohl der Intenfität als Richtung nach beftimmt werben, welche jenen 
Punkt im Gleichgewicht zu halten vermag, und zwar 1) wenn feine 
Reibung vorhanden iſt, 2) wenn bie Fläche eine ſolche Beſchaffenheit 
bat, daß das Verhältniß zwiſchen ber erzeugten Reibung nnd bem Drucke 
des Punktes anf bie Fläche durch FO, 34 gegeben iſt. 
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Aus den gegebenen Coordinaten des Punktes M folgen zuerft ber 
Halbmefler der Kugel 


r= Yea+yte= YO HA, ER, AR, 158, 
uud für bie Winkel 2, zu, », welche bie Normale in biefem Punkte 
mit den drei Achſen bildet, die Functionen: 


PO VE osu—- cos / — - 
— 7 Hy r 


Ferner geben bie bekannten Verhältniſſe: 
cos a ⸗ ain e cos e, cos hain e ain e 
auch die Winkel a und b, welche die Richtung der Kraft Q mit ben 
Achſer der x und y einjchlteht. 
Man erhält alſo den Winkel I zwiſchen dieſer Richtung und jener 
Normalen durch bie Gleichung: 


cos 3 cos a cos A-+ cosb cos + cosc cos» , 
ober mit ben voranftehenben Werthen von cosA, cosu, cas»: 


ons 9 Lt rembhamme _ P 

in biefem Ausdrude bezeichnet nach $. 18 der Ginleitung p==r cos I— 
x cosa+ycosb-+z cosc bie Länge ber Senkrechten zwilchen dem An- 
fangspunfte und der durch ben Punkt xyz gehenden Ebene, deren 
Normale die Winkel a, b, c mit den drei Achfen bildet, alfo zur Rich- 
tung ber Kraft Q parallel ift, oder mit andern Worten das Stüd der 
Geraden MQ, welches von dem Punkte xyz und einer dazu fenfrecht 
durch den Anfangspunkt gelegten Ebene begrenzt wird. Die in biefer 
Ebene liegende, vom Anfangspunft auf die Richuns ber Kraft Q gefällte 
Senfrechte hat daher zum Ausdruck: 


p=rsn$—=Vr—(xcosa+y eb Faemgi , 


ober wenn für r? fein Werth x? y? +22 gefeht wird, wie in 6. 20 
. ber Einleitung, 
p = Y&x 0osb—y oosa)?+ (zuosa— x cosc)? + (y cosc— cos p)⸗ 
Für die Intenfität der kleinſten Kraft erhält man endlich nach $. 21 in 
dem gegenwärtigen Abfchnitte 

P=0Qsin9. 


6888 


Die Rechnung gibt nun nach und nach 
log cos A — 9, 77382 — log cos 530 33,3 
log eos u = 9,65063 = log cos 63° 25',6 . 
log cos v 982516 = log cos 480 2,5 








log cos a — 9,41375 — = log cos 105° 1,6 
log cos — 9, 54111 + = log cos 69% 39,5 | 3 
log cos c — 9, 953476 — == log cos 154° 18° 


damit folgt zunächft | 
I —=—(, 60097 — con 129°56,4 


und dann 


Rgr 
P=-0:sn9=?241 N) 077 


als Intenfität der kleinſten Kraft, welche ben Punkt M im Gleichgewicht 


hält, wenn Feine Reibung vorhanden ift, 

Um nun auch die Richtung biefer Kraft zu beftimmen, d. h. die 
Winkel, welche fie mit den Goorbinatenachfen einfchließt, Tann man von 
dem in $. 21 vorgetragenen Satze ausgehen, baß die Kraft P in ber 
Zangential=- Ebene liegt, und wie alle übrigen Kräfte, welche bas 
Gleichgewicht herzuftellen vermögen, zugleich in ber durch die Richtung 
der Kraft O und die Normale gelegten Shene, daß ihre Richtung alſo 
mit dee Durchſchnittslinie diefer Ehenen zufammenfällt, und zwar mit 
demjenigen Theile derſelben, welcher der Projection ber Kraft Q in ber 
berührenden Ebene entgegengefeßt iſt, und welcher im unferm Falle 
offenbar einen fpiken Winkel mit ber Achfe der z bildet. 

Die Gleihung einer Ebene, deren Normale die Winkel A, u, » 
mit den drei Achſen bildet, hat nach $. 18 ber Einleitung die Form: 


x cosatyoosutzcsv—=p, 
und es folgt daraus jene ber Tangential-Ehene in bem Punkte xyz, 
wenn für cosi, cosu, cos» die obigen Werthe Z, Z und —, 


ferner für die vom Anfangspunkte auf die Chene gefäe Senkrechte p 
der Halbmeſſer r geſetzt wird, bie bekannte Form: 


ıX tyY+tı’=r. . 
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Kerner hat man in F. 21 ber Einleitung gefehen, wie bie Richtung 
‚ einer Geraden, welche auf zwei anbern gegebenen Geraden ſenkrecht fteht, 
beſtimmt wir man findet damit, wie in 6.13 für die Winfell, m, n, 
welche die auf der Normalen im Punkte xyz und ber Richtung ber 
Kaft Q errichtete Senkrechte mit ben drei Achſen einſchließt, 





cos | ⸗ + 05 C08e— cos v eosb cos m — +03» 008 — 00810000 
sin 9 sin‘ 
ede n 4 Pe4 cosb — cos cosa 


sin I i 


oder, wenn man biefe Werthe im Zähler und Nenner mit r multtplicht, 

und beachtet, daß rsin Ip’ ff, 

+ 70086 — 2 eosb 
p 


2 C08a — X cosc 
PP, 

x cosb — y cosa m 
Damit findet man dann als Gleichung ber Ebene, welche bie Rormale 
und bie Kraft Q enthält, 
(ycosc—zeosb)x + (zcosa—xcosc)y' +(zcosb—ycosa)z —0, 
und durch aufelnanderfolgende Elimination zweler Verauͤnderlichen aus 
diefer Gleichung und berjenigen der Tangential = Ebene die beiden 
Sleichungen der Durchſchnittslinie, melde nach einigen Reductionen und 
mit der Beachtung, daß x24-y? durch r— 2%, 242° durhr2+y2, uf; f. 
erfeßt werben Tann, ferner daß x cosa+y cosb-+-z cosc==r cos} if, 
‚die Formen annehmen: 


cosl = ‚ csn=+t ; 


cosn — + 








x — x v—ı 
r cos a — x cos TCOScC—2c0sY 
Y—y v—g 


rcosb—ycs$_ rcosco—z c0s$ 


Die Winkel &, A, y, welche dieſe Gerade mit ben drei Achien bildet, 

erden demnach ausgedruckt durch 

__rcosb—y cos} 
trsin$ 


__7C08a—Xx 005 $ 
trsia 


co8 & 


o00s 4 


r cose — 2 cos9 
2 
trsn} 


I 


cos y ⸗ 


r 
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ben, wie leicht zu fehen iſt, laͤßt ſich 
Vtecæa ã cs y cc cos p⸗y cos gCr 0080— 2 cos 


auf r sin ð zurüdführen. Da num, wie oben bemerkt wurde, in um 
Galle cos y pofitto fein muß, fo wird man darnach das Zeichen 
r sin I beftimmen, und bann bie beiden andern Winkel a un 
berechnen. 

Mit den oben Gegebenen erhält man auf dieſe Weiſe 
reos a=— 1,0788, rosb>— 1,4454 , rosc—=— 3,7 
2008 $—— 1,4879 , ys9—=—1,119 , 2089 —1,6 
und damit 

rcosa—xc083—0,4099 , rcosb—y 005 9—2,5633 , 

7 08c— 2059 —— 2,0758 , 

& folgt aber aus diefem letzten Werte, daß man r sin? —3,; 
negativ nehmen muß, um cos y pofitio zu erhalten, und es wird bem 

log cos a — 9,0911 — — kg os 970 51,1 

log cos # — 9,88723 — — log cos 140% 287,3 

log cos y = 9,79562 + = log os 51° 20,7, 
womit bie Richtung ber Kraft P beftimmt if. Will man inbefien 
den Winkel 2 erhalten, den die Projection biefer Kraft in ber Ehen 
xy mit der Achſe der x bildet, fo hat man 
cos _ 4 
Fri = ung 260058, 9, 
Indem man heachtet, daß ſowohl cos a ald en ß negativ iſt. 

Die vorhergehende Beitimmung der Winkel @, A, y Tann 
einfacher dadurch erreicht werden, daß man nach $. 21 durch den P 
deſſen Goorbinaten — Q cosa, —Q cosb, — Q cosc find, eihe & 
parallel zur Normalen legt und den Durchgangspunkt derfelben in 


Tangential= Ebene ſucht, d. h. bie Werthe der Goorbinaten X, y 
aus der Gleichung: 





mge = —— 


x +yY+tı7=r 
biefer letztern, und ben Gleichungen: 
(«+0 ma)y=(y+Qwsb)x | 
(+9 wse)x—=(rX+Qcosa) z 
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jener Geraden ableitet. Man findet auf biefe Weife und mit Beachtung 
bes Werthes von cos 3 die Ausdrüde: 


rFCOSa—XC08sY 








!=ı+0 = 
rcosb—ycosY 
yaytı —— )\, 
guten! c08 9 
und bat nun offenbar 
cs a - Zr _ rcos a — x 0089 
— 75 * rsind 
_.Y—y_rosb—y co} 
= P rsin$ ? 
cos _27—2 r7050—2c0J 
u ET" i 
wie vorher, 
6. 31. 


Wird nun die das Gleichgewicht herftellende Kraft durch die Reibung 
unterftügt, fo hat man nach dem vorigen ©. 
PR, =Qsin(I—o)—0Q coso (sin —fcosY), 
indem man das Supplement von 9 mit 9 bezeichnet, und 
| e = arc tangf 

ſetzt. Fuͤr unfern Reibungscoeffigientn f==0, 34 wird 

o —arc (log tang —=9, 53148) — 189 46',7 , 
und damit ergibt ſich 

PL —=0 sin (53° 3,6 — 18046, 7) 14 , 853 


als Intenfität der gefuchten Kraft P, . 

Die Richtung biefer Kraft, von welcher man weiß, daß fie in der 
Ebene der Kräfte P und Q liegt, und mit der erftern einen Winkel 
e — 189 46,7 rinſchließt, kanm nun wieder auf verfchiedene Welle 
gefunden werden. 
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Legt man durch die Richtungen ber Kräfte P und P, zwei Ebenen, 
welche zur Achfe der z parallel find, fo bilden dieſe mit ber Ebene ber 
Kugel-Rormale und der Kraft O ein breifeitiges körperliches Sc, deſſen 
brei ebene Winkel y, y, und a find, wo dann y, ben Winkel zwifchen 
der Richtung der Kraft P, und der Achſe der z bezeichnet. Die Ebenen 
der Winkel y und o bilden ferner mit ber Ebene ber xy ein recht- 


winkliged dreiſeitiges SE, worin ein ebener Winkel =5 n—Yy; 


unb der dieſem gegenüberliegenbe Flaͤchenwinkel — 77 bekannt if. Man 
erhält damit den an jener Seite anliegenden Flaͤchenwinkel C durch das 
Verhaͤltniß: 


und da dieſer Winkel C das Supplement zu demjenigen Flaͤchenwinkel 
ft, welcher dem ebenen Winkel y, in dem erften Törperlichen Eck gegen= 
überliegt, fo folgt: 


008 Y,= 008 y @s_ — sinysinp cos , 


woburch Y, gefunden werben Tann. Aehnliche Ausdrücke ergeben ſich 
auch für bie Winkel =, und 4,. 

Will man dagegen zu biefen Ergebniffen auf birectem Wege kom⸗ 
men, fo hat man bie Werthe ber Functionen: cos ,, cos ß,, cos y, 
aus folgenden Gleichungen zu beſtimmen: 


cos @, c08 | + cosf, osm-- cos y, cos n —=() 
008? @,-} 008? 8,-} cos? y‚—1 I 


von denen bie erfte ausbrüdt, daß bie Richtung der Kraft P, mit der⸗ 
jenigen der Kraft P den Winkel o einichließt, und bie zweite, daß biefe 
Richtung in der Ebene ber Kraft Q ımb ber Kugel- Normalen liegt, 
oder vielmehr, daß bie Richtung ber Kraft P, fenkrecht iſt zu ber Nor- 
malen der genamnien Ebene. 

Aus diefen beiden Gleichungen gieht man zuerſt 


ceos y cos m - cos cos n cos m 


sa — U 
e cos c05ß cosi— cosa cosm o0sßcosl—cosacosm 9° 


C08 ce eosn — COS ycosl cos l 
cos f,—chsy, + 


— 0080 
cosßeosl— cosacosm cos cos l — cosa cosm 9 





190 


und wenn biefe Werthe in bie dritte Gleichung eingeführt werben, fo 
folgt mit Beachtung ber Beziehung: 

cos a 008 1-}- cos 8 cosm-- 608 y cosn —= 0) 
nach einigen Mebuctionen bie Gleichung: 
c08?y,—2 cos ꝙ cos Y cos Y,— (008 cos! — cosa COS m)’—cos? o( cos? I-}-c0s ®n), 
weiche in Bezug auf cos y, vom zweiten Grabe iſt unb bie beiden 
Werthe gibt: 


cos y,—005 P 008 y +yeose (cos’y— cos?l—c03? mMceos cosl--cos« cosm)?, 


von denen in unferm Falle offenbar ber zweite genommen werben muß, 
ba y, größer fein muß als y. Diefe MWerthe nehmen, indefien eine ſehr 
einfache Form an, wenn man für bie Yunctionen cos «, cos, cosy, 
cosl, cosm unter dem MWurzelzeichen ihre oben angegebenen Werthe 
fubftitutrt; denn man findet nach mehrfachen Rebuctionen 


23 
cos? y— cos?l — os m—=— — —— costy , 
r3 
| 5 
cos 8 cosl — cos & cosm — = we, 


und, dadurch 
008 y, ⸗ eos y 608 0 — CDS Y SINE ; 
nach ben Regeln ber Symmetrie erhält man dann ebenfo 
C08 &, == 008 & 080 — cos Sing , 
cos P, = C08 ß C080 — 00SuSinE 5 
womit bie Aufgabe gelöfet ericheint. 
Vergleicht man dieſen Werth von cosy, mit dem zuerft erhaltenen, 
fo ergibt ſich 


sin y —* = ws» ; 
in der That folgen and) ans dem obigen Werthe bie Ansbrüde 
cos O sin y — Yan y —enetn = VI Zen —eoeiy 
—=yY eos?] + cos?m — cos?y — — — 008», 


ſo daß bie beiden für cos y,-gefundenen Werthe identiſch find. 


- -.-. — — — — — 
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Für unfern Ball findet man mit Benägung ber frühern Zahlen⸗ 
werthe 


log cos, — 9,48855 — — log cos 107% 56',3 


log cos £, = 9, 94163 — == log cos 150% 57,3 
log cos y, = 9,5756 — log os 67°54,3 
und dann für die Projection in ber Ebene ber xy , 


log tang e, = 0, 45308 — log tang 2800 35,5 ,- 
womit die Richtung der Kraft P, vollſtändig befannt iſt. 
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Es dürfte nicht ohne Nutzen fein, die vorgelegte Aufgabe auch noch 
durch Conſtruction zu löfen, mie dies in ben Figuren A6 und 47 für 
ben gegebenen befondern Fall in folgender Weiſe gejchehen iſt. 

Nachdem man bie Projectionen M’ und M’ des gegebenen Punktes 
M auf ber Kugelfläche beitimmt und die Brojectionen AM’ und AM” 
ber Rormalen in diefem Punkte gezogen hat, zeichnet man bie Riſſe 
BT und BT” ber berührenden Ebene auf bie bekannte Weiſe fenkrecht 
zu ben genannten Projectionen ber Normalen. Mitteld der gegebenen 
Winkel c und e wird man nun bie Brojectionen der Kraft Q barftellen, 
bie Durchgangspunfte q’ und q” ihrer Richtung in ben Ebenen der xy 
und xz beftimmen, und durch diefe und den Anfangspuntt (Mittelpunkt 
der Kugel) A die Riffe AN’ und AN” ber durch bie Richtung ber 
Kraft Q und bie Normale gelegten Ebene ziehen. 

Die Durchſchnittslinie dieſer Ebene mit ber Tangential= Ebene gibt 
bie Richtung der Kraft P, deren Profectionen leicht zu erhalten find; 
denn zieht man durch bie Sndpunfte ber Brofectionen ber Kraft Q fent- 
recht auf die Spuren ber Zangential= Ebene oder parallel zu den Pro⸗ 


‚ jetionen ber Normalen bie Geraben Q’p’ und Q” p”, welche dann bie 
. Brojectionen ber von dem Endpunkte der Kraft Q auf biefe Ebene 


gefällten Senkrechten find, fo beitimmen diefe auf ben Profectionen 
jener Durchſchnittslinie die Projectionen M’p’ und.M” p” ber tangentinlen 
Seitenfraft von Q, und dieſe find zugleich in entgegengefehter Richtung 
von M’ und M” nach P’ und P” aufgetragen die Profectionen ber Kraft 
P. Die wahre Länge, fo mie bie Richtungswinfel „_ und s werben 
dann baraus auf bie früher angegebene Weiſe gefunden. So weit es 
bie Genauigkeit ber Gonftruction erreichen läßt, gibt die Figur 46 diefe 
* in Uebereinſtimmung mit den oben durch die Rechnung erhaltenen 
en. 


1% 


Die Sntenfität der Kraft P allen Tann auch einfacher dadurch 
gefunben werden, daß man bie Ebene, welche bie Kraft Q unb bie 
Normale enthält, um ihren Riß im ber horizontalen Tafel in Diele 
umlegt, wie bie Figur 47 Yelgt, auf der Durchfchnittslinie mit ber 
Zangential= Ebene den Punkt M beftimmt, unb die Richtung Mag’ ber 
Kraft Q zieht; die Projection Mp bderfelben auf jener Durdichnittstinte 
von M aus in enigegengefegter Richtimg MP genommen, gibt bie Ju⸗ 
tenfität unb Lage ber Kraft P in ber betreffenden Ebene. 

Diefes Verfahren wird nun auch fehr einfach zur Gonftruction dee 
Sutenfitt und Richtung der Heinften Kraft P, dienen, melche ber Kraft 

mittels ber Reibung das Gleichgewicht Hält.- Berlängert man nämlih 
die Richtung biefer Iegtern Kraft rüdwärte um ein gleiches Stud MQ,, 
zieht durch M bie Gerade MP, unter einem Winfel o— 18% 46’ mit 
ber Richtung MP, unb fällt darauf bie Senkrechte O, P., fo beftimmt 
biefe nah F. 23 die SIntenfität ber Kraft P,. Die Projectionen berfelben 
ergeben fich dann baburch, daß man die Durchgangspunkte R’ und R” ihrer 
Richtung in ben beiben Coordinaten-Cbenen durch entiprechende Ver⸗ 
längerung ber Geraden MP, beftimmt, und einen berfelben, 3. B. ben 
Iestern, tn Die verticale Tafel Aberträgt; mitteld dieſer Projectionen 
können endlich noch die Winfel y, und e, bargeftellt werben, womit 
ber Aufgabe Genüge geletftet if. — Sn beiden Figuren iſt die Einheit 
ber Länge burch 1e=, die ber Kräfte durch 1m vorgeftellt. 





V. Prineip der virtuellen Gefchwindigkeiten für 
einen materiellen Punkt. 
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Die vorangehenden Betrachtungen, durch welche wir bie nothwen⸗, 
bigen Bebingungsgleichungen für das Gleichgewicht eines materiellen 
Punktes nach feinen verfchtebenen örtlichen Umſtänden ermittelt haben, 
ftügen ich auf ben einleuchtenden Sat, daß es für das Gleichgewicht 
eines materiellen Punktes überhaupt nothwendig tft und genügt, wenn 
fi alle Kräfte, ſowohl bewegende als widerfichende, auf zwei gleiche 
und gerade entgegengefchte zurückführen laſſen. 

Es tft aber ſchon in der Einleitung ausgefprochen worden, baß 
der Zuftand des Gleichgewichts nur ein befonderer Ball des allgemeineren 
Zuftandes der Bervegung fet, nämlich derjenige Fall, mo bie Kräfte, 
welche in irgend einem Augenblicke auf ben Körper wirken, ihre Wirkungen 


| 
} 
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gegenfeitig aufgeben, und, wenn das Gleichgewicht im engern Sinne 
gemeint fein fol, der Körper ſelbſt von frübern Wirkungen her, nicht 
ſchon eine Bewegung befikt, Es folgt daraus, daß bie Gefeke bes 


Gleichgewichtes nothwendig in denen ber Bewegung enthalten fein müffen, 
daß fie aber bort auf eine andere Weiſe ausgedrückt fein werben, als 
8 z. B. die für den materiellen Punkt auf dem bisher eingeichlagenen 
: Wege gefundenen Geſetze find. Während aber biefe Ausbrüde, welche 
: aus ber Betrachtung ber augenblidlicken Geſammtwirkung ber Kräfte 
ud für befondere Verhältniſſe ihrer Angriffspunkte abgeleitet werben, 
in den meiſten Fällen leichter zn verfichen und anzumenben finb, haben 


jene, aus ben Geſetzen ber Bewegung abftrahtrten Ausdrücke vor biefen 


' den Vortheil weit größerer Allgemeinheit.voraus, und dienten deßhalb 


; bisher den fchwierigften Unterfuchungen in der Bewegungsichre felbft 
wieder ald Grundlage. Man muß aljo dieſe Geſetze, oder vielmehr 
das eine, welches alle Fälle des Gleichgemwichtes in fich faßt, und den 


Kamen Prinzip ber virtuellen Geſchwindigkeiten erhalten 
bat, unabhängig von jenen ber Bewegung zu ermitteln, beziehungsweife 
feine Wahrheit zu beweiſen ſuchen. Die allgemeinfte Erörterung biefes 
Prinzips bleibt der Unterfuchung bes Gleichgewichts eines veränberlichen 
Syſtems vorbehalten; hier ſoll basfelbe einftweilen für unfern bisher 


: erörterten Fall, das Gleichgewicht des materiellen Punktes, erläutert 


_-— — — — {| — — 
® 


und bewieſen werben. 

Wenn ein materieller Punkt der Einwirkung beliebiger Kräfte 
untertvorfen iſt, und dieſen dann während einer fehr Kleinen Zeit eine 
neue, verhältnigmäßig fehr Kleine Kraft hinzugefügt wird, fo wird ber 
Punft vermöge dieſer neuen Kraft einen Eleinen, geraden oder krummen 
Weg zurüdlegen, welchen man feine virtuelle Geſchwindigkeit 
benannt hat, weil das Verhaͤltniß diefes Fleinen Weges zu der an- 
geivendeten einen Zeit dem Ausdruck für bie Geſchwindigkeit eines 
bewegten Punktes ähnlich iſt. Profleirt man diefen Heinen Weg auf 
die Richtung einer ber Kräfte, welche an dem materiellen Punkte thätig 
find, fo erhält man die virtuelle Gefchmwindigfeit besfelben 
in der Richtung diefer Kraft, ober einfacher, ben virtuellen 
Weg diefer Kraft. Enbli bezeichnet man das Product aus ber 
Intenfität einer Kraft in ihren virtuellen Weg mit bem Namen: vir= 
tnelles Moment, womit man jedoch nicht den Begriff einer drehen— 
den Kraft verbinden darf. Diefes Product wird pofitiv fein, wenn bie 
Projertion ber virtuellen Geſchwindigkeit auf die Richtung ber Kraft 
ſabſt faͤlt, negatto dagegen, wenn ſie auf die entgegengeſetzte Ver⸗ 


trifft. 
Deqcher, Handbbuch der Mechanlk L 13 
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Mit diefen Benennungen laͤßt ſich nun das Prinzip der virtuellen 
Geſchwindigleiten in Bezug auf einen materiellen Punkt fo ausfprechen: 

Wenn an einem materiellen Punkte belichige Kräfte 
thätig find, und derfelbe, ſei es vermöge biefer Kräfte 
allein, oder mit Hülfe einer feſten Fläche oder Curve, im 
Gleichgewichte bleibt, fo Hat das Verhältniß der Summe 
ber virtuellen Momente aller Kräfte zu der virtuellen 
Geſchwindigkeit des Bunktes für alle virtnelle Berfefun- 
gen, welche bem Punkte durch eine fehr Fleine neue Kraft 
ertbeilt werden können, den Anfangswertb Null; 
und umgelehrt: 

Wenn base Verhältniß ber Summe ber virtuellen Mo- 
mente beliebiger Kräfte, welhean einem Bunkteangreifen, 
zu ber virtuellen Geſchwindigkeit diefes Punktes für 
alle virtuelle Verrüdungen, die derfelbe durch eine fehr 
Tleine neue Kraft erleiden kann, ben Entſtehungswerth 
Null Hat, fo Halten dieſe Kräfte für fich ihren Anfangs 
punkt im Gleichgewicht. 

Um biefe Säge zu beweiſen, fet M, Fig. 48, bie urfprünglice 
Lage bes materiellen Punktes, an welchem ein beliebiges Syſtem von 
Kräften, wie MP, angreift; bie Richtungen berfelben feten durch bie 
. Winkel &, 8, y gegeben, welche fie mit drei zechtwinkligen Achſen 

MX, MY und MZ bilden; ferner fei N die Lage bes Punktes nad 
feiner Berrüdung, alfo MN, ber gerabe ober Frunmlinige Weg, welchen 
er von M nach N genommen hat, feine virtuelle Geſchwindigkeit. Wirb 
diefe mit 15, bie Projection Mm derfelben auf die Richtung der Kraft 
P, d. t. bie virtuelle Geſchwindigkeit des Punktes M in ber Richtung 
biefer Kraft, ober ber virtuelle Weg ber Kraft P mit 4p bezeichnet, 
und demnach bas virtuelle Dioment berfelben Kraft durch PAp aus 
gedrüdt, fo wird man für die Summe ber virtuellen Momente aller 
Kräfte ben Ausdruck Z. PAp, und für das Verhältniß diefer Summe 
zu ber virtuellen Geſchwindigkeit des Punktes M ben Ausdrud: 


z.PIp 
As 


erhalten. 
Bezeichnet man dann bie Winkel, welche die Sehne MN mit den 
drei Achſen bildet, Durch &,; 7, &, jenen, welchen fie mit ber Richtung 


ber Kraft P bildet, durch PN, umb ihre Ränge mit Aw, fo hat mas 








1% 
nn Ap. 
cosPN—.cos e cos + cos ß cos + eos y cos =; 
ferner iſt 4 
4p 
2.Pap _”' Zw _2.PosPR 
4 "mu 
Iw dw 


Der Anfangewerth des Berhättnifee Z — it aber — 1, und ſonach 
wird: 


.Z.PAp__,..<piP_xp IP un 
Anf: 23 == Anf; PP 7 yrüusichä . 





wenn man den Anfangswerth des Verhältniffes s . nach $. 43 der Ein- 


leitung durch Das Uebergangsgeſetz A bezeichnet, worin p als eine will- 


Bürliche Funelton von s au betrachten iſt. 
Wenn nun ber Punkt ganz frei und im Gleichgewicht iſt, ſo hat 
man nach $. 17 für jede beliebige Richtung 


X. P cos PN —0, 
alfo auch nach dem Vorſtehenden 


In jedem andern Falle it nad) 6. 12 (11): 


5.P cosPN — ReosRN, 


wo R die Intenfität der Reſultirenden aller Kräfte, und RN den 
Winkel zwifchen ihrer Richtung, und der Geraden MN vorſtellt. Be- 
zeichnet man bann die Winkel, waqe, die Richtung der Reſultirenden 
mit den drei Achſen bildet, durch a, b, c, und drückt den virtuellen 
Weg ber Kefultitenben in entfprechender Weiſe durch Ar aus, fo erhält 
man zuerft 


eos RN — cosa cos & -+ cosb wentensemst— 97; ; 


15* 





ferner wird 
Ap_„ dr Z.PAp_,„ Ar 
sr rn Rz 
und wenn bie Anfangswerthe genommen werben, 
dp _„n dr 
31.) =? = ds ' 


Man fließt daraus, daß das Verhältnig ber Summe der 
virtuellen Momente aller Kräfte zu der virtuellen Ge— 
ſchwindigkeit ihres Angriffspunttes benfelben Anfang 
wertb hat, wie das Verhältniß zwiſchen bem virtuellen 
Momente der Refultirenden und derfelben virtuellen 
Geſchwindigkeit. | 

Iſt dann ber materielle Punkt in feiner Bewegung auf eine gegebene 
Fläche oder Curve befchränft, nnd mittels dieſer Wiberftände im Gleich— 
gewicht, in welchem Kalle die Refultirende nach SS. 19 und 24 eine 
normale Richtung zu diefer Fläche oder Curve haben muß, fo ift vorerft 
einleuchtend,, baß bie virtuelle Bewegung nur auf ber Fläche oder auf 
der Curve ftattfinden Tann, weil dies einerfeltS tin ber ausgefprochenen 
Bedingung Itegt, und weil man auf der andern Seite bie neue Kraft, 
welche die virtuelle Verruͤckung verurfacht, immer kleiner vorausſetzen 
Tann, als die Kraft, mit welcher der materielle Punkt gegen bie Fläche 
oder Eurve gebrüdt wird, und er tn dieſem Falle die Fläche ober Curve 
nicht verlaffen Tann. Sind alfo x, y, z die laufenden Eoordinaten der 
Fläche oder Curve, mithin auch Die des Punktes M, und x<-+/x, 

y+4y, 2+J1ı die des Punktes N, fo ergibt ſich 





41x _4y ds 
a —7 cos —75 u Ä 
ober | 
4x Ay di 
As ds As 
Se 7 Zw? =’ | 
As ds ds | 


und wenn man zu ben Anfangswerthen zuruͤckgeht, 


d d 
wi n=- , web. 
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Bezeichnet man ferner bie Winkel, welche eine beliebige Tangente an 
ber Fläche oder bie einzige an der Curve im Punkte M mit den brei 
Achfen bildet, durch 1, m, n, fo hat man auch für alle Punkte auf 
der Fläche oder Curve 


__ dx . öy dı 
9’ ds ds ’ 


und im Falle des Gleichgewichtes tft nach SS. 20 und 24 
cos a cosl-+ cosb cosm cos cosn = 0 ; 


barnach wird mittelö ber vorhergehenden Werthe 





Ar 
er ds _ dr 
ro 
alſo auch 
‚z.P4Ap_ R cos RN dr 
Anf: GG —= Auf: — — —=R — Is —=0. 


Iw 
Man hat folglich in allen Fällen, wenn der materielle Punkt im Gleich⸗ 
gewicht iſt 





Is —0 N) " (32. 
wie es oben ausgefprochen wurde. 

Umgelehrt, wenn der Punkt M ganz frei tft, und für jebe beliebige 
virtuelle Verſetzung besfelben, für welche offenbar 4 nicht immer Null 
werden kann, wenn eine Reſultirende vorhanden iſt, die Gleichung: 


Op _ or __ 
2.7; = oder R * * 0 
ſtattfindet, fo ſchließen wir daraus, daß 


R=0, 


wm alfo der Punkt tm Gleichgewicht fen muß, ober vielmehr, daß fich 
die an demſelben thaͤtigen Kräfte das Gleichgewicht halten. Iſt ber 


18 





aber gezwungen, auf einer Flaͤche ober Curve zw bleiben, fe 
ın aus der Gleichung : 


m mit R fee Mut AR, in welchem Salle fi bie Kräfte 
bie dläche oder Curve im Gleichgewicht Halten, pi —0 


da mın & den Gofinus bes Winkels ansbrüict, welchen bie 


der Refultirenbden mit ber Tangente an ber Gurve ber virtuellen 
ihres Angriffspunktes bildet, und da alle virtuellen Der- 
nur auf ber Flaͤche oder Curve felbft ftattfinden können, fo 
ber legten Gleichung, daß bie Richtung der Refultirenden 
Tangente am ber gegebenen Fläche, ober mit ber einzigen 
der gegebenen Gurte einen rechten Winfel bildet, alfo normal 
Aäche oder Curve iſt, daß alfo die Wirkung fänmtlicher Kräfte 
e feſten Widerftände aufgehoben werben muß. 


$.3. . 


ft demnach durch das Vorhergehende nachgewieſen, daß das 
» der virtuellen Geſchwindigkeiten: 


pP 
r 


nothwendige und genügende Bebingungs= Gleichung für das 
icht von Kräften, die denfelben Angriffspunkt haben, barftellt, 
die oben aufgeftellte Behauptung ber größern Allgemeinheit 
etzes gerechtfertigt erfcheint. Es ift dabei leicht zu fehen, daß 
jm bie Gleichgewichtsbedingungen fir bie verfchtebenen örtlichen 
welchen der materielle Punkt unterworfen fein kann, unmittelbar 
iſſen. Soll 3.8. das Gleichgewicht eines ganz freien Punktes 
werden, fo wird man fich überzeugen müffen, ob ber Ausdruck 


-—=0 wenigſtens für drei nicht in derfelben Ebene liegende, 


heſchwindigkeiten des zu unterfuchenden Punktes befriebigt wird. 
wählt man diefe virtuellen Verrũdungen am einfachften in den 
dinatenachfen, und bezeichnet fie mit 4x, Ay, Aa, wobei 


=_0 
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zu beachten if, daß biefe Größen ganz unabhängig vom einander find; 
baburch erhält man bie brei Bedingungen: 





welche nichts Anderes find, als unfere frühern Gleichungen : 
=.Posa=0 N) 3.Pcseß=0 5) =.P cy=( N) 


da, wie man leicht einfieht, Ewa, mp, 


SE — 008y iſt, wenn a, 5 y bie Winkel zwiſchen der Richtung 
einer der Kräfte P und ben brei Achien bezeichnen. Es tft aber noch 
zu zeigen, daß bieje drei Bedingungen auch genügen, d. h. daß, wenn 
fie erfüllt find, die Gleichung (32) auch für jede andere beliebige vir- 
tuelle Verſetzung befriedigt wird. Dazu felen wieder &, n, Z& die drei 
Winkel, welche die Richtung der Sehne Aw dieſer virtuellen Ge— 
ſchwindigkeit mit den drei Achien einschließt, fo daß man hat 





cos PN — cos E cosa +c0sy cos 8 + cos cosy , 


wo PN den Winkel zwiſchen jener Sehne und ber Richtung der Kraft P 
bezeichnet; es ift aber auch 

AP 4 4 
Fr m, co Yy — r 





2 


und demnach 
2.P cs PN=y.p GE Kae co s.pP 

N=2 n+= ‚P Adı cos , 
ober ba die Winkel . n, & für alle ri gelten, und demnach 
cos&, cosn, 008 C gemeinfchaftliche Goeffizienten von allen Gliedern 
derfelben Summe find, 
3.P cosPN—cos£. X ‚pZE - +07. 2. Pr E +ooef.2 x 19 
und 


Auf: 3.P cosPN—ews£.Z.P E tanz" Host. 


— ⸗ 


Man bat alſo mit den obigen drei Bebingungs= Gleichungen unabhängig 
von ben Werthen der Winkel E, 7, 5, ober was dasfelbe ift, für 
jeden Werth biefer Winkel 


dp _ 
ds 


Iſt der materielle Punkt in feiner Bersegung an eine fefte Curve ge- 
bunden, und es fol unterfucht werben, ob er an einem Orte, deſſen 
Goordinaten x, y, z find, im Gleichgewichte bleiben Fan, fo kann man 
ben Anfangspunft in diefen Ort verlegen, unb eine der Achien, 3. B. 
bie der x mit der Tangente zufammenfallen lafien. Der materielle 
Punkt hat in diefem Kalle nur die Wahl zwiſchen zwei entgegengejehten 
Verſetzungen; es genügt baher für das Gleichgewicht, daß für eine von 
ihnen die Gleichung (32) befriedigt wird. Nennen wir aljo biefe vir- 
tuelle Berrüdung wieder Is, bie Ränge ber entfprechenden Sehne Aw, 
unb deren Projectionen auf bie drei Achfen, bie aber nun in nothwen⸗ 
biger Beziehung zu einander ſtehen, 1x, Ay, 12, fo ergibt fich zuerſt 


Anf: z.PcsPN— =3.P_—. 


IY_\„. 42 
AT es zu, 7 cos, 
und damit 

on _ X Ay 42 — IP 
csEN—- cosa +, ß u cosy — 7 
a Ar A Mm 

Is As 4 As 
=, 08 Zu PT 967 Zw’ 

As As ds As 


folglich) 
d in ÖxX Ö ‚d 

S. SP _3.PcoPR=3.r(5} cos eos ꝑ +52 007 } ’ 
Weil aber bie Achfe ber x Tangente an ber gegebenen Gurve ift, fo 
bat man 

— dy__ dz 
Free Ph 77 
und demnach wirb hier bie einzige Bebingungsgleihung für das Gleich⸗ 
gewicht 


—0, 


F 





übereinftimmenb mit ber Gleichung: 
X —=0 
am Enbe des $. 25. 

Soll endlich ber materielle Punkt auf einer gegebenen Fläche bleiben, 
fo nimmt man bie Zangential= Ebene ald Ebene ber xy, und er wirb 
dann im Gleichgewicht fein, wenn die Bebingungsgleichung (32) für 
die virtuelle Verſetzung desſelben in zwei Richtungen, weldye irgend einen 
andern Winkel als 7r einfchließen, befriedigt wird. Als folche Rich- 
tungen wird man dann die durch bie Ebenen der xz und yz gebildeten 
Hauptſchnitte nehmen, und dadurch bie beiden Bebingungägleichungen: 

3.Pcsa=0 , 2.Pcsß=0 
erhalten, welche, wie man fieht, mit ben Gleichungen : 
”=0, '—=_0 
in 6. 21 übereinfommen. 

Iſt dann unter ben Kräften auch bie Reibung, welche der materielle 
Punkt auf einer ober mehreren Flächen verurſacht, mitbegriffen, fo wird 
jedenfalls Gleichgewicht ftattfinden, wenn bie Bebingungsgleichung (32) 
erfüllt iſt, und diefe wird bie Bedingung für bie Grenze des ruhenben 
Gleichgewichts ausbrüden. Scheibet man übrigens in dem Falle, me 
der materielle Punkt auf einer Yläche bleiben muß, bie Reibung in ber 
genannten Gleichung aus, indem man ben Drud, ben bie widerſtehende 
Fläche erleidet mit N, den Reibungscoeffizienten mit £ bezeichnet, fo 
wird mit ber Beachtung, daß die Richtung der Reibung der von ben 
Kräften beabfichtigten Bewegung immer gerade entgegengefebt tft, 


op ds __ dr _ —. 
2. -fN0 oder Rn IN=0; 


und wenn man ben Winkel zwiſchen ber Richtung ber Refultirenden 
und der Normalen zur Yläche mit 9 bezeichnet, wodurch man nach dem 
vorhergehenden $. 
dr. — 
Früh ‚„ N=Rco} 
erhält, fo ergibt fich wie früher 
f = tang 9 

für die Grenze des Gleichgewichtes. 

Ein Atmliches Ergebniß erhält man, wenn ber Punkt auf zwei 
Hlächen Reibung erzeugt. Man kann dann mie früher ben Wiberſtand 


Sn 





der einen Wläche mit N, ben ber andern mit N’, ben Reibungscveffizienten 
für die erfte mit f, für bie zweite mit bezeichnen, und findet fo 


Op 08 ds 
> — en — nf — 
s.P Fr IN 55 N 5*0 
oder 
—R 
IN+FN=RS 


als Bebingang für bie Grenze des Gleichgewichtes. Das ruhende 
Gleichgewicht wird alſo beftehen, fo lange 


ör , 
RR. <INHFN 


bleibt. Es tft Teicht zu fehen, daß dieſe Gleichungen biefelben find, 
wie die in $. 26 erhaltenen, und daß fich fiir ben Fall, wo bas 
Gleichgewicht nicht ftattfinden kann, aus benfelben ähnliche Beitimmungen 
für die neu einzuführende Kraft ergeben, durch welche das Gleichgewicht 
bergeftellt wird. 

Nach diefen Anbentungen über bie Anmenbung unfered Geſetzes, 
dürfte es überflüffig fein, weitere Fälle allgemein durchzuführen, da wir 
nur wieder auf bie bereits vorgetragenen Auflöfungs- Methoben zurüd- 
kaͤmen. Es fol deßhalb zum Schluffe nur noch folgende Aufgabe gelöſt 
werben, und zwar zur Vergleichung nach beiden Diethoden. 


§. 3. 


Aufgabe: An einem materiellen Punkte M, welcher in feine 
Bewegung auf eine Kugelfläche von dem Halbmefler r befchräntt iſt, 
greifen drei Kräfte an, deren Richtungen immer durch bie Endpunkte 
A, B, C dreier unter fich rechtwinkligen Halbmeſſer geben, und beren 
Sntenfitäten P,, Pa, P, den Entfernungen des Punktes M von den 
Punkten A, B, C proportional, und für die Einheit der Entfernung 
gleich PL » Pas Ps gegeben find; es foll der Ort auf ber Kugel beftimmt 
werben, wo der materielle Punkt im Gleichgewicht if. 

1te Auflöfung. Nehmen wir den Mittelpuntt der Kugel als 
Anfang eines rechtwinkligen Coorbinatenfoftems, bie drei Halbmefler, 
deren Endpunkte A, B, C find, als Achſen desſelben, und bezeichnen 
die unbefaunten Goorbinaten ber Gleichgewichtslage mit x, y, 2, fo 
wird bie Richtung ber Kraft P, durch die Gleichungen: 





x—r y x—r 2 





— 


re: Te | — 
cos a, ° cos fr cos Cc08Y; 


beftimmt, aus welchen man, bie Goorbinaten x, Y, 2 pofitiv voraus⸗ 
ſetzend und mittels der Bedingungsgleichung: 


cosꝰ a, 4 008? 9, + cos? y, —=1 


als Werthe für cosa,, cos, , cosy, bie Ausbrüde: 


— — 


zZ 
08.ß, =— — — , 0084 =— —— — 
TTV) 7 yada) 
zieht. Die Intenfität P, diefer Kraft ergibt fich zufolge der Entfernung 
des Punktes M von A, für welche man leicht den Werth: V?(r—x) 
findet und gemäß der Bedingung, daß ihre Wirkung diefer Entfernung 
proportional ift, Durch die Proyortion: | 
P,:pı = Y?r(r—x) :1, 
woraus man zuerft | 








P, — Pı V?rte—x) 


erhält, und nun mit den vorhergehenden Werthen von cosa,;, 005 ßı 
cosy; bie drei Componenten: 
P, cos —=p(r—x), ,RosA=—py, P cos y =—Pp% 


parallel zu den drei Coordinatenachſen ableitet. 


Auf gleichem Wege wird man für die entiprechenden Gomponenten 
ton P, und P, die Werthe: 


Pꝛ cos ʒ —- pꝛ x, Prcosßa—=Pp(t—y) , Pa 0089 =—Pe2 
Prog =—px, Ps cos 3 — pa V Pzʒ eos yʒ ⸗Ps ( -2) 
finden, und damit die Hauptcomponenten X, Y, 2 ber Reſultirenden 
R berechnen. Es ergibt fih damit 

X par — (P. P - pa) x, 

V par — (Pi PAS PSYV, 

2 pPar — (A tARtPp):- 


achtung, daß man aus ber Gleichung ber Kugelfläche: 
2 PP +2 ——=F(z,y,2)=0 
nderungögefehe : 
dE dF dF 
ty’ Ta. 
i, bie beiden folgenden: 
Xy—Yı=(0 , 1x— Xı=0 
sit ben obigen Ergebniſſen fehr einfach: 
BY-hı=0 , Rx—pt=0. 
man baraus bie Werthe von y und z in x und führt fie in bie 
leichung ein, fo findet man für die verlangten Goorbinaten zuerſt 


dy dz 


_M_ 
cdingungen des Gleichewichtes find aber nad) $. 20, und mit 
| 
| 
| 





str —MA__, 
Vertmttos 
mit fogleich auch 
=+r — — 2*1 — — 
Verr+mitp? VertR'tp 


utrt man demnach über den drei Seiten py, Pa, Pa, welche bie 
itäten ber Kräfte P,, Pz, Ps für die Einheit ber Entfernung 
en, nachdem fie von dem Mittelpunkte O auf bie drei Halbmefler 
OB, OC aufgetragen worden find, ein Parallelepiped, fo geht 
ingonale durch den Ort auf ber Kugel, mo ber materielle Punkt 
eichgewicht iſi. 

* Auflöfung. Nach dem Prinzip ber pvirtuellen Geſchwindig⸗ 
muß man in unſerm Falle für jede virtuelle Verrücung As bed 
3 M auf der Kugelfläche " au 


6; 
+ rn, %h u = 
n, wenn fich berfelbe in A ——— befindet, und 
1 vorhergehenden $. gezeigt wurde, drücken bie Anfangswerthe 


m, In die Gofinus der Winkel aus, melde von ber 
nte am bem Bogen As im Punkte M mit jeder ber drei Sehnen 
MB, MO, den Richtungen der Kräfte Egebildet werden. 


BE 


Bezeichnen wir daher bie Winkel, welche die Mormale zur Ku 
' fläche im Punkte M mit ben drei Achien einſchließt, mit A, m, ». 
; M leicht zu fehen, daß bie Längen ber brei Sehnen MA, MB, 
nun durch 
| Zrindı, Bay, Zrsin Lv‘ 

‚ vorgeftellt werden, und daß mir folglich für die Jutenſitäten ber 
Pz, P, bie Werthe erhalten: 


Adria %, Pa=2pgrsin 4 us natprai 
| Kepmen wir dann bie virtuelle Verrückung zuerft In einer Ebene, w 

die Richtung der Kraft P, enthält, alfo burch bie Achfe ber x g 
‚ fo wird auch die Tangente an 45 biefe Adhfe treffen, und zwa 

einem Punkte T, deſſen Entfernung von dem Anfangspunfte O g 
ı raech iſt, und das abgefchnittene Stüd MT ber Tangente wird r ta 
> fein. Der Winkel zwiſchen biefer Tangente und der Schne MA 


"der Richtung ber Kraft By Äft offenbar 2. man hat daher ſog 


IM _ 14 

Frisur 2. 
Um ferner den Winkel zu finden, welchen biefelbe Tangente mit 
Sehne MB macht, denke man ſich in ber Ebene ber xy bie Gerade 
gegen, und baburch das Dreieck MBT gebildet, in welchem man I 
bie drei Seiten: 


WBe2rsnlu, MT=rugi, BT=yrRli+ee 


2 
fe, und Daran den Gef des Tine BT nad} der Formel 
F- MT—MT: 
c08 = Is =. 





2MB><HT 
berechnen wird. Man zieht daraus 


4 gehts ntneet 





’ 


dr 
® dein umg2 


ober nach einigen Umwandlungen 
OP _ __ co8 u 
63 2 sin Zu tung). 
Ebenſo ergibt ſich für bie dritte Kraft 
| ____ Mr 
2ein > v tung A 


unb bie Bedingung bed Gleichgewichtes wirb mit den obigen Intenfitäten 
der drei Kräfte 


pı int A— (pr cos} pP cos») cos —=0, 
oder * j 
i Pı — (Pr 008 A - ps cos ups cosy)cosi—0. 
Für bie virtuellen Verfegungen in ben Ebenen ber Kräfte P, und P, 
wird man in Ähnlicher Weife die Bedingungen : 
Pe — (pı cos Ps cosu +p 008 v)coosu —=0. 
Ps — (Pı 6082 Ps cos +-Ppz 008») cos » —= 0 


erhalten und dann aus biefen und ber vorhergehenden Gleichung bie 
gleichen Verhaͤltniſſe: 





_ — _P — _B___B_ 
Pı 008 A 4 pa eos u ps cv = —— = cos eos» 
ziehen, welche mit den Werthen: 
=, — eos wr—_-- 


auf. bie Gleichungen (A) zuruͤckkemmen. 











Dritter Abſchnitt. 


Bewegung des materiellen Punktes. 





Erſtes Kapitel. 
Geradlinige Bewegung. 


$. 36. 


Ein materieller Punkt if, wie in der Einleitung (F. 7) erörtert 
wurde, unvermögend, etwas zur Veränderung feines örtlichen Zu⸗ 
Randes beizutragen; er kommt nur in Bewegung durch bie Wirkung 
einer Kraft, und Andert die Bewegung, welche er tm irgend einen 
Augenblicke beſitzt, ebenfalls nur in Folge der Einwirkung einer Kraft. 
Wird daher ein folcher Punkt Im freien Raum in Bewegung gefeht, 
und hört dann bie Kraft zu wirken auf, oder halten fich die an ihm 
tätigen Kräfte von irgend einem Augenblide an das Gleichgewicht, In 
welchen Zalle ihre Refultirende Null ift ($. 17), fo wird feine Be- 
wegung die möglichſt einfache werben, er wird ſich unaufhörlich in der— 
ſelben Weiſe und nach berfelben Richtung fortbewegen, wie in bem 
gedachten Augenblicke, er wird alfo immer in berfelben Geraden fort- 
gehen und in ihr in jedem gleichen Zettabfchnitte feine Lage um gleichviel 
ändern, ober um eine gleiche Länge fortrüden; biefe Bewegung wirb 
demnach eine gerablinige und gleichförmige fein. 

Nehmen wir baher auf ber Geraden, welche bie Richtung der Ber 
wegung vorftellt, irgend einen Punkt an, um von biefem bie Entfernung 
x des Bewegten nach verfehiebenen Zeitabfchnitten zu meflen, beobachten 
wir ferner biefe Entfernung in einem beftimmten Augenblide, von bem 
an wir bie Zettabfchnitte zählen, und welchen wir Binftig ben Anfang 
der Zeit nennen wollen, und drücken wir biefe anfängliche Entfernung 
durch a ans, fo wird x—a der Weg im Längenelnbeiten fein, welcher 


RB 


in einer gewiffen Anzahl t von Zeitabfehnitten ober Zeiteinheiten 
zurüdgelegt wurde. In jeber einzelnen Zeiteinheit muß folglich der 


bewegte Punkt einen Weg von — Längeneinheiten zurückgelegt haben 


und ferner zurüclegen, und wenn man biefe mit b bezeichnet, fo erhält 
man allgemein 


33.) 


als die Gleichung, durch welche bie Entfernung x beitimmt werben Tann, 
in ber fich der bewegte Punkt nach t Zeiteinheiten von bem angenom- 
menen feften Punkte befindet, wenn bie anfängliche Entfernung a und 
ber in jeber Zeiteinheit zurüdgelegte Weg b befannt ober gegeben find. 
Will man aber die Lage bed Bewegten vor t Zeiteinheiten kennen, 
vorausgeſetzt, daß feine Bewegung damals fchon eine gleichfürmige war, 
fo darf man nur t negatis nehmen, db. h. ben Weg b von bem an⸗ 
fänglichen Abftande a tmal abziehen. 

Der Ausdrud (33) wird einfacher, wenn man entweber ben Punkt, 
in welchem fich ber Bewegte am Anfang ber Zeit befindet, als ben 
Anfangspunft für bie Entfernungen x nimmt, oder was auf basfelbe 
binausfommt, ben Augenblid, in welchen ber Bewegte durch den an⸗ 
genommenen feften Punkt geht, ald Anfang der Zeit wählt; im jedem 
Falle wird dann x Null, wenn ı Null iſt, und man bat dadurch 
einfach: 


x — a 





— b oder x=a-+bt 


x—bt, 


wo dann x auch feldft ben in t Zeiteinheiten zurückgelegten Weg vor 
ſtellt. Man muß fich jedoch immer erinnern, daß bie eigentliche Be- 
deutung von x bie Entfernung bed Bewegten von einem feften Punkte 
in ber Richtung ber Bewegung ft. 


$. 37. 


Denken wir und nun einen zweiten materiellen Punkt, welcher ſich 
in einer Richtung, bie parallel iſt zu ber bes vorhergehenden, ebenfalls 
gleichförmig beivegt, ber aber in bemfelben Zeitabichnitte um eine größere 
Länge in biefer Richtung fortrüdt, und vergleichen wir beide Beivegungen 
mit einander, fo jagen wir, bie zweite fei geſchwinder als die erſte, 
und bezeichnen bie entjprechende Gigenfchaft ber Bewegung mit bem 
Kamen: Geſchwindigkeit. Sehr oft übertragen wir aber biele 
Eigenſchaft der Bewegung auf ben Bewegten felbft, und fagen 





> B. ber zweite der vorher betrachteten materiellen Punkte befike eine ' 
größere Geſchwindigkeit, als ber erſte, anftatt uns richtiger auszubrüden, 
bie Bewegung des zweiten habe eine größere Geſchwindigkeit, als bie 
Bewegung bed erften. 
Der Begriff von der Größe der Geſhwindigkeit einer gleichfürmigen 
Bewegung beruht offenbar auf ber Vergleichung bes Berhältniffes zwiſchen 
dem von bem Bewegten befchriebenen Wege und ber Dazu angeiwendeten 
Zeit mit demſelben Berhältuifle bei einer andern gleichfürmigen Bewegung, 
und es Hegt in ber Natur ber Sache, daß bie Geſchwindigkeit als 
mathematifche ober meßbare Größe genommen biefem Verhältniffe pro= 
portional iſt; denn wir nennen eben eine Bewegung boppelt fo geſchwind, 
als eine andere, wenn ber Bewegte einen zweimal fo großen Weg in 
derfelben Zeit zurüdlegt, dreimal fo gefchwind, wenn biefer Weg dreimal 
fo groß tft, u. f. f. DBezeichnen wir demnach bie Geſchwindigkeit bee 
erſten Punktes mit v, bie bed zweiten mit v’, und brüden für ben 
Icktern das Berhältuiß zwiſchen dem zurädkgelegten Wege x’ — a’ und. 
ber angewendeten Zeit ? durch) b’ aus, fo daß man Kat 
x’ —g 
Y 9 


wo dann b’ wie oben auch den von bem zweiten Bewegten in der Ein⸗ 
beit der Zeit zurüdgelegten Weg vorfiellt, fo hat man 


Re 


bh = 








Um alfo die Geſchwindigkeiten verfchiebener gleichfürniger Bewegungen 
mefien ober in Zahlen ausdrücken zu können, wird man die Geſchwindig⸗ 
keu einer beftimmten gleichfürmigen Bewegung ald Einheit für _ 
die Geſchwindigkeit annehmen, und die zu meflenbe mit biefer 
mittel der vorhergehenden Proportion vergleichen; biefe Vergleichung 
wird offenbar am einfachften, wenn man als Einheit für die Ge— 
ſchwindigkeit die Geſchwindigkeit derjenigen gleichför— 
migen Bewegung annimmt, bei welcher das Verhältniß 
zwiſchen dem zurückgelegten Weg und der angewendeten 
Zeit gleich der Einheit iſt, bei welcher alſo in der Einheit der 
Zeit die Einheit des Weges oder der Länge zurückgelegt wird. Für 
dieſe Bewegung hat man daher zugleih — 1, b’—=1, und eg er- 
giht fi damit aus der obigen Proportion: 


v-h= ——_ 


Decher, Haudbuch der Mechanik 1. 14 


___ 19 ___ 
als Maaß ber Geſchwindigkeit für eine andere gleichformige Bewegung. 
Nach diefer Annahme wird bann bie Geſchwindigkeit irgend einer gleich⸗ 
fürmigen Bewegung einfach durch das Verhältniß zwiſchen bem 
zurüdgelegten Wege und ber dazu angewendeten Zeit ge 
meflen, folglich durch diefelbe Zahl ausgebrüdt, welche ben in der Zelt- 
einheit zurdickgelegten Weg in Rängeneinheiten angibt. Durch Uebertragung 
und Abkürzung ber Ausdrucksweiſe bat man ſich aber allgemein baran 
gewöhnt, die Geſchwindigkeit als ben bei gletchfürmiger Bewegung 
‚in ber Zeiteinheit, 3. B. in einer Sekunde, zurüdgelegten Weg zu 
erflären, und demgemäß bie Längeneinheit felbft, 3. B. ben Meter, als 
Einheit für die Geſchwindigkeit anzugeben. Dagegen tft jedoch zu erin- 
nern, daß Geſchwindigkeit nit Weg if, daß man eine Größe nur 
durch eine gleihartige meſſen kann, unb baß die Geſchwindigkeit 
nicht erft mit ber Zeit entficht, wie der Weg, daß fie vielmehr im jebem 
untheilbaren Augenblide ber Bewegung vorhanden, und bei unferer 
gleichfürmigen Bewegung immer in gleicher Stärke vorhanden iſt. — 
Sind übrigens bie Begriffe einmal Mar aufgefaßt, fo kann man fh 
immerhin ber abgekürzten Ausdrucksweiſe bedienen, und ba uns boch im 
der Sprache des Lebens ein Name für die Einheit der Geſchwindigkeit 
fehlt, fo wollen wir und dem eingeführten Gebrauche anfchließen, und 
den Namen ber Längeneinheit: Meter, Buß, u. f. f. auch fir jene Cinheit 
gebrauchen. Der abgekürzte Ausdrud: „Diefer materielle Punkt 
bat in dieſem Augenblide 3 Meter Geſchwindigkeit“ heißt 
demnach in feiner Bolftändigkeit: „Die Geſchwindigkeit ber Be 
wegung dieſes Punktes tft in dieſem Augenblidebiefelbe, 
wie die eines ſich gleihfürmig bewegenden Atoms, wel- 
hes injeder Zeiteinhett 3 Meterzurüdlegt, oder dreimal 
fo groß als die eines Atoms, daß in jeder Zeitetnpeit 
1 Meter durchläuft.“ 

Nach diefen Erörterungen Tünnen wir nun bie Eigenſchaften ber 
aleichförmigen Bewegung fo ausdrüden: 

1) Die Geſchwindigkeit der Bewegung tft unveränderlich; alfo hat 
man, wenn biefelbe, wie künftig immer, tin irgend einem Augenblide 
ober am Ende einer Zeit t mit v bezeichnet wird, die Gleichung: 


34) vb; 

-2) bie Entfernung bed Bewegten von einem feften Punkte in ber 
Richtung feiner Bewegung wächft im einfachen Verhältniſſe ber Zeit, der 
beichriebene Weg ift proportional ber Zeit und wird berechnet als PBroburt 
aus ber Zeit in die Geſchwindigkeit; denn aus ber Gleichung (33) folgt 





e — —ñ— 


— — — U oo 
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X— a — t— vt. 


Die beiden Gleichungen (33) und (34) drücken demnach zuſammen alle 
Eigenſchaften der gleichförmigen Bewegung aus, und werden deßhalb 
auch Gleichungen der gleichförmigen Bewegung genannt. 


$. 38. 


Nach der gleichformigen iſt offenbar diejenige gerablinige Bewegung 
bie einfachfte, bei welcher bie Geſchwindigkeit in gleichen Zeitabichnitten 
immer um gleichviel unb zwar fletig zu= ober abnimmt, aljo die gerab- 
linige gleichfürmig befchleunigte ober glethförmig ver 
zoͤgert e Bewegung, welche wir überhaupt gleichförmig veränderte 
nennen wollen. 

Dei dieſer Bewegung wird bie Geſchwindigkeit, da fie in gleichen 
Zeitabfchnitten immer um gleichviel zu= oder abnimmt, in bemfelben 
Berhältsifie ſich Ändern, wachſen ober abneßenen, wie die Zeit, ober 
ut andern Worten, es wird das Verhältnig zwiſchen ber in einer ge- 
wiſſen Zeit erworbenen Geſchwindigkeit zu biefer Zeit für bie ganze 
Dauer der Bewegung unveränberlich fein. Bezeichnet man daher bie 
anfängliche Geſchwindigkeit, d. i. die Geſchwindigkeit bed Bewegten 
in dem Augenblicke, wo man bie Zeitabſchnitte zu zählen anfängt, mit b, 
bie Geſchwindigkeit nach t Zeiteinheiten mit v, und mit e eine unver 
inberliche Größe, fo bat man 

v—b 
=C , 
t 

und man fieht, daß hier ber Ausbrud für die Geſchwindigkeit diefelbe 
dorm hat, wie ber für bie Entfernung x bei ber gleichfürmigen Be= 
wegung. Das Verhältnig c zwifchen ber erworbenen Gefchwindigfeit 
und der Dazu angewendeten Zeit drückt, in ähnlicher Weiſe wie bort, 
die in der Einheit der Zeit erworbene Geſchwindigkeit, ober bie Be 
ſchleunigung ber Bewegung aus. Wird dasfelbe negativ, fo tritt 
natürlich eine Verminderung ber Geſchwindigkeit ein; es bezeichnet dann 
ben in ber Einheit der Zeit flattfindenden Verluſt an Geſchwindigkeit 
oder bie Verzögerung ber Bewegung, und es wird: 


v=-b—ct 
; ber Ausbrud für die Geſchwindigkeit am Ende ber Zeit ı, ober nach t 





v=b-+ct; (35. 


' Zelteinheiten vom Anfang ber Zeit an gerechnet. 


Faͤngt die gleichfürmig befchleunigte Bewegung von der Ruhe aus 
an, fo Tann man den Augenblick, in welchem bie Bewegung beginnt, 
14 * 
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als Anfang ber Zeit nehmen; man erhält dadurch v=0 für ı=0 
alfo auch b=0; der obige Ausdruck kommt auf 


v=ct 


zurüd und brüdt nun zugleich bie Geichwindigfeit am Ende ber Zeit 
t und die in der Zeit t erworbene Geſchwindigkeit ber Bewegung aus. 


$. 39. 


Es bleibt demnach noch die Gleichung zu ermitteln, durch welche 
bie Lage des Bewegten, d. t. feine Entfernung x von einem feiten 
Punkte in der Richtung feiner Bewegung nad) einer gegebenen Zeit t 
berechnet werden Tann, welche aljo die Form: 


x—f(t) 


haben wird, und in einem nothwendigen Zufammenhange mit den 
Ausdrude für die Geſchwindigkeit ftehen muß. 

Unterfuchen wir alfo, in welcher Beziehung die beiden Functionen 
zu einander ftehen, von welchen bie eine die Entfernung des Bewegten 
von einem feſten Punkte, bie andere feine Geſchwindigkeit am Ende 
‘einer beltebigen Zeit t ausbrüdt, und zwar für irgend eine gerab- 
Iinige Bewegung. Set CA, Figur 49, die Richtung biefer Bewegung, 
C der feite Punkt, von dem aus bie Entfernmg AO x gemefien 
wird, welche ber Bewegte am Ende der Zeit t erlangt bat, alfo A jein 
Ort und v feine Gefchwindigkeit in biefem Augenblide, beide Größen 
v und x als Zunrtionen von t gedacht. 

Laffen wir nun die Zeit ı fid) um einen Fleinen Abfchnttt At 
ändern, fo wirb ſich auch bie Geſchwindigkeit v um ben Meinen und all- 
gemein pofitiven Zuwachs 4v ändern, und bie Entfernung x um den 
Heinen Weg AB= 1x, welchen der Bewegte in ber Zeit 41 zurück⸗ 
Tegt, zunehmen. Es iſt dann einleuchtend, daß biefer Weg 7x, wel- 
chen ber Bewegte mit zunehmender Geſchwindigkeit zurücklegt, großer 
fein muß, als der Weg 1x, den derfelbe mit der unveränderten Ge⸗ 
ſchwindigkeit v in ber nämlichen Zeit „It zurüdgelegt haben würde, und 
feiner, ald der Weg 1" x, den ein materieller Punkt in ebenderfelben 
Zeit It mit einer unveränderlichen Gefchwindigfeit v + 1 v beichreiben 
wird, wie fie der Bewegte erft am Ende biefer Zeit oder im Punkte B 
erlangt. Wir haben aber für bie gletchfürmige Bewegung, deren Ge- 
ſchwindigkeit v iſt und bei welcher in ber Zeit It ber Weg.f'x zurüd- 
gelegt wird, das Verhaͤltniß: 


— — 


—=rv, 


| um für diejenige, bei welcher in derſelben Zeit At dee Weg 4” x mit 
| ter onflanten Gefehwinbigteit + Av befihrieben wirb, das Berhältntp: 


und daran folgt nach dem Vorhergehenden, weil 
Ads>Adxm <Ax 
hin muß, bie Bezichung: 


> und <v+4Av; 
d. h. das Verhältniß bes wirklich beſchriebenen Weges zu ber angeiven- 
aa rg zwiſchen y und y49, und wenn man daher mit x 
eichnet, bie zwiſchen O und 1 Liegt, fo hat man offenbar: 
A 
Fi =v+taed. 


um wieder in den Punkt A zurück, fo wird jebe ber kleinen 
Av, Ax für fi allein, und demnach auch das Probuct 


das Verhalmmiß 5 dagegen erhält feinen Anfangswerth: 


das Aenderungsgeſetz der Function x in Bezug auf bie un= 


wänberliche t ausbrücdt, d. 5. welcher angibt, in welchem 
ſe fi die Entfernung x mit ber Zeit sin bem 
zu Anbern im Begriffe feht, und bie vorſtehende 
t einfach: 
dx _ 
„= 
gerablinigen Bewegung tft alfo das Maaß ber 
Digkeit als Bunetion der Zeit zugleich das 
* eſetz der Entfernung bes Bewegten von 
unkte in ber Richtung feiner Bewegung in 
bie Zeit, fo daß wenn 


. x=f{t) 


(36. 
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biefe Entfernung für irgend eine folche Bewegung in Function ber Zeit 
ausdrückt, die Geſchwindigkeit v durch bie erfie Abgeleitete F CL) in 
Bezug auf t vorgeftellt, alſo 

v pi —f (t) 


wird, und daß wenn umgelehrt v in Function von t gegeben ift, die 
wirkliche Aenberung von x durch das allgemeine Integral: 
t 


x 
37.) Ax=ı—ı— ar) 
a 


gefunden werben Tann, worin a ben Be von x für 10 vorſtellt. 

Führen wir 3. B. ben oben bei ber gleichfürmig befchleunigten Be- 
wegung für v erhaltenen Ausbrud (35) in dieſe Gleichungen (36) und 
(37) ein, fo finden wir 


t 
Z—_bte ,_ x—a= fdi.(b+ct) 
0 


alfo durch Ausführung der angezeigten Integration : 
x— a—bt + % ct? 

ober: 

38.) =a+bt+ cr 


als den gefuchten Ausbrud für die Entfernung x in Function ber Zeit. 

Laͤßt man dann wieber den Anfang ber Zeit mit dem Augenblide 
zuiammentreffen, in weldyem bie gleichförmig veränderte Bewegung be: 
ginnt, und ben Anfang der Entfernung mit dem Punkte, wo fie beginnt, 
fo hat man x—=0, wenn t=0, alfo a—=0, und demnach 


— cr 


oder mit dem Werthe von v- 


Der zurückgelegte Weg iſt demnach derſelbe, als wenn ſich der materielle 
Punkt während bes betreffenden Zeitraumes gleichförmig mit ber mitt⸗ 
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teren Geſchwindigkeit, d. 1. mit ber Geſchwindigkeit bewegt hätte, 
welche = in der Mitte dieſes Zeitraumes Hatte; denn man fieht, daß 


‚wenn — t für t in ben Werth von v eingeführt wird, bie entipreßenbe 


Beftiabigket v den Werth: 
v= -b+, =,.(b+v) 
erhält, woraus denn auch, wie ausgeſprochen wurde, 
1— Vt 


rgeht. 
Beginnt die gleichförmig beſchleunigte Bewegung von der Ruhe 
aus, fo it b—0 und dann find 


v=06 , zen (39. 
bie einfachen Gleichungen ber gleichfürmig befchleunigten Bewegung. 
Man ſchließt daraus, daß ber von ber Ruhe aus zurüdgelegte Weg 
dem Quadrat ber Zeit proportional ift, und umgekehrt fieht man leicht, 
daß wenn bied ber Fall ift, die Bewegung immer eine gleichfürmig 
beihleunigte fein wird; denn die Gleichung : 


x—mt? 
worin m irgend eine unveränderliche Zahl ift, führt nach (36) auf 
v=?2mt, 
und diefe tft bie bezeichnenbe Sleichung ber gleichfürmigen Beſchleunigung. 


$. 40. 


Nach dem in $. 36 ausgefprochenen Sabe wird zu jeber Verände- 


rung einer Bewegung eine Kraft erfordert, ımb wie baher .eine gleich⸗ 
formige ober unveränderte Bewegung nım dann möglich wirb, went 


keine Kraft an dem Bewegten wirkſam tft, fo wird eine gleichförmtg 
. veränderte Bewegung eines matertellen Punktes nur dann möglich 


ſein, wenn fortwährend eine Urſache für biefe Beränberung vorhanden 


Mt, und zwar eine Urſache, weiche in jebem Augenblicke und in jeder 


Lage bed Bewegten biefelbe bleibt, d. h. wenn bie Kraft, welde an 


dem Bewegten thätig ift, eine ununterbrochen, ftetig wirkende 
und ihrer Intenfität und Richtung nach unveränderliche 


α 


- 
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if. Denn bie Wirkung einer bewegenben Kraft kann, wie fchon in 


ber Einleitung ($. 7) esörtert wurbe, nicht abhängig fein von dem ürt- 
lichen Zuftende (Ruhe ober Bewegung) bes materiellen Punktes, an 


bem fie angreift, fie muß biefelbe bleiben, ob biefer eine große ober 


gar Feine, eine tm gleichem ober in entgegengefebtem Sinne gerichtete 
Geſchwindigkeit befikt. Es folgt dies nicht nur aus allen unfern Er⸗ 
fahrungen; es läßt fih auch aus ber Natur ber Sache einleuchtend 
machen. Denken wir uns nämlich eine unveränderliche Kraft von 
beliebig großer Sutenfität, d. 6. eine Kraft, welche einen materiellen 
Punkt in jeder beliebigen Lage besfelben auf biefelbe Weile von ber 
Ruhe aus in Bewegung feben will, ober bie immer benfelben Drud 
auf eine fefte Fläche, welche den materiellen Punkt in feiner Bewegung 
hindert, hervorbringt, und nehmen wir an, die Wirkung biefer Kraft 
nehme ab, wenn und blos aus dem Grunde, weil bie Geſchwindig⸗ 
fett de8 Bewegten mwächft, fo würbe biefelbe nach einer fehr großen Zeit 
nur noch eine an Null gränzende Wirkung äußern können, unb bie 
Bewegung müßte ungenchtet ber Thaͤtigkeit einer beliebig großen Kraft 
d. h. einer bellebig großen Urfache für die Aenderung der Bewegung 
in eine unveränderliche übergeben, als wenn Feine ſolche Urſache 
vorhanden wäre. Noch weniger kann man annehmen, daß die Wirkung 
einer folchen Kraft mit der Geſchwindigkeit wachſe; benn dies waͤre 
gleichbedeutend mit der Annahme, daß ſich die Bewegung ober bie 
Geſchwindigkeit aus fich felbft erzeuge, was offenbar abſurd iſt. 

Eine unveränderlihe Kraft wird alfo unter allen Umſtänden bie 
felbe Wirkung hervorbringen, und umgefehrt muß eine gleichbleibende 
Wirkung immer einer unveränderlihen Kraft zugefchrieben werben; es 
fann alfo nur eine ſolche unveränderliche Kraft eine Bewegung er- 
zeugen, welche ſich in jedem Augenblide auf diefelbe Weiſe ändert ober 
zu ändern im Begriffe tft, ſei es der Richtung ober der Geſchwindigkeit 
nad, da fi) während der Bewegung die Wirkung einer Kraft nur 
burch bie Beränderung ber Bewegung Aufern Tann. 

Sn unserm Falle, bei der geradlinigen gleichförmig befchleuntgten 
oder gleichförmig veränderten Bewegung, bleibt nun Die Richtung un- 
verändert ; bie Beränderung der Bewegung beficht Demnach einzig und allein 
in der Aenderung ber Geſchwindigkeit;z; es muß deßhalb auch biefe 
Zu= ober Abnahme an Geſchwindigkeit, Die pofitive oder negative 
Befchleuntgung (indem wir die Verzögerung als eine in ent⸗ 
gegengefehtem Sinne gerichtete Beichleunigung anfehen) den Maaßſtab 
zur Beurtheilung ber an bem Bewegten thätigen Kraft abgeben, und 
umgefehrt werden wir, wenn die Kroft bekannt ift, nach ihr auf bie 
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in jeder Zeiteinheit neuerzeugte Geſchwindigleit d. 1. auf bie Beſchleuni⸗ 
gung der Bewegung ſchließen Tönnen. - 

Es iſt nämlich dabei vor allen Dingen wohl zu benchten, daß keine 
Kraft, fie mag noch fo groß fein, einem materiellen Punkte in’ einem 
untheilbaren Augenblide eine Geſchwindigkeit von beſtimmter Größe er⸗ 
teilen kann, ba es unmöglich ift, daß dieſer Punkt aus einem Zuftände, 
wo feine Geſchwindigkeit Null tft, plötzlich tm einen andern Übergehe, 
worin er eine Geſchwindigkeit von beflimmter Größe beflkt, ohne bie 
dazwiichenliegenden Zuſtaͤnde mit ſtetigwachſender Geſchwindigkeit durch⸗ 
laufen zu haben, ebenſo unmöglich, als er von. einem Orte zu einem 
andern fommen Tann, ohne alle dazwiſchenliegenden Orte ſutig zu durch⸗ 
wandern. Gs ift alſo für jede Kraft eine, wenn auch in vielen Fällen 
fehe kurze Zeit erforderlich, um einem materiellen Punkte oder einem 
Körper eine beſtimmte Geſchwindigkeit zu ertheilen, und man Tönnte 
bie Sutenftitib einer Kraft ebenfowohl nach ber: Zeitdauer beurtheilen, 
welche fie bet demſelben materiellen Punkte zur Erzeugung einer gewiſſen 
Geſchwindigkeit (dev Einheit: der Geſchwindigkeit) nöthig hat, als um- 
gelehrt, wie oben ausgefprochen wurbe unb wir es immer thun werben, 

nach der Geſchwindigkeit, welche fie in ber Einheit ber Zelt erzeugt. 
Wir wilden im erfien Falle offenbar diejenige von zwei Kräften für bie 
größere annehmen müäflen, welche biefelbe Geſchwindigkeit in kürzerer 
Zeit eriheilt, und es bürfte darnach fchon in der Natur der Sache 
Wegen, daß zwei confante Kräfte fi gerabezu verhalten 
werden, wie die bemfelben Atom in gleichen Zeiten er- 
teilten Geſchwindigkeiten oderumgekehrt wie die Zeiten, 
in denen fie bemſelben gleihe Geſchwindigkeiten erthei- 
len, und überhaupt wie bie Quotienten aus ben ertheilten 
Geſchwindigkeiten Durch bie Dazu verwendeten Zeiten. 

Diefe Kolgerung kann indefien durch folgende Betrachtung firenge nach⸗ 
getwiefen werben. Zuerſt werben wir bie in ber Einleitung ($. 8) gegebene 
Erklaͤrung von zwei gleichen Kräften num beſtimmter fo ausfpreihen: 

Zwei Kräfte find glei, wenn fie Demfelben mate 
riellen Buntte bei gerabliniger Bewegung in berfelben 


Zeit dieſelbe pofitine ober negative Geſchwindigkeit er=- 


theilen oder ertheilen wollen, und zwar ohne Rüdftcht 
auf den örtlichen Zuſtand, in welchem fich derſelbe befin— 
den mag, 

und man wird ſich leicht überzeugen, daß dieſe Erklaͤrung bie 
ander, wonach zwei gleiche Kräfte folche find, welche, In 
gerade entgegengefegter Richtung auf denſelben mate— 





. 
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riellen Bunft wirtend, deſſen Zuſtand nicht audern, als 
befondere in fich ſchließt, ba bie von zwei gleichen aber eutgegengeichten 
Kräften erzeugten Beſchleunigungen ebenfalls gleich und ewtgegengefett 
find, und ſich nothwendig gegenfeitig vernichten mäßlen, der Zuſtand 
des materiellen Punktes demnach durch ſie wicht geändert werben kann. 

a eit bran nz ou schen Bhrig, —— 
zufammen in bemfelben Sinne an bemfelben materiellen Punkte thätig 
find, jebe von ihmen demſelben bie geiche Geſchwindigkeit in ber Zeit⸗ 
einheit ertheilt/ und daß er ſonach burcch ähre Geſammtwirkung in biefer 
Zeit die Doppelte Geſchwindigkeit erhält, daß alſo bie Wirkungen ber 
Kräfte wicht nur von dem örtlichen Zuſtande bed Bewegten, ſondern 
auch unter ſich ſelbſt unabhängig find, daß jebe Kraft für ſich 
dbiefelbe Wirkung hervorbringt, als wenn ſonſt feine 
andere vorhanden wäre. — Denken wir und dazu zuerit zwei 
gleiche und geradezu entgegengeſetzte Kräfte P und P' an demſelben 
Punkte thätig, fo werben fich dieſe das Gleichgewicht halten, alſo dem 
Punkte Teine Bewegung, ober keine Geſchwindigkeit ertheilen. Bringt 
man bann eine dritte gleiche Kraft P" im derſelben Richtung und im 
Sinne ber Kraft P an, fe wird ber materiche Punkt in Bewegung 
kommen, ober ſich überhaupt fo bewegen, ald wenn nur eine ber Kräfte 
P und P’ an ihm thätig wäre, und es ift offenbar unenifchieen, ob 
es bie Kraft P oder die Kraft. P” if, welche die Bewegung hervorruft 
und beichleunigt; ja wir Tonnen mit demſelben Rechte behanpten,, daß 
bie Kraft P’ der Hälfte von P und ber.Hälfte von P” das Gleichgewicht 
hält, daß alfo auch von jeder diefer letztern Kräfte noch eine Hälfte für 
bie Bewegung wirkfam tft, und werben daun im Rechte fein, daraus 
zu fchließen, daß jebe biefer halben Kräfte die Hälfte von der erzeugten 
Geſchwindigkeit hervorkringt, da Fein Grund denkbar. ifi, warum bie 
halbe Kraft P mehr ober weniger Gefchwindigfeit erzeugen follte als bie 
halbe Kraft P’. Es werben alfo im Allgemeinen immer zwei gleiche 
Kräfte zufammen demfelben materiellen Punkte eine boppelt jo große 
Geſchwindigkeit ertheilen, als eine von beiben, und man wird ben vor- 
hergehenden Fall einfach dahin erklären können, daß von ben beiben 
Kräften P und P” ober von ber doppelten Kraft 2P in ber Zeiteinheit 
bie doppelte Geſchwindigkeit in dem einen, unb von ber Kraft P’ die 
einfache tm entgegengefehten Sinne erzeugt wirb ober erzeugt werben 
will, und daß befhalb im erften Sinne die einfache Geſchwindigkeit als 
Wirkung aller drei Kräfte erſcheint. Nach biefem iſt dann leicht zu 
fließen, daß eine dreifache Kraft demſelben Atom bie dreifache, bie 
nfache Kraft bie nfache Geſchwindigkeit erteilen, Daß folglich bie 
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demſelben Bewegten in derſelben Zeit ertheilte Gefd 
digkeit der Kraft, und umgekehrt die Kraft dieſer 
ſchwindigkeit proportional fein muß, und daß ſich di 
alle Gefege für die Zufammenfegung und Zerlegun 
Kräfte auch auf bie Geſchwind igkeilen anwenden I 
werben, welche fie bemfelben materiellen Punkte ir 
Zeiteinheit ertheilen wollen. Wir werben im folgenden 9 
auf biefe ausführlicher zurückkommen. 

Durch diefe Schlüffe und Folgerungen find wir nun in ben ( 
geſett, bie Intenfität einer conflanten Kraft nach ber in einer ge 
Zeit erzeugten Gefihtoinbigteit zu beurtfeilen, oder mehrere foldhe 
Ir Sntenfik mag zu vergleichen, wenn fie mach und nad au 

nateriellen Punkt oder auf folche Punkte von gleicher 


— vergleichen wir die gleichförmig beſchleunigten Bewegi 
welche zwei conſtante Kräfte P und P’ bemfelben materiellen Punl 
teilen, fo erhalten wir für bie eine bie @efege: 


v=ca 
eg 1 
für die zweite die Gleichungen: 


v=ct 
x=jen '; 


fie unterfepeiben ſich alfo blos durch bie Größe der Veſchleunigun— 
ud €, d. 4. durch die in berfelben Zeiteinheit ertbeilten Gefeht 
teiten, und bie Kräfte P und P mäflen nad; dem Vorhergehenden 
Größen proportional fein. Man hat dadurch : 

P:P=c:ec 





und 
— 
P=P 


als die Ausdrücke, welche dazu dienen, bie eine biefer Kräfte dur 
andere zu » 
WIN man dagegen zu biefer Vergleichung bie Zeit anwenden, ! 
Bi Diefer Kräfte zur Erzeugung berfelben Geſchwindigkeit, der Giı 
der Geſchwindigkeit, nöthig Bat, fo geben bie obigen Gleichungen 
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1=0,=ct) , et » ed 


mn bie oben ausgeſprochenen Säge über bie gegenfeitigen Ver⸗ 
zweier Kräfte bewieſen find. 


sa. 


den meiften Faͤllen handelt es ſich aber barum, bie Kräfte nach 
tungen zu beurtheilen, welche fie auf materielle Punkte von 
a Maffen hervorbringen; fuchen wir alfo, auf welche Weiſe 
jehen kann und muß. 

der Einleitung wurbe bereit ($. 8) die Erklärung von zwei 
Maflen gegeben; unſeren fept feftgeftellten Begriffen gemäß 
ie jene Erklärung nun fo faffen: 

ei materielle Punkte Haben gleiche Maffen, wenn 
durch biefelbe Kraft oder burc gleiche Kräfte in 
en Zeit diefelbe Geſchwindigkeit ertheilt wird. 
ten dann zwei gleiche Kräfte P in parallelen Richtungen auf 
erielle Punkte von gleicher Maffe, die mit m bezeichnet fei, fo 
ich dieſe immer auf gleiche Weiſe, mit gleicher Beſchleunigung 
tander fortbeiwegen, und es wird deßhalb in ihrer Bewegung 
ändert werben, wenn man fie von Anfang an in unmittelbare 
19 bringt, in welchem Falle fie dann einen einzigen materiellen 
seftellen werben, befien Maſſe 2m und an welchem bie Kraft 
g iſt. Wir fchliegen daraus, daß bie Doppelte Kraft ber 
ten Maffe, und überhaupt die nfahe Kraft ber 
Maffe in derfelben Zeit dieſelbe Geſchwindigkeit 
t, wie bie einfache Kraft der einfachen Maſſe. 
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Haben wir nun zwei ungleiche Kräfte P und P’, von denen bie 
erſte der Mafie m die Geſchwindigkeit c, bie andere bie Geſchwindigleit 
e, in der Einheit ber Zeit ertheilt, für welche alſo bie Peoportion: 

P:P=e:c, 
ftattfindet,, fo wird bie Kraft mP’ ober P, ber Maffe nm oder m, eben- 
falls die Geſchwindigkeit c, mittheilen, und deßhalb auch die Proportion 
P:P,=m:m, 
eintreten. Die erſte Proportion gibt aber 


P—Pp-, 
C 
die zweite ebenſo 
P—P”, 
m 


‘ 


umd die Gleichſetzung diefer Werthe führt auf Die Bleichung : 


oder auf bie Proportion: 
| P:P, =mc:m,, (42. 

aus welcher man fchließt, baß fich bie Sntenfitäten zweier Kräfte 
wie Die Producte aus ben bewegten Maſſen in die in jeder 
Zeiteinheit ertheilten Geſchwindigkeiten verhalten. 

Wird c,—c, fo folgt: 

P:P, =nm:m,; 

db. h. zwei Kräfte, welche zwei materiellen Punkten von 
ungleihen Maffen diefelbe Beſchleunigung ertheilen, ver- 
halten jich wie dieſe Maffen. 

Für m,=m erhalten wir bie frühere PBroportion : 

P:P, =c:c, 

Prag ‚unb es tft nun leicht zu fehen, daß Das allgemeinfte Beni 
ein wirb: 


P:R= mt, (43. 


— 


daß alſo die Intenſitäten zweier Kräfte im geraden Ver— 
hältniſſe der bewegten Maſſen und der ertheilten Ge— 


- 
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iten und im umgekehrten ber dazu verwendeten 


n. 
ach bie Kräfte ober vielmehr ihre Intenfitäten in Zahlen 
tönnen, werben wir irgend eine Kraft als Einheit an= 
dies wirb am einfachften biejenige fein, welche ber 
Maffe in der Einheit ber Zeit bie @inheit ber 
gkeit erteilt. Gel dieſes die Kraft P,, fo hat man 


p, —1, nl, wel, lei 


infach 
mv 
P =. 
u durch e erſett: 
P=me. 


beſtimmten Ginheit für die Kraft wird dam irgend 
ıte Kraft durch das Brobuct aus ber bewegten 
e in ber Einheit ber Zeit erzeugte Geſchwin— 
effen, ober durch das Probuct aus ber bemeg- 
n bie Befchleuntgung der Bewegung. 
duet mv aus ber Maffe des Bewegten in bie Geſchwin— 
er in einem beftimmten Augenblide befigt, wird auch 
zröße des Bewegten tm biefem Augenblide genannt; das 
wird alfo die in ber Zeiteinheit erzeugte Be 
5ße vorftellen, und man fann demnach auch fagen, bie 
Kraft wirb durch die in der Einheit der Zeit 
wegungsgröße gemeffen. 
m Fallen kann indeſſen auch die augenblicliche Bewe⸗ 
ı Ende einer Zeit t als das Maaf einer Kraft betrachtet 
dieſe Bewegungsgröße dem Bewegten von ber Ruhe aus 
der Zeit zu ertheilen vermag, und man kann bemgemäß 
i bie Bervegungägröße mv, melde ber Bewegte in einem 
iblicke befigt, und deren Entfiehung nicht genau befannt 
1g einer Kraft P—mv ſei, welche während ber vorher- 
nheit in dem Bewegten thätig war, und ihn von ber 
Bewegumg gefeßt hat. 


| 
| 
! 
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Aus dem Borhergehenden könnte auf ben erften Anblid der Schluß 
gezogen werben, als müſſe man auf biefe Art zwei verſchiedene Einheiten 
für die Kraft erhalten, ba wir in der Einleitung und in den beiben 
vorhergehenden Abfchnitten bereitd die Gewichtseinheit als Einheit 
für das Maaß der Kräfte angenommen haben. Bei näherer Erwägung 
ergibt fih aber, daß unferer neuen Krafteinheit die Einheit ber 
Maffe zu Grunde liegt, und daß über diefe bisher noch Leine Annahme 
getroffen mwurbe. Ueber diefe werben wir befhalb, da im gewöhnlichen 
Leben ohnehin Teine folche Einheit im Gebrauch ift, in folcher Weite 
beftimmen , baß die neue Krafteinheit mit unferer Bewichtdeinheit über- 
einkommt; wir werben aljo diejenige Maſſe als Einheit für 
bie Maffe annehmen, welder von ber Gewichtseinheit als 
Einheit der Kraft in ber Einheit der Zett bie Einheit ber 
Geſchwindigkeit mitgetheilt wird. 

Behalten wir demnach das Kilogramm als Einheit für die Kraft 
und die Sekunde und den Meter als Einhetten für bie Zeit und bie 
Geſchwindigkeit bei, fo müflen wir als Einheit für die Maſſe diejenige 
Maſſe wählen, welche durch eine conflante Kraft von 1 Kilo- 
gramm in jeder Sekunde 1 Meter Gefhmwindigfeit erhält. 

Eine folche Einheit kann offenbar nur durch die Erfahrung feft- 
geiept werben, in Folge der Beobachtung einer wirklich erzeugten gleich- 
fürmig befchleunigten Bewegung, bei welcher wir bie Kräfte unmittelbar 
durch Gewichte (Kilogramme) gemeflen, und die in verſchiedenen Maſſen 
erzeugten Beſchleunigungen beobachtet haben. 

Dieſes Mittel bietet uns denn wirklich der freie Fall ber Körper 
gegen die Erbe bar, aber in folder Weiſe betrachtet, wie biefe Be— 
wegung fein würde, wenn feine Luft vorhanden wäre, alſo ber freie 
Tall im leeren Raume. 





§. 3. 


Die Erfahrung zeigt nämlich, daß alle Körper ohne Ausnahme ein 

befiten, fich in einer zur Oberfläche eines ruhigen Waſſers 
ſenkrechten Richtung ber Erde zu nähern, wenn fe nicht durch feite 
Hinderniffe davon abgehalten werben. In biefem Falle äußern fie dann 
jenes Beſtreben durch einen fortwährenden Druc gegen bas feite Hin⸗ 
derniß, welcher als Maaß für die Kraft dienen kann, die ihn in Be⸗ 
wegung feßen will, und bie wir fein Gewicht nennen. Jenes Beftreben 
ſelbſt wird als Eigenfchaft ber Körper gewöhnlich mit. dem Namen 


ma 


Schwere bezeichnet, ald Urfache bes Schwer=jein’d. Oft verftehen 
wir aber unfer dem Worte: Schwere felbft wieder die Urfache jener 
Eigenſchaft der Körper auf der Erde, und benfen uns biefelbe als eine 
ber Erde innewohnende anziehende Kraft, welche ihre Wirkung auf alle 
Stoffe ohne Unterſchied erftredt, und fowohl auf bie Innern wie auf bie 
äußern, fowohl auf die Heinften wie auf die größten Theile ber Körper 
einwirkt. — 

Sn ber That fehen wir einerſeits mitteld der Wage, daß bie 
geringfte Vermehrung ober Verminderung ber Mafle eined Körpers eine 
entfprechende Vermehrung oder Verminderung feines Gewichtes zur Folge 
bat, gleichviel ob diefe Verminderung ober Vermehrung im Innern ober 
auf ber Oberfläche bes Körpers ftattfindet. Auf der andern Seite zeigen 
bie Berfuche, daß alle Körper, gleichviel aus welchem Stoffe fie beſtehen, 
und welchen Rauminhalt fie haben, um fo mehr gleich fchnell fallen, je 
mehr der Luftwiderſtand befeitigt wird, und wir fchließen daraus, daß 
fie im leeren Raume alle mit vollfommen gleicher Geſchwindigkeit fallen 
würden, daß alſo jene anztehenbe Kraft ber Erbe durchaus Feinen Un— 
terſchied umter den verſchiedenen Stoffen macht. 

Endlich Ichren uns bie Verſuche mit ber Atwoo d'ſchen Fall- 
mafchine ober auf der Gallilei'ſchen fchiefen Ebene, daß bie Ge- 
ſchwindigkeiten, welche die Körper durch den Fall erlangen, den Zeiten 
proportional find, während fich die von ber Ruhe aus burchlaufenen 
Wege wie bie Quadrate ber entfprechenden Zeiten verhalten, daß alfo 
die Bewegung bed Falles, wentgftens Innerhalb der den Berfuchen zu⸗ 
kommenden Ausdehnung eine gleihförmig beichleunigte ifl. 

Aus diefen Ergebniſſen der Erfahrung fchließen wir benn in Yolge 
ber vorhergehenden Erürterungen, daß bie Schwere innerhalb ber 
Grenzen jener Berfuche eine unveränderliche Stärke ober SIntenfität beſitzt, 
daß aljo au die Gewichte der Körper in biefen Grenzen conftante 
Kräfte, und daß biefe Kräfte wegen ber gleihen Befchleuni- 
gung für alle Körper den Maffen ber bewegten Körper 
- proportional find. Umgekehrt find ſonach auch bie Maſſen ben 
Kräften d. 1. den Gewichten ber Körper proportional, aber dieſe Wahr- 
heit, von welcher wir fo überzeugt find, daß wir im gewöhnlichen Leben 
Mafle und Gewicht für gleichbedeutend nehmen, folgt nothwendig erft 
aus ber vorerwähnten gleichen Beichleunigung. Bezeichnen wir nun 
biefe Beichleunigung bes freien Falles im Iuftleeren Raume mit g, bie 
Mafle eines materiellen Punktes ober eines Körpers mit M, fein Ge- 
wicht mit P, fo hat man, nach dem oben ($. 41) für die conflanten 
Kräfte feftgeftellten Maaße, für alle Körper 
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P=Ng , M--. | (46. 


Die Einheit der Maſſe muß folglich diejenige fein, deren Gewicht ber 
Größe g gleich iſt, d. h. durch Diefelbe Zahl ausgedrückt wird, wie biefe 
Beichleunigung; denn bie vorftchende Gleichung gibt nur M—1, wenn 
?P=g wird. Es leuchtet aber auch fo ein, daß weil die Maſſe eines 
Körpers, welcher ein Kilogramm Gewicht hat, von biefer Kraft bie 
Beſchleunigung g erhält, dieſelbe Kraft, um bie Geſchwindigkeit: Eins 
in be Zeiteinheit zu erzeugen, auf eine g fache Maſſe wirken müßte, 
ober auf bie Mafle eines Körpers, der g Kilogramm wirkt, daß folglich 
die Maſſe dieſes Körpers. bie Einheit ber Maſſe tft *). 

Die Beichleunigung g, alſo auch die Intenſität ber Schwere und 
das Gewicht eines Körpers ändern ſich, wie wir jpäter ſehen werben, 
von einem Orte ber Gröoberfläche zum andern mit der geogenphifchen 
Breite dieſer Orte; die Körper find an den Polen ber Erbe ſchwerer, 
als im Aequator. Diefe Veränderung ift aber fehr klein im Verhältniß 
zu bem mittleren Werthe, und man kann für bie meiſten Zwecke mit 


hinreichender Genauigkeit 


als mittleren Werth für bie in einer Sekunde erzeugie Beichleunigung 


bes freien Falles annehmen. Damit finden wir denn als Maffen-Einheit 
bie Maſſe eines Körpers, welcher 9,8 Kilogramm wiegt; 


oder bie Maffe, welde in 9,8 Rubit- Dezimeter deftillir 


ten Wafjers bei 49 C enthalten if. Ein Körper aus irgend 
nem Stoffe enthält demnach, wenn er 1 Kilogramm wiegt, bie Maffe 


8 ober 0,102, und d Überhaupt werben nach unfern zu Grunde ge⸗ 


*) Ginige deuifche Schriftkeller nehmen diejenige Naſſe ale Cinheit au, welche 
in ver Bewichtseinheit enthalten iR, alfo diejenige Mafle, welcher von ber 
Einheit der Kraft die Beſchlennigung g eriheilt wird. Mit Meier Annahme 
wird in der Proportion (42) P==1, m=1, e=g, und man hat baher 


d.h. Die Kraft wird dann dur den Ouotienten aus ber in 
bor Einheit der Bett erzeugten Bewegungsgröße dur bie 
Beigleunigung des freien alles gemeſſen. 
Decher, Handbach vor Mechanik 1. 
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legten Maaßeinheiten, die Maffen ber Körper durch nahezu 
zehnmal Fleinere Zahlen ausgebrüdt, als ihre Gewichte 


§. M. 


Werfen wir bier, ehe wir weitergehen, einen Bli auf Die ver 
fhiedenen Manß - Einheiten, bie bis jebt feftgeftellt werben find, zurüd, 
um ihre Beziehungen zu einander kennen zu lernen und baram einige 
Bemerkungen in Bezug auf bie Homogeneität der analytiichen Ausdrücke 
zu knüpfen. Diefe Einheiten, bie geometrifchen, welche in der Mechanik | 
ebenfalls ihre Anwendung finden, mitgevechnet, find folgende: 


1) die Einheit der Länge, der Entfernung, des Weges, 

2) die Einheit des Flaͤchenmaaßes, 

3) die Einheit des Rauminhaltes, 

4) die Einheit ber Kraft und des Gewichtes, 

9) bie Einheit der Zeit, 

6) die Einheit der Geſchwindigkeit, 
7) de Einheit der Mafle. i 


Bon biefen Einheiten find drei, die ber Länge, ber Kraft und 
ber Zeit durchaus unabhängig und willkürlich und es kann jede von 
ihnen geändert werben ohne Rüdficht auf die beiden andern; fie Tonnen 
daher Daupt- Einheiten genannt werden. Die übrigen Einheiten 
dagegen find Neben-Einheiten, fle find von einer ober von mehreren 
der Haupt= Einheiten abhängig, unb werden nach biefen durch firenge 
Lehrfähe beftimmt; fie können deßhalb wicht mehr willkürlich geändert 
werben, fondern nur in Vebereinftimmung mit den Haupt- Einheiten. 
So hängen bie Einheiten ber Fläche und bed Raumes von dem an- 
genommenen Laͤngenmaaße ab, und man kann z. B. nicht den Qua⸗ 
dratfuß ald Ylächeneinheit nehmen, wenn man bie Längen nad 
Meter mißtz d. h. man fünnte nicht fagen, das Product ab brüde 
die Oberfläche eines Rechtes in Quadratfußen aus, wenn a und b 
bie Seiten deſſelben tn Meter gemeffen angeben. 

Die Einheit für die Geſchwindigkeit hängt von zwei Haupt=-Ein- 
heiten ab, von ber Einheit ber Ränge und von ber Einheit der Zeit, 
und ändert ſich mit einer jeden berfelben. Läßt man z. B. die Se 
funde al8 Einheit der Zeit, nimmt aber den Fuß als Einheit für die 
Länge, fo bat man biejenige Geſchwindigkeit zur Einheit zu nehmen, 
mit welcher ein materieller Punkt bei gleichförmiger Bewegung in 1 Se 
Funde 1 Fuß Weges zurüdlegt, und welche etwa Imal Heiner iſt, als 
unfere frühere Einheit. Aendert man dann auch noch bie Beiteinheit 


u W 


—— 


—* nimmt z. DB. die Minute als ſolche an, fo wird bie Einheit ber 
Geſchwindigkeit die Geſchwindigkeit eines Punktes ſein, welcher erſt in 
1 Minute 1 Fuß zurücklegt; dieſe Geſchwindigkeit iſt offenbar wieder 
bomal Heiner, als die vorhergehende, und demnach werden bie Zahlen, 
welche eine beſtimmte Geſchwindigkeit meflen, tm erfteren Kalle 3mal, 
im letzteren 180mal fo groß, als nach unferer. urfprünglichen Annahme, 
wo der Meter und bie Sekunde bie Einheiten für bie Länge. und ber 
Zeit find. 

Roc zufammengefebter find die Berhältniffe bei der Maſſen⸗Einheit, 
‚da biefe von ben brei Haupt: Einheiten ber Länge, ber Kraft und ber 
Zeit zugleich abhängt. Wird 3. B. bie Sekunde als Einheit der Zeit 
beibehalten, aber ber Fuß und das Pfund als Einheiten ber Länge und 
der Kraft angenommen, fo wird bie Einheit ber Maffe die Maſſe eines 
Körpers fein, welcher 30 ® wiegt, da in dieſem Falle bie Beſchleunigung 
g der Schwere ben Werth: 30 Fuß erhält; die in einem 1 Pfund wie⸗ 


| genden Körper enthaltene Maffe iſt nun En und die Zahlenwerthe für 


de Maffen find jegt 3Omal Meiner, als die Zahlenwerthe für bie Ge- 
wichte der Körper. Im Vergleich gegen unfere obige Einheit dagegen 


iſt die jetzige 12 mal fo groß, alfo die Zahlenwerthe in Bezug auf 
legtere zwei Drittel von denen, welchen bie erhene zu Grunde gelegt iſt; 
denn die Maſſe, welche nach biefer Einheit — z iſt, wird in Bezug auf 


pe? 7 oder 1 , wenn 1Kilogramm gleich 2 * genommen wird, u. ſ. f. 


Ale * Beziehungen muſſen alſo wohl beruͤckſichtigt werden, wenn die 
Rahnung richtige Ergebniſſe liefern foll. 
Herner tft zu beachten, daß in Folge der obenermähnten Abhängig- 
Felt der Neben-Ginhelten von ben Daupt-Einheiten, die allgemeinen Aus- 
drũde nicht mehr in homogenen Formen erſcheinen, weil bie Einheiten 
| ſelbſt nicht fichtbar ausgedruͤckt find, wie bied für dem Ausdruck bes 
Facheninhaltes in ©. 46 ber Ginleitung bereits gezelgt worden iſt. 
ie noch höhere Berückſichtigung verdient indeſſen die dortige Bemerkung 
bei den analytiichen Ausdrücken in der Mechanik, bei welchen es nicht 
Alten ſehr gut iſt, wenn man ſich von ihrer Homogeneltät überzeugt, 
was dann Immer durch Einführung der Einheiten geſchehen kann. So 
Werben durch Ginführung der Größen A, =, 9, etc. für bie Ginheiten 
der Ränge, der Zeit, ber Geſchwindigkeit u. ſ. fe bie oben erhaltenen 
wrchaus unhomogenen Ausdrücke: 
15 





b t 1.8 
=9 , (=0—, I=7z aerıg at ete. 


Wie man fi aber, um biefe Einführung ber Einheiten zu erfparen, 
in der Geometrie mit Beachtung ber Abhängigkeit ber Einheit bes Flaͤchen⸗ 
maaßes von ber bed Längenmaafes, baran gewohnt hat, ein Produch 
aus zwei auf bie Laͤngen⸗ Einheit bezogenen Factoren als homogen mit 
einem Flaͤchenmaaße oder mit einer auf die Flaͤcheneinheit bezogenen | 
Groͤße zu halten, und fich unter einem Product vom drei folhen Fac⸗ 
toren einen Rauminhalt zu benten, fo wird man Äh auch für bie 
übrigen Größen, bie in ber Mechanik vorkommen, ähnliche Borftellun- | 
gen bilden, um darnach bie Homogeneität ber Ausdrüde Teicht beurtheilen 
zu können, und man findet bald, Ä 
1) daß die Zeit s in allen biefen Ausdrüden als abfo 
Iute Zahl erſcheint, wiebie Zahl x, bie Kreisbogen ober Winkel, u. f.f., 
weil alle übrigen Binheiten, außer den geometrifchen von ber Einheit 
ber Zeit abhängen, und deßhalb bie Größe t immer nur für den Quo- 


tienten — Reht; 


2) die Geſchwindigkeiten, Befhleunigungen, werben dann 
einfach homogen mit Längen, d. h. mit Größen, weldye auf bie Längen- 
Einheit bezogen find, und nicht felten bezeichnet dieſelbe Große bald eine 
Beſchleunigung, bald einen zurädgelegten Weg. So tft in dem Aus— 
drud: v=ct bie Größe c homogen mit v und flellt bie Beichleunigung 


vor, während fie in der Gleichung: x — 5 ct? ‚mit ber Entfernung 


ober bem Wege x homogen ericheint, und das Doppelte bed Weges 
vorſtellt, ber im der erften Zeiteinheit befchrieben wird. 

3) Die Maffe erſcheint, wie bie Länge, meiftens ala unabhängige 
Größe, wenn fie nicht, wie wir ſogleich jehen werben, durch das Vo⸗ 
Iumen und bie Dichte ausgedräct wird; denn nach unfern vorhergehenben 
Ableitungen follte eigentlich bie Maffe, nicht bie Kraft bie britte 
Daupt= Einheit fein. Demzufolge wird denn auch 

4) die Kraft fehr oft analytiſch Durch ein Product aus Mae 
und Geſchwindigkeit und Beichleunigung vergeftellt, uub es {ft überhaupt 

ein Product aus zwei Factoren, von benen ber eine auf bie Einheit ber 
| | 


| 
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Maffe, der andere auf bie Einheit der Länge bezogen tft, homogen mit 
einer anf bie Einheit ber Kraft bezogenen Größe. 


Die vorhergehenden Bemerkungen wirb man leicht auch auf bie 
fpäter noch einzuführenden Größen und ihre Einheiten ausbehnen können. 


§. 45. 


Die Maffe eines Körpers flieht auch in einer nothwendigen Be 
ziehung zu feinem Ranminhalt oder Volumen, wie in ber Einleitung 


($ 5) bereits erörtert worden tft, wo fowohl die Entftehung bed Be⸗ 


ber Dichte erläutert, als auch dieſe ſelbſt dahin erflärt worden 
‚, daß darunter das Berhältntß der Maffe zu dem erfüllten 
aum zu verftehen je. Da wir uns nım einen materiellen Punkt 
nicht ohne einen, wenn noch fo kleinen, Rauminhalt denken Tönnen, 
und ihm bald eine größere, bald eine kleinere Maſſe zufchreiben, ja 
jelbft die Maffe eines ganzen Körpers in ihm vereinigt annehmen, fo 
müflen wir bemfelben auch eine gewifle Dichte beilegen. Sebenfalls 
werden wir aber einen materiellen Punkt als durchaus gleichartig be= 
traten, und es kann befhalb bei ihm nur von einer einzigen unvers 
änderlichen Dichte die Rebe fein. 
Bergleichen wir demnach bie Dichten zweier materiellen Punkte, 


oder bie eines ſolchen Punktes und eines in allen Theilen gleichartigen 


oder homogenen Körpers, fo erhalten wir nad jenen Erklärungen 
bie Broportion : 


M MM 
| D:PD =y'7 
worin D,D’ bie Diäten, M,M' bie Maffen, V und V’ bie körper⸗ 
lichen Räume jener materiellen Punkte oder eines Punktes und eines 
homogenen Körpers, oder auch zweier folcher Körper vorftellen. Nehmen 
wir alfo die Dichte eines homogenen Körpers, welcher in 


‚der Einheit des Raumes bie Einheit ber Maffe enthält, 


als Einheit für die Dichte an, fo bat man für biefen zugleich 


D—1, N-1, Vol 

ni folgt daraus für bie Dichte des andern Körpers ober des mate- 
tiellen Punktes ber Ausbrud: 

| D=4 


und umgelehet für bie Maffe M ber Werth: 


M—DV, | (47. 


— _ 


ber Raumeinheit, 3. B. von 1 Kubit- Fuß, Waſſer bekannt fein, mb 
mit in Rechnung gezogen werben. 

Die Dichte der gasfürmigen Stoffe wirb gewöhnlich mit derjenigen 
der atmofphärtfchen Luft bei gegenfeitiger gleicher Temperatur und Ela⸗ 
ftizität verglichen, indem man für alle diefe Stoffe bie relative Aus⸗ 
behnung durch bie Wärme ald gleich vorausſetzt. Für biefe Stoffe 
bleibt mithin auch beim metrifchen Maaßſyſteme der Ausdruck: 

P=p,WV 
für die Berechnung bed Gewichte aus dem Bolumen. Bier bebeutet 
dann p, das Verhältniß der Dichte bes betreffenden Gaſes ober Dampfes 
zu ber ber Luft und W das Gewicht eines Kubik-Dezimeters trodner | 
Luft bei 0°C und 0”,76 Barometerhöhe. Die genaueften Berfuche geben 


1 
W= 769,778 Kor = 0. "0012986 . 


Gnblich iſt noch in Betreff der Zahlenwerthe für bie abfolnte Dichte 
ber verjchiedenen Stoffe (die Ipezifiichen Dichten find mit dem fpezifiichen 
Gerichten eins und basfelbe) zu bemerken, daß im metriſchen Spfteme, 
wo man 

hat, einfach 

51.) D= > 


findet, fo daß bier Die abfoluten Dichten nahezu 10mal Heiner find, 
als bie fpezifiichen Gewichte, wie oben bie Dichte des Wismuth, deſſen 
fpezifiiches Gewicht 9,8 iſt, gleich 1 angegeben wurde. Sn ben übrigen 
Maaßſyſtemen dagegen wird bie abfolute Dichte burch bas Product aus 


ber in der Raumeinheit Waffer enthaltenen Maſſe: — in das fpezt- 


fiihe Gewicht bed betreffenden Stoffes ausgebrüdt. In einem Maaf- 
fofteme 3. B., in bem 1 Kubil- Buß MWafler 60 Pfund wiegt, und 


g=30 Fuß if, hat man 3 — 23 bie Zahlenwerthe ber Dichten 
ſind alſo hier doppelt ſo groß als die der ſpeziſiſchen Gewichte. 


$. 46. 


Nachdem im Borhergehenben die Meffung der conftanten Kräfte 
feftgeftellt worden, fo koͤnnen wir nun unterfuchen, auf welche Weiſe 


— 


bie veraͤnderlichen Kräfte zu meſſen find, d. h. in welchen Beziehungen 
bei der gerablinigen g die augenblicliche Intenfität einer ſolchen 
Kraft zur der Geſchwindigkeit und Lage bes Bewegten fteht. 
Set dazu wieber A, Fig. 49, die Lage des Bewegien am Ende 
ber Zeit 5, v feine Geſchwindigkeit, m feine Maſſe, und P die Inten⸗ 
Ktät der an ihm thätigen Kraft in biefem Augenblicke. Laſſen wir dann 
bie Zeit t wieber um ein Feines Zeittheilchen At wachen, nach welchem 
ber Bewegte in B anfommt, jo wirb feine Geſchwindigkeit um einen 
gewiflen Theil Ar, und die Kraft um „IP zunehmen, und bemuadh 
in B ober am Enbe ber Zeit + At feine Gefchwindigkeit v+- Av, 
die Iutenfität der Kraft P-+ AP geworden fein. 

Wäre bie Kraft von A bis B unverändert und gleich P geblieben, 
fo würbe ſich bie Geſchwindigkeit v offenbar um eine Hleinere Größe 7 v 
geändert haben, ba mit ber Kraft auch die Wirkung, alfo hier bie 
Anderung ber Geſchwindigkeit wachſen muß, und nach bem Maaße 
einer unveränberlichen Kraft hätte man [$. 41, (44)] 


da AS v die tn ber Zeit At ergengte Geſchwindigkeit if. Ebenſo wird 
. man einfehen, daß wenn eine Kraft P+4P von A bis B oder während 
ber Zeit At ihätig wäre, eine größere Gefchtwinbigkeit 4” v als Av er⸗ 
zeugt werben müßte, für welche ſich bie Gleichung: 


dr 
P+-4P’= m; 


ergeben würte. Man “ .. einmal 
n>n N ober >P 
und auf der andern Seite 


nn oder <PHAP. 


Bezeichnet alfo 4 wieder eine Zahl zwiſchen O und 1, ſo Hat man 
" ofenber als wahren Werth von m ZT, welcher zwiſchen P_unb 
7440 uegt: 


IV 


_ a 


Seht man num wieber in ben Punkt A zur, wo IP Rull wird, unb 
bas Berhältniß: z feinen Anfangswerth: Tr erhält, fo findet man 


dv 
als Maaß ber AIntenfität der Kraft P in dem Augenblide, wo der Be⸗ 
wegte burch den Punkt A geht, und man ſchließt Daraus, daß dieſes 
Maah dem Brobucte aus ber Maffe m des Bewegten in 
das Aenderungsgeſetz ber Geſchwindigkeit in Bezug auf 
die Zeit gleich tft, oder mit andern Worten, daß das Maaß der 
Kraft durch das Menderungsgefeh ber Bewegungs: 
größe in Bezug auf die Zeit ausgedrückt wir. 
Man hat aber auch 


dx 
dv u In der 
dt di de 
und damit wird bad Maaß ber Kraft: 
, d?x 
93.) . rf=n dis ; 


das allgeneine Maaß der Kraft iſt folglich auch dem 
zweiten Aenderungsgeſetz ber Entfernung des Be— 
wegten von einem- feften Punkte in Bezug auf bie Zeit 
proportional, fo daß wenn 


x=f(!), v=fft) 
bie Werthe von x und v in Function ber Zelt find, 
P=mf’(t) 


wird. Enblih erhält man durch die Verbindung ded Wertes (36) 
von v und bed Werthes (52) von P bie neue Gleichung: 


dv 

En ü_ni 

v dx dxı’ 
dr . 





54.) P=m =; 27 = 
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Das Product mv? aus ber Maſſe des Bewegten in das Quabrat feiner 
Geſchwindigkeit hat man lebendige Kraft des Bewegten genannt; 
wird alfo die Gefchwindigkeit bed Bewegten und demnach auch feine 
entdn Kraft als eine Function der Entfernung x dargeſtellt, oder 

als ſolche gedacht, fo brüdt bas Aenderungsgeſetz Der 
lebendigen Kraft in Bezug auf x das Manf der dop⸗ 
pelten eaft als Function von x auß. 


u ꝛ. 


- Die allgemeinen Gleichungen ber gerablinigen Bewegung find nun 
in ihrer Zufammenftellung : 


fl), vor, 





dt 
dv dꝰ x 
P=n n =n zz =afl); 
d.v? 
2P=m 15 


Diefe Gleichungen dienen dazu, die Geſetze irgend einer gerablinis 
gen Bewegung nach gegebenen Bedingungen Tennen zu lernen, wozu es 
genügt, daß eine ber drei Größen: x, v und P auf irgend eine Weife 
durch die beiden andern und die Zeit t ausgebrüdt werben Tann; man 
bat bei ihres Anwendung im Allgemeinen hauptfächlich darauf zu achten, 
welches Zeichen den Differentialquetienten gegeben werben muß, nämlich 
ob bie abhängige Beränderliche im Anfange ber Bewegung mit der Zeit, 
welche immer als wachfenb angenommen wird, wächft ober ab- 
nimmt, ob alio das Aenderungsgeſetz berfelben in Bezug auf bie Zeit 
pofitiv oder negativ ifl. 

Die einfachen Fälle find natürlich diejenigen, wo bie negebene 
Größe nur eine Function von einer der andern Veraͤnderlichen iſt; es 
find folgende ſechs? 

1) Die Entfernung x ift als Function ber Zeit ge: 
geben: alfo 

x=f(t). 


Man erhält dann, wie ſchon bekannt, bie Ausdrüde für bie Geſchwin⸗ 
digkeit und Kraft durch die abgeleiteten Bımetionen ı 
dv 


wert) R P=n—=f (t). 


—⸗ 
Soll z. B. für eine gerablinige Bewegung 


x — atꝰ 
ſein, ſo findet man die Werthe: 
v=2st ,„, P=2m, 
weiche nach bem Borheugehenben leicht zu erflären find. 
2) Der Ausdbrud für die Geſchwindigkeit iſt als Func— 
tion der Zeit gegeben: 


v=fft). 
Man n hat wie vorher für bie Kraft bie Abgelettete: 
P=mT=r0t); ; 


bie Entfernung bagegen wirb wie früher ſchon gegeigt wurde, durch das 
allgemeine Integral: 

x. t t 

IAs=ı—n=|d.v=|di.f(t) 

% 1] 0 
gefunden, wortn x, ben befanmten ober beitebigen Werth von x am 
Anfang ber Zeit ober für t==0 bezeichnet. 

Sol z. B. eine Bewegung fo befchaffen fein, daß 
ze " 
v=ä46e 

tft, wo e wie Immer bie Bafls ‚der natürlichen Logarithmen vorſtellt, fo 
findet man für bie Kraft: 


gt 
me. —n$,—! 
P=m- e =aT/ =7uv 
und für die Entfernung: 
t Zt k at 
z— un =a|dt.e =ı7® =m— V 
0 


3) Der Ausdrud für bie Geſchwindigkeit iſt in June 
tion ber Sntfernung x gegeben: 


v=l(x). 








— — 
Man ſucht zuerſt ben Werth von t in Function von x, und zwar mit⸗ 
tels der Gleichung: 
dx 
‚= =!) 3 


denn dieſe gibt auch durch Vertauſchung ber Veraͤnderlichen, indem man 
x als die unabhängige, undet als bie abhängige betrachtet 


dt 41 t 4 
dx i@)’ NZi- %7@) (55. 


und daran zieht man dann umgefehrt x in Function vom t. Den 
Werth Tür die Kraft gibt bie Gleichung: 


IV _nttz)rlK) (56. 
in Function von x, und durch Elimination von x mittels bes vorher 


dx 
erhaltenen Werihes dieſer Veränderlichen erhält man P in Function 
von f. 


P=mv 


Iſt z. B. 
1, 
ſo wird einfach, 
x“ 4 x x ji 
t— — — —— i—ue , 
und anderfeits folgt für bie Kraft: 
8 8? 
P=ent-xı.-=ngz. 


4) Der Ausdrud für die Kraft if als Function der 
Zeit gegeben *): 
P=f(t). 





) 86 dürfte Hier die Bemerkung nicht überfläffig fein, daß die Intenſitaͤt einer 
Kraft wohl analytifch als eine Function ver Zeit gegeben werben, aber 
niemals wirtli und infofern von der Beit abhängen kann, 
daß die Zeit bie Urſache für die Beränderung verfelben if; 
Die Beit oder Daner einer Erſcheinung iR immer mur eine Folge des gegen 
feitigen Berpältuiffes ber Kräfte, welche dieſe Erſcheinung hervorbringen, 
und Tann niemals Urſache einer ſolchen fein. 





IR. 
Der Werth für bie Geſchwindigkelt folgt ans ber Gleichung: 


v fr 
97.) Ay=v—nw=— Idti.f(t), 
"Jo 


Ve 





worin v, den Werth von v am Anfang ber Zeit, für 1=0, vorſtellt, 
und m die Maffe bes Bewegten; der Ausbrud für die Entfernung wird 


wie früher: . 
t 
x — x⸗ - far , 
0 


und wenn man den Werth von v einführt, nimmt er die Form am: 


t t 
58.) — | a DRTOETE 
0J0 ' 


Sf z. B. P pio p gegeben, fo hat man 
von=tt ’ nen, ®. 


5) Der Ausbrud für bie Kraft ift als Function ber 
Geſchwindigkeit gegeben: 


P=f(v). 
Die Gleichung: ' 
dv 1 
77 


wird durch Vertauſchung ber Veruͤnderlichen, indem man ſich v als die 
unabhängige denkt, und t als eine Function von v betrachtet, 


dt 1 
Traun 105, 
und gibt burch Integration den Werth von t in v unter ber Form: 
9 
50.) t * | . 5 


Kann dieſe Gleichung in Bezug auf v aufgelöſet, alſo v in Function 
von t unter der Form: 





— —— — — — — — 
‘ 


U U} 


‚=9p(t) 
dargeſtellt werben, fo erhält man wieder wie früher: 


J 
x—h = [4.90 . 
0 


Laßt fich die vorhergehende Gleichung in t und v aber nicht in Bezug 
auf letztere Veränberliche auflöfen, fo zieht man aus der Gleichung: 
dv 
P=mv dx | 
zuerſt wieber durch Bertaufchung ber Veränderlichen, indem man x ale 
eine Function von v betrachtet, 


dx v 
w"p> 
und daraus den Werth von x in Function von v mitteld bes allgemeinen 
Integrals: 
V 
V 
— es (60. 


und zuletzt aus dieſer und ber Gleichung (59) durch Elimination von v 
den Werth von x in Function von t. ° 
Sei 3. B. P=xev?; die Bleihung (59) gibt: 


-a(ı_1 — — — 
e v ) 2 
Y m 


und bamit wirb nach ber darauf folgenden 


Die Gleichung (60) dagegen führt auf den Werth: 
x — = logn. 3 


aus welchen man burch Smtnation von v ben vorhergehenden Werth 
von x in t mieber erhält. 


. X 
nd 

. 
E 


—— 


Endlich Haben wir ben Ichten Fall: 
6) Der Ausdrud für die Kraft ik ale Function ber 
Entfernung x gegeben: 
P=If(x). 
Hier wenbet man entweber bie Gleichung: P—= m = an, welche man 
unter der Form: | 
dx 
d. 7; 
m —— —f(x) 


auf beiden Seiten mit-2 z wultiplictet, und banm auf ber weihten 


Seite die unabhängige Beränberliche t mit x vertaufcht; man findet da⸗ 
durch zuerſt 





ax 
dt 





[ 
> 
| 
m 
u. 
— 
ne 
= 
[0 


und bamit das allgemeine Integral: , | 


x 
md (4 :) = nr — an! = 4. 1 22. | 


Xo 


Oder man nimmt unmittelbar die Gleichung: 


3 
Perlen”, 


dx 
welche fogleich wie vorher 
61.) mY?— my?= * f(x) 


Xo 


gibst. Zieht man dann aus biefer Gleichung ben Werth von v ale 
Function von x unter der Form: 


x ® 
2 d 
I 





241 


fo führt diefer nach (55) auf das allgemeine Integral, welches ı in x 
ausdrückt, nämlich: 


x 
nf , 
J. Vr+zfare 


und dieſe Gleichung in Bezug auf x aufgelöfet, wird die Entfernung x 


burch die Zeit beftinmmen. 
Diefer fechfte Fall kommt in der Natur am meiften vor; es werden 


deßhalb von demſelben unten mehrere Beifpiele folgen. 


$. 48. 


Die Sleichungen, welche wir nach den eben angegebenen Methoden 
erhalten, drücken bie Geſetze ber betreffenden Bewegung aus, d. h. fie 


. geben für irgend einen Augenblick oder für irgend einen Werth von t 


bie entfprechenben Wertbe für x, v und P; fie beftimmen alſo den Ort 


und die Geſchwindigkeit des Bewegten, fowie bie Intenfität der Kraft, 


bie an ihm thaͤtig iſt, für jenen Augenblick, und wir find dadurch in 


den Stand geſetzt, feine Bewegung in jedem Augenbli und in jeber 


Hinſicht zu beurtheilen. Man kann. fich aber auch ein Bild von ber 
. ganzen Bewegung vorführen und fie gleichfam mit einem Blide über- 
ſchauen, wenn man fich die Gleichungen berfelben conftrutrt, ober durch 
Curven barftellt, und es folgt aus ben Beziehungen, bie zwifchen den 
Beränderlichen x, v und P und ber unabhängigen Veränberlichen t ftatt- 
finden, daß die drei Gleichungen, welche bie Werthe von jenen drei 
durch dieſe ausdrücken, gleichzeitig in einer und berfelben Curve anjchau- 


lich gemacht werben fönnen. 


Nimmt man nämlich die Werthe von t als Abſciſſen und bie ber 


entſprechenden Geſchwindigkeiten v als Orbinaten, fo wird die aus der 


Gleichung zwiſchen v und t entfiehende Curve, welche G eihmwindig- 


keitscurve heißen fol, durch ihre Orbinaten auf einen Blick zeigen, 


wie bie Geſchwindigkeit mit ber Zeit waͤchſt ober abnimmt, wo fie einen 
größten ober Heinften Werth hat, u. f. f. Ferner wird man leicht fehen, 
‚daß die Fläche zwiſchen biefer Curve und der Abſciſſen- Achſe bis zu ber 

Werthe von t entfprechenden Ordinate die Entfernung x oder 


auch den in der betreffenden Zeit zurüdgelegten Weg vorftellt. Die 


Kraft enblich wird durch die trigonometrifche Tangente des Winkels 
Decher, Handbuch der Mechanik I. 16 
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beſtimmt, welchen bie tm Punkte vi berührende Gerabe mit ber Achſe 
ber t bildet.’ 

Auf diefe Art wird die gleichfürmige Bewegung burch eine zur Achſe 
ber t parallele Gerade AB, Fig. 50, verfinnlicht, deren Entfernung 
von biefer Achſe die conftante Geſchwindigleit b vorftellt, während bie 
Rechtede AQab, AOcd, etc., bie vom Anfang ber Zeit an zurüd- 
gelegten Wege barftellen. Der Winkel, welchen bie Gerade AB mit ber 
Achſe OT bildet, iſt Null, alfo auch feine Tangente und bie während 
ber Bewegung thätige Kraft. 

Die gleichfürmig hefchleunigte Bewegung dagegen wirb durch eine 
gegen bie Achfe ber t geneigte Gerade AB oder A’B’, Fig. 51, an- 
ſchaulich gemacht, welche durch ben Anfangspunft geht, wenn die Ge- 
ſchwindigkeit am Anfange ber Zeit Null war, und welche bie Achfe 
ber v in einer Entfernung b= AA’ vom Anfangspuntte durchſchneidet, 
wenn v für t=0 den Werth b hatte. Im erften Falle fielen bie Dreiede 
Aab, Acd, ete., tim zweiten bie Trapeze AA’a’b, Adc’A’, etc. 
durch ihre Oberfläche die von dem Bewegten Durchlanfenen Wege vor. 
In beiden Fällen ift der Winkel, welchen bie Gerabe mit ber Adhfe ber t 
bildet, unveränderlich wie bie Kraft, deren Intenfität durch bie Tangente 
biefes Winkels gemeflen werben Tann. 

Kür die gleichformig verzögerte Bewegung nimmt die Geſchwindig⸗ 
feitöcurve bie Lage AB, Fig. 52, anz fie jchneibet bie Achſe OT in 
einem Punkte B, durch welchen der Augenblick beftimmt wird, mo bie 
Geſchwindigkeit Null geworden it, und von wo an fie bie Richtung 
wechfelt oder negativ wird, und bie Fläche bes Dreied® AOB ſtellt ben 
tm Sinne ber pofitiven Geſchwindigkeit zurücfgelegten Weg vor, ber in B 
feinen größten Werth erreicht hat. Die Flächen ber Dreiede Bod, 
BCD, welche unter ber Achſe liegen, müſſen dann als negative Größen 
betrachtet, und wenn ber ganze Werth vom Anfang der Zeit an be 
fiimmt werben fol, von der Fläche AOB abgezogen werben; es wird 
demnach bie ganze Flaͤche oder der von ihr vorgeftellte Weg Null wer- 
den in einem Zeitpunkte D, für welchen man OD=20B hat. 

Die foeben für die Flächen als Vertreter der zurüdigelegten Wege 
gemachte Bemerkung gilt natürlich für alle ähnliche Faͤlle, in welchen 
man inbeflen biefer weniger genügenden Darftellungsweife ber zurüd- 
gelegten Wege baburch ausweichen Tann, baß man biefe letzteren mittels 
der Gleichung zwiſchen x und t als Orbinaten vorftellt, was übrigens 
auch in jedem andern alle anfchaulicher fein -bürfte, als bie Darftel- 
fung durch die Flaͤchenſtücke der Geſchwindigkeitscurve. Yür bie gleich⸗ 
fürmig befchleunigte Bewegung, welche von ber Ruhe aus beginnt, wird 





| 
| 


+ 
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die nene Curve eine Parabel wie AB, Fig. 53, ' deren Parma 
(die Ordinate im Brennpunkte) die verkehrte Beichlamigung: — E yor- 


ſtellt; bie gleichförmig verzögerte Bewegung dagegen gibt eine Parabel, 
wie fie in Figur 54 dargeſtellt ift. 

Endlich kann man auch die Beziehung zwiſchen v und x durch eine 
Curve anſchaulich machen, und gerade dieſe iſt in vielen Faͤllen leichter 
zu erhalten, als jene zwiſchen v und t und zwiſchen x und t. — Bel- 
ſpiele für ſolche Darftellungen werden bie nachfolgenden Betrachtungen 
befonderer gerablinigen Bewegungen liefern, welche, wenigſtens an- 


nahernd, in ber Natur vorkommen. 


$. 49. 


WS Beiſpiel einer gerablinigen Bewegung, welche durch die Wir- 
fung einer conſtanten Kraft hervorgerufen wird, nehme ich zuerft den 
freien Fall eines fchweren materiellen Punktes im leeren Raum. 

Die Kraft, welche diefen Punkt in Bewegung febt, ift fein Ge- 


wicht ‚, das wir mit p bezeichnen wollen; man hat dann bie Gleichung: 


nr _ —me dv _ 
1 = 8: 25: 


worin m bie Maffe des Bewegten und g bie Befchleunigung bes freien 


dalles vorftellt. Hat alfo die Bewegung von ber Ruhe aus angefangen, 


und wirb ber Ort, an welchem bie Bewegung angefangen hat, auch 
als Anfangspunkt für die Entfernung genommen und biefe felbft von 
En nach unten gemeflen, fo findet man als Gleichungen bes freien 
alles 


‘ 
“ 


v=gl „ olgn, 


2 


und daraus durch Elimination von t, oder auch direct aus der Gleichung: 


a" —2p=2mg , 


die Beziehung : 
ve — 2gx 
zwiſchen dem zurücgelegten Weg ober der Fall höhe x und der Ge- 


ſchwindigkeit v, welche durch den Fall von biefer Höhe erworben wird. 
16 % 


a 





Gewöhnlich bezeichnet man eine beftimmte Fallhöhe mit h, und hat bamit 
für die Endgeſchwindigkeit den Werth: 


v=V2gsh, 
und umgefehrt für bie Fallhöhe ben Ausbruf: 


y2 

=. 
Mir wollen künftig jene Endgeſchwindigkeit, welche ein materieller 
Punkt durch den freien Fall aus der Höhe erlangt, Geſchwindigkeit 
aus der Höhe h oder auh Höhengeſchwindigkeit, und dieſe 
Höhe, von welcher berfelbe herabfallen muß, um die Geichwindigfeit v 
zu erlangen, Die Höhe für bie Geſchwindigkeit v ober au Ge 
ſchwindigkeitshöhe nennen. 

Für die Zeit des Falles endlich erhält man je nachdem v ober x 
bekannt tft, bie Werthe: 


h 


v 2x 
— $) t= —. 


8 


Wird einem materiellen Punkte eine lothrecht aufwärts gerichtete 
Geſchwindigkeit v, ertheilt, und dieſe als eine pofitive betrachtet, fo muß 


das Gewicht p des Bewegten, ober vielmehr bad Aenderungsgefeb m 7 


uegativ genommen werben, weil die Geſchwindigkeit vom Anfang ber 
Bewegung an offenbar abnimmt, Man erhält dadurch die Gleichung: 


t= 


mar __ dv _ 
vv ro ı 8 
und daraus 
 v-v=—gl, v=w—gt. 


Werben ferner die pofitiven x vom Anfangspunft der Bewegung an 
nach Oben gemeflen, fo bat man 


— — — 8t 1 — s. 


Die Geſchwindigkeit iſt poſitiv, ſo lange der Bewegte ſteigt, und wird 
negativ, ſobald dieſer zu fallen anfaͤngt; er hat alſo ſeine größte Höhe 
erreicht, wenn v—=0 iſt, d. h. wenn man hat 
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v 
„—gt=0 , =; 


damit ergibt fi für bie erreichte Höhe h der Werth: 


—_ 
=>, 

welcher offenbar bie Höhe für bie Geſchwindigkeit v, iſt. Der Bewegte 
fteigt demnach fo lange, bis t den vorhergehenden Werth erhalten hat, 
dann mechfelt die Geſchwindigkeit das Zeichen; ber Bewegte fällt zurück, 
und wenn x wieder Null geworben tft, hat man ' 


Vo t — * 8 t2 = 0 N) 
und zieht daraus einmal t—0, bem Anfange ber Bewegung entipre- 
chend, und den Werth: 
2% . 
8 


dem Ende angehörend. Diefe letztere Zeit iſt gerade Doppelt fo groß 
als die vorher für das Steigen gefundene; ber Bewegte braucht dem⸗ 
nach für das Steigen biefelbe Zeit wie für das Herabfallen; die Hohe, 
welche der materielle Punkt erreicht, ift diejelbe wie Die, von welcher er 
berabfallen muß, um bie anfängliche Geſchwindigkeit, aber im entgegen- 
geiehten Sinne wieber zu erhalten, und man findet in der That, wenn 


in ben Werth von v die Zeit 1" eingeführt wid, v=— v; - 


Beide Bewegungen find bereits durch bie Figuren 51 bis 54 an⸗ 
ſchaulich gemacht, in denen bie Einheit für die v und die x zehnmal 
Heiner ift, als bie Einheit für die t. 


t= 


$. 50. 


Auf einer wagrechten feften Ehene bleibt ein ſchwerer materieller 
Punkt im Gleichgewicht ($. 29); wird er aber mit einem zweiten fehweren 
Punkte durch einen vollkommen biegfamen, aber unausbehnbaren Faden 
ſo in Verbindung geſetzt, daß ber letztere fich ungehindert im Sinne ber 
Schwere, alfo Iothrecht, bewegen kann, fo werben beide in Bewegung 
tommen, aber mit einer geringeren Gefchwindigfeit, ald beim freien 
Falle, weil das Gewicht ps des zweiten Punktes nicht blos feine eigene 


‘ 
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Maffe, fondern auch die Mafle des erften, deſſen Gewicht p, fei, in 
Bewegung zu feben hat. Die ganze zu beivegende Mafle tft demmach: 





m +m, = a 
und die Gleichung der Bewegung des einen von beiden Atomen wirb 
PBt+tB dv__ dv Ps 
g Tl oder S6 Pı + Pe 


Diefe Bewegung ift demnach noch eine gleichfürmig beichleunigte; bie 
Beichleunigung tft aber im Verhältniß von p, + Pa zu Ps einer, als 
beim freien Falle. 

Soll ferner bei diefer Bewegung au auf bie Reibung Rückſicht 
genommen werben, fo bat man als bewegende Kraft 

P=p—fp ; 
wenn £ tie früher den Reibungscoeffizienten, d. i. das Verhaͤltniß bes 
Drudes zur Reibung bezeichnet, und wenn dieſes Verhaͤltniß felbft, wie 
die Erfahrung lehrt, von ber Geſchwindigkeit ber Bewegung 
unabhängig tft. 

Es kann alfo nur Bewegung eintreten, wenn p —>fp, tft, und 
dann wird diefelbe wieder eine gleichförmig befchleunigte fein, beren Be 
ſchleunigung, wie leicht zu feben, durch 

Ps — fp, 

Pı + Ps 
ausgebrüdt iſt. Kann biefe Beichleunigung auf u eine Weiſe aus 
ber wirflidh erfolgten Bewegung gefunden werden, fo tft fie das beſte 
Mittel zur Berechnung des Reibungscoeffizienten für die Beſchaffenheit 
der angewendeten Ebene. 

Nimmt man den zweiten Punkt hinweg, und ertheilt dem erfien 
eine anfängliche Geſchwindigkeit v., fo entfteht durch bie Reibung eine 
gleichfürmig verzögerte Bewegung, berem Gleichungen aus dem Ausbrud: 


erhalten werben, deren Verzögerung demnach fg if. Man findet bamit 
| vw=w-—fgt, 


und fließt Daraus, daß ber Bewegte nach einer Zeit: t— 3 zur 
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Ruhe kommt, ba aldbann Yeine bewegende Kraft mehr vorhanden ift. 


Der von ihm befchriebene Weg a wirb durch 


ansgebrüct, und kann dazu dienen, bie anfängliche Geſchwindigkeit . 
zu berechnen, wenn ber Reibungscoeffiztent f bekannte iſt. Wäre z. B 
f=0,3, a=1”, fo müßte 


Vvo —=Y2.0,3.9,8=2",45 


geweſen fein, und bie ganze Bewegung wird in dieſem Yale 


2,85 Ä 
=, 8 


alfo wicht ganz eine Sekunde gedauert haben. 


$. 51. 


Ganz ähnliche Verhältniffe finden flatt, wenn ſich ein materieller 
Punkt auf einer geneigten Ebene bewegt. 


Wird zuerſt von der Reibung Umgang genommen, und der Winkel 


zwiſchen der Richtung ber Schwere und ber Normalen zur geneigten 
Ebene mit a bezeichnet, fo iſt p sin bie zur Ebene parallele und allein 
wirkſame Gomponente bed Gewichtes p bes Bewegten, ba bie anbere 
ze Ebene fentrechte Componente burch deren Widerſtand aufgehoben 


wird. Die Gleichungen ber Bewegung find demnach von ber Ruhe aus: 


I _ oe ; v=gtsine 


Fr ; = ginn, 


md folglich ihre Beſchleunigung g sine; dieſe Tann daher durch DVer- 
minderung bes Winkels & fo Hein gemacht werben, als man will, 


Bezeichnet ferner 1 bie Länge AB, Figur 55, der geneigten Shene, 


mb hl] sina bie Höhe AC des obern Endes A über ber durch das 


untere B gelegten wagrechten Ebene BC, fo ergibt fich für bie Zeit bes 
Falles von A bis B ber Werth: 


= inne 
g sin 





und damit bie Endgeſchwindigkeit in B 


v= V2sl sind — V2sh . 





—ö— 


Dieſes iſt aber auch die Geſchwindigkeit aus der Höhe hund demmach 
ift die Endgeſchwindigkeit, mit welcher ber Bewegte in ber wagrechten 
Ebene BC ankommt, die gleiche, ob er von A nad) B auf Dee geneigten 
Ebene oder von A nach C frei und lothrecht herabfällt. 

Die Zeit des Falles aber ift bei den genannten Bewegungen jcht 
verſchieden; denn Diejenfge für ben freien Fall durch die Höhe AC—h fl 


2h 


8 


Setzen wir dieſe derjenigen Zeit gleich, welche der Bewegte auf ber 
fchiefen Ebene gebraucht, um den Weg x zu machen, fo ergibt fi 
ah __2x_ , x—hsina—Asa; 
g g sin 
der Bewegte gelangt demnach auf ber geneigten Ebene in derſelben Zeit, 
in welcher er frei durch die Höhe AC herabfallen würde, von A bi a, 
zum Fußpunkt ber von C auf AB gefällten Senkrechten. 


Berücfichtigen wir nun auch die Reibung, fo wird die bewegende | 


Kraft nah F. 29 ° 
P=p(sna«a—fcos«ae), 


und die Beichleunigung wird demnach —=g (sina — fcos«) werden. 
So lange alſo sina>fcose, oder tanga—Ff ift, wird die Be 
wegung eine gleichfürmig befchleunigte fein; wird dagegen F>tange, 
fo bleibt der materielle Punkt ohne anfängliche Gefchwindigfett in Ruhe 
und erhält mit einer ſolchen eine gleichförmig verzögerte Bewegung. Yür 
tang @ —f wird die Beichleunigung Null und demnach bie auf irgend 
eine Weiſe hervorgerufene Bewegung eine gleichförmige. 
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Kommen wir nun zur Unterfuchung von gerablinigen Bewegungen ' 
eines materiellen Punktes, bei welchen bie Kraft veränderlich tft, und 
zwar eine Function der Entfernung x des Bewegten von einem feiten 
Punkte. Denn Kräfte, deren Intenfität von der Zeit abhängt, bie 
demnach fich mit ber Zeit ändern müßten, auch wenn ber Bewegte 
burch irgend ein feſtes Hinderniß in feiner Bewegung gehemmt würde, 


find, tie oben bemerkt wurde, nicht denkbar, und von folchen, deren 


Sntenfität durch die Gefchwindigkeit bes Bewegten bedingt tft, kennen 


wir nur den Wibderftand der Flüffigkeiten, in melchen fi 





1 _ 

bie Körper beivegen. Diefe wiberftchende Kraft hängt aber au 
von ber Größe, als von ber Geftalt-und Beſchaffenheit der £ 
bes Berwgten abz fie laͤßt fich alfo bei einem materiellen Punl 
feiner unmeßbar Kleinen Ausdehnung kaum denken, und wegen 
beftimmtheit feiner Geftalt und Größe noch viel weniger be 
Wir werben bephalb diefen Fall erft bei ber Unterfuchung der X 
feſter Syſteme in Betrachtung ziehen. 

Set zuerft die bewegende Kraft ber Entfernu 
Bewegten von einem feſten Punkte proportion: 
gegen biefen Punkt gerichtet, und ihre Intenfität P 
beftimmt® Entfernung AB—=d von bem feften Punkte A, 
gegeben. 

In frgend einer Entfernung AM—x von A bat man 
veränberliche Intenfität X dieſer Kraft: 


X:P=x:d , X=P47, 


und damit Tann man ſich Teicht eine ſolche Entfernung von A £ 
für welche biefe Sntenfität dem Gewichte p—=mg des beivegt 
riellen Punktes an der Erdoberfläche gleich iſt. Bezeichnet u 
Entfernung mit 1, fo hat man 


P:p=d:l , I=d#, 7-7: 


und denmach auch 


und wenn man nun beachtet, daß bie Kraft X den Winkel m 
poſitiven Achfe ber x bildet, ober daß fie bie pofitiven x ve 
will, fo findet man für die zu unterfuchende Bewegung die © 


dx 1 _d.v 


, Kur Tu Dale Ya Fee 2 
Berner {ft leicht zu fehen, daß keine Bewegung eintreten kam 
bie Geſchwindigkeit des Bewegten in A Null ift, weil in biefen 
auch die Kraft Null wird. Wollen wir alfo die Bewegung 1 
fangen laffen, d. 5. x—=0 nehmen, wenn t—= 0 iſt, fo wird 
gewiſſen Werth v, erhalten müſſen; flatt deſſen können wir a 
die Bewegung In einem gewiſſen Punkte C, für welchen x — x, ı 


BR. EEE 


ber Geſchwindigleit: Null anfangen laſſenz im Allgemeinen 
bie Ergebniſſe biefelben fein. 
hrt man num mg für p in bie Ichte Gleichung ein, fe wird 


erſte Integration gibt unter ber Ichten Voransfegung: v— 


vom t=0, 
ee)", 
urch 
=+1/1._4 


Mar Vie U 


beiden Zeichen dieſes Aenderungẽgeſetzes werben wir das untere 
weil die Entfernung x im Anfange ber Bewegung nothivendig 
a muß, und auf biefe Weiſe 


Tf% 1 T x 
Vf -Vere 
‚da ara co —So fl. Durch Umtefrung dicſes Ausbruce 


m 
m/f. ' 


ws wieder bie Geſchwindigkeit in Function der Zeit 


v-l__, VEmyE. 


fen beiden lehten Gleichungen ſchließen wir Folgendes. Bür 
ird x=a, v0, wie vorausgefeßt wurde; wie mm ı wächſt 


proprtial dm Geis dez Wii 1] Tb währenb 
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Ä vi Einnebermgattenz tumttie]/ } =; zn gay 


geworden tft. In biefem Augenblide it x&—=0, ber Bewegte alfo in 
A angelommen, und bie Gefchwinbigkeit hat ihren größten negativen 


Werth: -yVH erreicht. Bon da an wird x negativ, und v 


l 
man x—=—a, und v=0 erhält, ber Bewegte fih alfo in einem 
Punkte C’ auf der negativen Seite von A befindet, für welchen AC—=AC—a 
iſt. Nach dieſem Zeitpunkte ändert bie Gefchwindigkeit ihre Richtung, 
x nimmt ab, unb der Bewegte nähert ſich dem feften Punkte A wieber, 


den er nach dr Bet = m J/ I mit dr onen pflen Ge 


ninmt ab, bis ıYF=r oder (Vz geworden tft, wo 


ſchwindigkeit 172 erreicht, und entfernt fih dann wieder von ihm 
auf der pofitiven Seite mit abnehmender Geſchwindigkeit, bis er nach 
I=27 V+ Zeiteinheiten wieder in C mit ber Gefchwinbigkelt: 


Null angelommen iſt, um biefe Bewegung tn berfelben Weiſe und in 
gleichen Zeiträumen fortwährend zu wieberholen. Diefe Bewegung tft 
demnach eine ſchwingende ober oſcillirende, und die Dauer T 
einer Schwingung ober Oſcillation b. i. die Zelt, welche ber 
Bewegte gebraucht, um in die anfängliche Lage zurüdzufchren, wich 
wie wir oben gefehen haben, burch 


T=2# Y- 


ober wenn man bie Geſchwindigkeit: a Vs ‚weile ber Bewegte 
im Punkte A beſitzt, mit v. bezeichnet, durch 
T=2rn— 


Y 


auegebrũckt. 
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Stellt man demnach dieſe Schwingungsbauer durch einen Kreis 
umlauf vor, befien Mittelpunkt in dem feflen Punkte A legt, und 
mißt bie veränberliche Zeit t durch einen entfprecjenden Bogen CH 
von C aus über D nad) C’, fo wird bie Geſchwindigkeit v im jedem 
Augenblicke dem Stnus biefes Bogens ober ber Orbinate MM’, und ber 
Abftand x dem Gofinus besfelben Bogens oder der Abfcifie AM pro 
portional fein. Gibt man biefem Kreife daher, wie tin der Figur 56, 
ben. Halbmefir AC=.a, ſo beftimmt die Abfeiffe AM die wirkliche 
Lage des Bewegten am Ende der Zeit t=arcCM; conftruirt man 


denfelben dagegen mit dem Halbmeſſer 172 T- und ſtredt die Zeitbogen 


in die Gerabe AT aus, fo erhält man bie Geſchwindigkeitscurve, ig. 57, 
welche bie ſogenannte Sinuscurve ift. 

Eine folhe Bewegung zeigt annähernd ber freie Endpunkt einer 
mit bem andern Enbe befeftigten Feder, deren Länge im Dergleich zu 
ber Größe der Schwingungen groß genug ift, um bie Bewegung jene} 
Endpunttes als gerablinige anfehen zu dürfen; ferner ein Punkt einer 
ſchwingenden Satte, welche entweder vertikal gefpannt tft oder beren 
Gewicht gegen bie Spannung vernadhläffigt werden darf. Sn flrenger 
Uebereinfiimmung mit unfern Geſetzen fieht dagegen bie Bewegung 
eines Zufttheilchens bei der Schallbewegung, und die eines Aethertheil- 
hend, welches bie lichterregenden Oſcillationen eines leuchtenden Punktes 


. bei geradliniger Polarifation fortpflanzt. 


Diefelbe Bewegung würde auch ein ſchwerer materieller Punkt an- 
nehmen, welcher ohne Luftiwiderftand und überhaupt ungehindert von 
ber Oberfläche der Erde gegen ihren Mittelpunkt fallen könnte, wenn 
bie Erde durchaus diefelbe Dichte hätte, weil dann die anziehende Kraft 
ber Erde in ihrem Innern wie bie Entfernung bed Bewegten - vom 
Mittelpunkt abnehmen würde *). Yür diefen Fall hätte man alfo un⸗ 
mittelbar 1=R und a—R, wenn R ben Halbmeffer ber Erbe bezeichnet; 
denn für biefe Entfernung ift das Gewicht bed bewegten Atoms der 
SIntenfität der bewegenden Kraft gleih. Dean hat demnach für bie 
Dauer einer Viertel- Schwingung, nämlich für die Zeit, welche der 
Bewegte braucht, um in ben Mittelpunft bee Erde zu gelangen, den 
Werth: . 


— 





*) Vergl. $. 107 des 2ten Buches 
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(Ge — — — —t — 


| und berfelbe würde dort mit einer Geſchwindigkeit 
vv VReg 
anfommen, während biefe bei unveränderter Schwere — V?eR ‚ alfo 


V? = 1,414 mal fo groß wäre. 


Es iſt ferner leicht zu fehen, daß Diefe Bewegung im Anfange fehr 
nahe mit einer gleichförmig befchleunigten übereinfommen muß, und in 
der That Tann dies aus unfern Gleichungen auf folgende Welle ge- 
fchloffen werben. 

Man hat für unſern Fall 


_ [3 _ı/R 3 
—— =y+ are COS ——- , 


oder wenn man den vom Anfange ber Zeit an durchlaufenen Weg, ben 
wir gegen R fehr klein vorausfegen, mit z bezeichnet, 





und ba für er kleine Werthe von z im Vergleich zu R, einmal ber 
Heine Brad) —- 3 vernadhläffigt, und der Feine Sinus VE für den 


Bogen felbft genommen werben Tann, jo wird 


(=yY} Vr- 2, aloe, 


wie bei der gleichfoͤrmig beichleunigten Bewegung. 
Nehmen wir 3. B. bie Tiefe eines Schachtes zu 1000° an, fo 
wird R— z — x —= 6366000 — 1000 = 6365000”, und 


g 6365 041. 
log ur Er = rag = 9,WRRB Io cn 1’; 


_ 
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man fieht aber, daß dieſe Beftimmung mittels bes Gofinns Feiner Ge⸗ 


mag fü Den mr beats den Bogen ı ]/ J Du 
feinen Sinus aus, fo ergibt ſich 


log 2* = 510g „(N 2) — 924856 =log sin! 0,983 
und nach ber Anmerkung zu 6. 11 der Einleitung folgt 


8 _,, 60,933 __ 


womit man enblid 
t=0,01773 v* — 14,279 Selunden 


findet. Die Zeit bei unveränberter Schwere, nämlich -y® waͤre 


bei obigen Werthen ebenſo 14, 279 Sekunden, alſo bis zur dritten De⸗ 
zimalſtelle von dem vorhergehenden Werthe gar nicht verſchieden. 
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Die anziehende Kraft der Erde, die Schwere, iſt aber nicht blos 
von ber Oberfläche gegen den Mittelpunkt hin veränderlich, ſondern 
auch von ber Oberfläche nach Außen, und zwar nimmt die Intenfität 
berfelben in dieſem Yale, wie in bem ſchon erwähnten 6. 107 des 
2uen Buches gezeigt werben foll, ab, wie das Quabrat ber Entfernung 
vom Mittelpunkt ber Erbe zunimmt, oder fie tft dem Quadrat biejer 
Entfernung verkehrt proportional, und bie Annahme einer conſtanten 
Schwerkraft gilt auch hier nur, wie ſchon in F. A3 angedeutet worden, 
für ſehr Kleine Fallhöhen. 

Iſt alfo p das Gewicht eines materiellen Punktes an ber Ober⸗ 
fläche der Erbe, und wird berfelbe in die Entfernung h von biefler 
Oberfläche ober in die Entfernung R-+h vom Mittelpunkt gebracht, ſo 
wird fein Gewicht p’ zu jenem in dem BVerhältniffe: 


no 1 _,41 
PEPTRLHp'R 


8 _ 


* Reben, und denmach durch nn 
FSPCRH 


ausgebrückt werden. Ebenſo hat man für irgend eine beliebige Gutfer- 
nung x von ber Oberfläche dad Gewicht p, 


und findet damit 


als Gleichung ber freien Fallbewegung von bebentenden Höhen, wenn 
dabei bie x von unten nach oben gerechnet werden. Man Tann aber 
auch die Entfernung bes Bewegten vom obern Enbpunfte ber Lothlinie h 
an meflen, von dem er zu fallen anfängt; febt man biefe am Ende ber 
Zeit t gleich z, fo hat man 


s—h—x D) 1 f) 
und damit wirb bie vorſtehende Gleichung 
me.”_9 — — —?2m — — 
ds PR 5 RIh—a] 


Für 10 bat man alfo v=0, 20, und unter biefen Um- 
Händen gibt das erſte Integral ber letzten Gleichung 


1 1 
"-2r (4 ) 
als Ausbrud für dad Quadrat ber Geſchwindigkeit. Wenn ber Be- 
wegte an der Erboberflaͤche ankommt, fo wird z—h, und bamit 


— 1 1 — R _ 

P2R (gg) Sehne: 
das Quabrar ber Erdgeſchwindigkeit iſt folglich im Verhaͤltniß von 
R-+h zu R Zleiner, als in dem Falle, wo bie Schwere durchaus un⸗ 
veränderlich wäre, und man fieht, daß wenn es bie Genauigkeit zuläßt, 
h gegen R zu vernachläffigen, man ben frühern einfachen Werth: 

ve — 2gh 

wieder erhält. 
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Um die Zeit des Falles zu beftimmen, zieht man aus dem all- 
2 
gemeinen Werthe von v? ober (#) die Gleichung: 


Ver — z — ' 


ober blos mit dem obern Zeichen, weil z mit t wächft, und wenn man 
R-+h burdh R’ erfebt, 


2gR? de R—z 
R+h da — 2 
Diefer Ausdru zeigt dann, wie man leicht durch Vergleichung 
besfelben mit ber befannten, übrigens auch in $. 32 im 2ten Buche ab- 
geleiteten Differentialgleichung der Cycloide fehen wird, daß bie Zeit t 
dee Orbinate MP einer Cychoide HPB, Fig. 58, proportional tft, 
beren Abfcifin HM bie Fallhöhen z vorftellen, und beren erzeugenber 
Kreis die Länge OA—=R’—=R-+h zum Durchmefler hat, wobei die 
Tangente HT im Scheitel H als Achfe ber t, und bie Lothlinie HO 
ald Normale im Scheitel und als Achſe der z genommen ift, jo daß 
bie Leitlinie OB für ben erzeugendben Kreis durch den Mittelpunkt O 
der Erbe geht. 
Die Integration ber lebten Gleichung gibt un zwiſchen ben Gren⸗ 
zen z und O bie Augdrüde: 


Via = Rz _ 
Vin — er i 











ober auch 
* SR—ı 1 ı 1 
= | dz. — + —R Idz. — —, 
o vr" 2 ) ym-» 


woraus nach bekannten Methoden und Formeln 


2gR? 0, — 5 IR R— 2z 
172 Th — YRz—ı +4 R' arc cos Z 











= 
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folgt, und für die Zeit des Falles bis zur Oberfläche 


-Vom (v+ J{R-+h) arccos KH) 


* wenn der Winkel im zweiten Gliede durch ſeinen Sinus ausgedrückt 


—V—— 2yRh 
= Ve Rs (vo+3 +7 J(R+ h) arcsin — —— R+HI) 
gefunden wird, 


Nehmen wir 3.3. h— 7000”, eine Höhe, welche ber frangoſſche 
Phyſiker Gay-Lussac in einem Luftballon erreicht hat, fo finden wir 


wert: 3 (R-+h) = 3186500”, und bamit 





YRh . . N 
log ——— —8,82117 — logsin 30 479. 
| z(R+h) 
Es iR alfo in unferm Winkelmaaße 
Rh v 
arc sin —— = Bl - — 0,06629 *) 
z(R+h) ' 


und wenn man nun ben Werth von $ zur bequemeren Berechnung unter 
die Form bringt: 


RHEIN an HE 
ya ‚va )' are sin  — YRh 


z(R+ 9 
fo gibt die weitere Rechnung Folgendes: 


) Noch einfacher kann übrigens dieſer Winkel durch die Tangente feiner Hälfte 
ausgebrüct und berechnet werden; denn febt man feinen Cofinus Su, fo 
bat max 


arc cosu=?2 me] men tang V*r . 


Decher, Handbuch ver Mechanik I. 17 














1 j 6, 50331 

log 7 (R+h) = 6, 50331 3 log 7 (R+h) — 
logh= 3, 84510 .13, 00662 
d. E. log — 9, 00838 d.E.logg = 9,00838 
d.E.logR= 3, 1%13 3, 19613 
2, 55292 3, 19613 
log A= 1,27646 4, 91057 
A = 18,900 2, 45928 
B = 18, 913 log are 3047,9 = 8,82147 
t=A+B= 37,813 Sekunden. logB= 1,27675 

Auf dieſelbe Weiſe findet man 
v=370”,38 ; 


bie Zeit des Falles wäre demnach 37,813 Sekunden, und ber Bewegte 
kaͤme mit einer Geſchwindigkeit von 370,38 Meter an ber Exde an. 
Bei unveränberter Schwere hat man für biefelbe Fallhöhe: 
— YV2gh = 370”, 57 = 7 
 v= V gi — N ) = "ne ‚iO; 


alfo eine etwas größere Endgeſchwindigkeit und eine etwas Fleinere Zeit, 
für beide Größen aber fehr geringe Unterſchiede. 

Nach den oben gefundenen Gleichungen kann num für jeben ge- 
gebenen Werth von z oder —=h—z, d. t. für jede Lage bed Bewegten 
die enifprechenbe Geſchwindigkeit und allzeit berechnet werben. Soll 
aber umgekehrt bie Lage bed Bewegten nach ber Zeit t ober für einen 
beftimmten Augenbii angegeben werden, jo wird man in ber vorletzten 
Gleichung alle gegebenen Zahlenwerthe einführen und den Werth von z 
aus biefer jo erhaltenen Zahlengleihung durch Probtren oder eine ber 
befannten Annäherungsmethoben berechnen; die Geſchwindigkeit kann 
dann nach diefem Werthe von z wie vorher gefunden werben. 

Es erübrigt und noch zu zeigen, baß für Fleine Werthe von h im 
Verhaͤltniſſe zu R das vorhergehende Geſetz der Bewegung wieber auf 
das ber gleiyfürmig befchleunigten Bewegung zurückkommt, wie es bereite 
für den Ausdrud von v2 angebeutet wurde. 
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Dazu vernachläffige man in dem allgemeinen Werthe von t in z 
zuerft überall h neben R, wodurch R’ auf R zurädffommt, und gebe 
jenem Ausdrud die Form: 


R z- 22 1 . 4z 422 
VER HE, 


Bid dann wieder bag Glied — — gegen vernachlaſſigt/ und der Sinus 
für den Bogen geſetzt, fo ebält man 


=VaslYat3Va)-Vi 


alfo wie tm vorhergehenden Falle 


1 
— ._ a 
zen. 


Will man aber dieſe Verhältniffe anfchaulich machen, fo Tann dieſes am 
leichteſten mitteld Gonftruction des Werthes von v? geſchehen. Bringt 
man naͤmlich dieſen unter die homogene Form: 


Rvi _ Rz 
2%gR R-—ız 
und erſetzt das Iinfe Glied durch y, fo erhält man bie Gleichung: 
yz—Ry+Rzı=0, , 
welche bie einer gleichfeitigen Hyperbel in Bezug auf ihre Aſhmptoten 


MR. Um bie Lage ihres Mitteipunktes, bes Durchſchmittspunttes der 
Aſymptoten zu erhalten, ſetze man . 


y=y-+to, ı=r!-+-ß 
und mache die Factoren von y’ und 2’ Null; man wird baburdh 
a=—R , ß=R 


und bamit 


Y-—RR—R(R-+h) 


finden. Die eine wagrechte Afyınptote geht demnach durch ben Mittel⸗ 
punkt der Erbe; bie Iothrechte Dagegen berührt dieſelbe, und man fieht 
man aus ber Figur 59, melche diefe Hyperbel für eine größere und eine 
Heinere Fallhohe darſtellt, daß dieſe Curven für alle Fallhähen biefelben 
Aympioten gemeinſchafflich Haben, und daß für tiec daſehen das 
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entfprechenbe Stüd der Hyperbel einer Geraben ſehr nahe kommt, nãm⸗ 
lich derjenigen, welche durch die Gleichung 


ı=y oder 2—=,— 


vorgeftellt wird. 
ß 6. 54. 


Als letzte Anwendung unſerer Formeln wollen wir noch den lehr⸗ 
reichen Fall betrachten, wo ein materieller Punkt ſich in der Verbin⸗ 
dungslinie zweier feſten Punkte A und B, Figur 60, bewegt, gegen 
“welche er von einer Kraft bingezogen wird, die dem Quabrate feiner Ent- 
fernung von ihnen verkehrt proportional ift. 

Sei a ber Abftand ber beiden feiten Punkte A und B, und x bie 
Entfernung des Bewegten von A am Ende ber Zeit t; fei ferner P, 
bie Intenfität der von A ausgehenden Kraft, wenn fich der Bewegte in 
der Entfernung e, welches 3.3. die Einheit der Entfernung fein Tann, 
von diefem Punkte befindet; ebenfo ſei P, die Kraft, welche ben Be 
wegten nach B binzieht, wenn er in berfelben Entfernung e von biefem 
Punkte angefommen if. Die Intenfitäten X, und X, biefer Kräfte für 
eine beltebige Lage bed Bewegten, alfo für eine Entfernung x von A 
und a— x von B find dann 


und ihre Refultirenbe wird: 


%—X, =h ji — P, x? 2 


da die Kraft x, im Sinne ber poſitiven x wirft, und dieſe vergrößern 
will, mährend die Kraft X, das entgegengefehte benbfichtigt. Daraus 
folgt bie Gleichung: 


d.v2 e? 
— =2 (? (a — x)? gen —H 5) 
deren unbeftimmtes Integral die Form — : 
1 
mA. vs — 2e⸗ (?» 4.—)- 


Nehmen wir nım an, ber Bewegte fet mit einer anfänglichen Ge⸗ 
fehmwindigfelt v, von einem Punkte C ausgegangen, für welchen man 
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ur hatte, fo erhalten wir zwiſchen ben Green v und v, für v, 
. x und r für x das allgemeine Integral: 


92er (I -——)+R(--+)] 


wodurch die Geſchwindigkeit des Bewegten für irgend eine Lage ober 
für irgend eine Entfernung 6 von B beftimmt werden kann. 


Aus dem ni von 4 — "folgt, u bie Geſchwindigkeit abnimmt, 








fo lange PL — — größer it als — G_ıy ; biefes wird aber im 
Anfange der Beteguug immer flatifinden, wenn man hat: 


P,_ YPB PR 
V \ > der r <a ——— VA - ) 
r a—r Yr ı + VPr Ps 
und die Geſchwindigkeit erreicht in biefem Falle ihren kleinſten Werth, 


EL, VE 


9 


 a—x YrA+yB 


geworden ift, alfo in dem Punkte D zwiſchen A und B, in melchem bie 
Wirkung ber beiden Kräfte X, und X, gleich ift, und von dem an bie 
im Sinne ber anfänglichen Gefchtwindigkeit wirkende X, zu überwiegen 
anfängt *). Damit der Bewegte aber biefen Punkt D erreicht, muß bie 








*) Die Bedingung N —0 für einen größten ober kleinſten Werth von v*, 


gibt eigentlich die Gleichung: 
Ih _ _Ph_ 
(a—x)? x 
und diefe, allgemein aufgelöfet, zwei Werthe von x, nämlich den obigen, 
und dann ben Werih: 
VT 


— a — — * 

J | 
welcher ven Punkten D’, entweder links von A, wenn P, > P, alfo x <[ 0 iR, 
oder vechte von B, wenn P, >P, und x a if, entſpricht. Fuͤr biele 


X 
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anfängliche Geſchwindigkeit offenbar einen entiprechenben Werih erhalten, 
und zwar muß fie mindeſtens fo groß fein, daß derſelbe in jenem Punkte 
mit ber Geſchwindigkeit Null ankommt. Diefe Annahme gibt uns alio 
ben Grenzwerth, und man findet durch Ginführung ber Werthe: 


_,_VR 
'yR+yR 


in bem allgemeinen Werthe von v? dieſen Grenzwerth: 


myt—2el —E —E—— — vr)] 


a—r r 


r(a—r) VT. vr) 
—2e a (7 ar )J: 


Iſt die anfängliche Geſchwindigkeit Heiner, als diefer Werth, fo wird 
bie Geſchwindigkeit v eher Null, als x den vorhergehenden Werth erreicht; 
es bleibt alfo die Kraft X, bie überwiegende, und ber Bewegte geht 
mit negativer Geſchwindigkeit gegen A zurück; ift dagegen v, größer als 
ber obige Werth, fo wird die Geſchwindigkeit nicht Null, fonbern erlangt 
wie fchon erwähnt in D ihren Heinften Werth, und der materielle Punkt 
feßt feine Bewegung gegen B mit zunehmender Geſchwindigkeit fort. 
Um diefe Schlüffe unmittelbar aus dem Werthe von v? zu ziehen, barf 


v=0 N 


\ 








Buutte paßt aber unfere obige Gleichung nicht mehr, weil die Kräfte X, 
und X, die Zeichen nicht Ändern, wenn x negativ, ober größer als a wird, 
wie e8 doch bie Natur der Aufgabe erfordert. Der obengefundene Ausbrud 
für mv? entfpricht deßhalb nur dem alle, wo, P, _P, voransgefegt, ber 
Bewegte fi links von A in C’ mit einer gegen D’ gerichteten Geſchwindig⸗ 
fett v. zu bewegen anfängt, und bie Kraft X, eine abſtoßende Wirkung 
änfert; die Geſchwindigkeit nimmt in biefem Falle am Anfang der Bewegung 
zu, and erreicht in D/ einen größten Werth, weil von ba an bie aus 
ziehende Kraft X, überwiegend wird, und bie Geſchwindigkeit zu vermindern 
anfängt. Man wirb fi bavon andy dadurch überzeugen, bag man ben 
Ausdruck für das zweite Aenderungsgeſetz von v?’ in Bezug auf x ableitet, 
und in demfelben den vorhergehenden Werth von x einführt, wodurch man 


e.V __,5® (Vr- (yr-yRr) 


das Megatire Ergebniß: m 
dx? 47 vr P, 





erhält. 
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man in diefen nur ben vorhergehenden Ausdruck von mv,?, nachdem 
berfelbe um das Glied + mf? vermehrt worden tft, einführen, wodurch 
ich derfelbe mit dem vorhergehenden Werthe von x, melcher bem Punkte 
D entipricht, auf 


n®—=+mf? 


reduzirt, und zeigt, daß wenn das obere Zeichen gilt, v=f, daß mit 
‚ dem untern dagegen v imaginär wirb, 

| Alle diefe Berhältniffe werben auf einen Blick Kar, wenn man für 
beſtimmte Zahlenwerthe der beftändigen Größen und für mehrere be= 
liebige Werthe ber Veränderlichen x die entiprechenden Werthe von v2 
berechnet, und durch Orbinaten zu jenen Werthen vou x, welche von 
A nad) B als Abfriffen aufgetragen wurben, barftellt; Dabei aber be- 
achtet, daß alle negativen Werthe von v? imaginäre Werthe für v geben. 
Man darf bamm nur bie Achſe ber x parallel mit fich verrüden, um 
dadurch die verſchiedenen Kalle, welche fich aus den verfihiedenen Werthen 
der anfänglichen Geſchwindigkeit ergeben, zu erhalten, wie fogleich näher 

gezeigt werben fol. 


65. 


| In dem ſchon erwähnten Kapitel bes zweiten Buches, bei ber Lehre 
von der gegenfeitigen Anziehung der Körper, wird nachgewieſen, daß 
bie von einer homogenen ober aus concentrifchen Schichten gebildeten 
Kugel ausgehende anztehende Wirkung, wenn biefelbe bem Quadrate ber 
Entfernung verkehrt proportional vorausgefeht wird, für einen außerhalb 
derfelben liegenden Punkt der Mafle der anziehenden Kugel proportional 
und biefelbe iſt, als wenn diefe Maſſe in bem Mittelpunkte der Kugel 
vereinigt wäre. Man kann denmach tn unferer vorhergehenden Unter⸗ 
fuhung die feften Punkte A und B als bie Mittelpunfte zweier Kugeln 
annehmen, und als befonderes Beiſpiel dazu ben Mond und Die Erbe 
wählen, jedoch unter ber Vorausfehung, daß beide Weltkörper Teine 
Bewegung hätten. 

Bezeichnet man alfo ben Halbmeſſer ber Erde mit R, ihre Maſſe 
mit M; biefelben Größen für den Mond mit r, und m, , fo hat man 
einmal nad) aftronomifchen Beftimmungen: 


| =0,27R , m, =0,0133M ; 
ferner iſt die anziehende Wirkung ber Erde auf einen Punkt an ihrer 
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Oberfläche ichr wenig von dem Gewichte besfelben verfchieben *), und 
man kann bemnah e=R, P,=p=—mg feben. Für ben Mond iſt 
diefe Wirkung im Berhäktniffe ber Maſſen kleiner, und demnach bei 
gleicher Entfemung e=R, P,=0,0133P, = 0,0133 p. Enbliä 
beträgt ber Abſtand ber beiden Mittelpunkte dieſer Weltkörper 60 Erb⸗ 
halbmeſſer, ober es iſt a—=60R; damit berechnet fich dann die Ent- 
fernung bed Punktes D, für welchen die anzichende Wirkung von Mond 
und Erbe gleich it, vom Mittelpunfte des erften, ben wir in A au- 
nehmen, gemeflen 


V 0,0133 
1-4+Y0, 0133 0133 


und ber Werth von v? wird durch Ginführung ber vorhergehenden | 
Zahlenwerthe, wenn man darin x— Rx feßt und ben Anfang ber 
Bewegung auf ber Oberfläche des Mondes in C annimmt, fo baß man 
r=n=0,27R | 
bat, die Form annehmen: 
wa—v2 v_ 0,8—2,981x-+0, 2 


2gR- 60 x — x 


Aus dieſer Gleichung zieht man folgende Tabelle von entfprechenden 
MWerthen der Beränberlichen x’ und y 





x = 


' .. I 








Für = 0,7 wird y — 0,0 
— 3,00 — — 0,0441 
— 6,21 — — 0,0454 
—1 — — 0,0448 
— 20 = — 0,0405 
—= 3% — — 0,0324 
— 40 — — 0,0158 
= 5% — + 0,0340 
— 59 — + 1,3951 . 


Diefe MWerthe tragen wir nun als Abſciſſen und Orbdinaten auf, nämlich 
die von x als Abſciſſen auf einer zur Berbindungslinte AB ber beiden‘ 


*) Die wirkliche anziehende Wirkung ber Erbe auf bie Körper an ihrer Oberflaͤche 
wird nämlich, wie wir im Iten Kapitel fehen werben, durch ben von ihrer 
Bewegung um bie Achſe erzeugten dynamiſchen Drad etwas vermindert. 
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Mittelpumfte parallelen Geraden A’B’, und die Werthe von y ſenkrecht 
dazu, diefe Iehtern aber in einem 100mal größern Maaßſtabe, als bie 
eftern. Die fo entftehende Curve abed, Fig. 61, ſtellt dann die Be- 
wegung für den Fall vor, mo fih ber Bewegte mit ber Geſchwindigkeit 
Rull von der Oberfläche des Mondes entfernen fol, und man flieht, daß 
die Werthe von y von a bi c negativ, die von v aljo immaginär find, unb 
feine Bewegung eintritt; in berfelben Lage zeigt aber biefe Curve auch 
die Berhältniffe der Bewegung für den Fall, wo ber materielle Punkt 
ih von c aus mit der Geſchwindigkeit Null gegen die Erde bewegt. — 
Verlegt man dann bie Achſe A’B’ parallel mit fih nach AB” durch 
den tiefften Punkt b der Curve, fo fiellt die Figur ben Zall vor, wo 
ber Bewegte mit der anfänglichen Geſchwindigkeit v, — vd, 0454.2gR 
die Oberfläche des Mondes verläßt und mit der Geſchwindigkeit Null 
in dem Punkte b der gleichen Anziehung ankommt, oder eigentlich nicht 
ankommt, da er, wie wir bald ſehen werben, eine unendlich große Zeit 
dazu braucht, ebenjo wie er, tn diefen Punkt mit der Geſchwindigkeit 
Null verjegt, dieſen nach einer unendlich großen Zeit, d. h. nie verlaffen 
wird. Derfelbe Fall wird immer eintreten, wenn bie Gefchwinbdigfeits- 
curve (in Bezug auf bie Entfernung) von ber Achſe der x berührt wird, 
Berfest man die Achfe der x ferner nach A,B, zwiſchen bie beiben 
vorhergehenden Lagen, fo ftellt die Curve ben Fall vor, wo ber Be 
wegte die Oberfläche des Mondes mit einer kleinern Geſchwindigkeit, 
als vn — Y0,0454.2gR verläßt, und gibt bie Entfernung x —A, b; , 
wo er mit ber Geſchwindigkeit Null ankommt, um mit berfelben Be- 
wegung auf ben Mond zurüdzufallen. Endlich deutet die Lage AB, 
der Abfeiffenachje den Fall an, wo bie anfängliche Gefchwinbigkeit v, 
‚ größer tft, als bie vorherbemerkte, wo dev Bewegte alſo bie Gleich— 


gewichtslage D mit der Heinften Geſchwindigkeit v—=V2gR ><bb, 
erreicht, und fich gegen die Erbe fortbewegt. 

.„ Der vorhergehende Grenzwerth von v, berechnet fih mit ben 
Werthen: 

8 —9n,8,  R= 6366000” 

zu | | 
vg = 2381” ; 
es müßte demnach ein Körper auf dem Monde eine anfängliche Ge⸗ 
ſchwindigkeit von wenigfiens 2382” erhalten, um auf bie Erde herab- 
kommen zu tönnen, wie ed manche Naturforfcher von den Meteorſteinen 
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angenommen haben. Allein abgefehen von biefer bebeutenben Geſchwin⸗ 
digkeit ift ein ſolches Greigniß wegen ber Umdrehungsgeſchwindigkeit bed 
Mondes, welche für einen Punkt feines Aequators tiber 1000” für bie 
Sekunde beträgt, nicht wohl möglich, ba biefe ben Bewegten aus ber 
Geraden AB entfernen, und berfelbe in Folge beflen eine Erumme Linie 
(Ellipſe) um bie Erbe beſchreiben, alfo einen Fleinen Trabanten von ihr 
bilben würbe. 


6. 56. 
Aus dem Werthe von v2 erhalten wir endlich nach ber in $. 47 
(55) angegebenen Weiſe den Ausbrud für bie Zeit, welche ber Bewegte 
braucht, um von dem Anfangspuntte ber Bewegung in ber Entfernung 


r von A, zu einem andern in der Entfernung x zu gelangen. Es iſt 
nämlich wieder 


‚„A_R_P 
=a=y" rt. -%) 


und daraus ‚ wenn man, um “ Ausdrud abzufürzen, 
P 
— )e? 1 
2e a—r —r rt )=-n 


feßt, unb beachtet, baf x mit t wächft 


x 
we 
2e? P 
‚ v- 4 =) f2 


m 2 — x 


ober in einer andern nach ben Botenzen der Veränderlichen x georbneten . 
Form: | 








F Ir on yn (ax— x?) 
i V 2e2aP, +[2e2(P, —P,)— maf?]x + mi 


woraus man jchließt, daß der Werth von t im Allgemeinen nur an- 
naͤherungsweiſe durch Auflöſung bed Integrald in eine Reihe dargeftellt 
werben Tann. Ä 
Es gibt aber zwei befondere Fälle, tn denen ſich das vorſtehende 
Integral auf einen begrenzten algebratichen Ausdruck zurückführen Tat, 
in denen nämlich die Wurzelgröße im Nenner rational wirb, wo alſo 
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die Größe unter dem Wurzelzeichen ein vollftänbiges Duabrat tft. Da⸗ 
mit dieſes ftattfindet, muß bie Bedingungsgleichung: 

[2e2(P,—P, ) — maf2]? = 8me?aP, f? 
befriedigt werben, welche in Bezug auf mf? aufgelöft den Werth gibt: 


2e? er —1.2 
nn——_(yP, + VP ) 
Wird dann dieſer Werth in den obigen von mvy3 eingeführt, fo zieht 
man daraus für bie anfängliche Geſchwindigkeit die beiben Werthe: 


INA Pr] PELBE ge (vr + -yr)'} 


r 


iz Vr „.Vfs 
mei (=: r- .) ’ 
von benen ber erfte, für Weiden bie obern Zeichen gelten, bem oben⸗ 
gefundenen Grenzwerthe gleih tft, nämlich derjenigen anfänglichen 
Geſchwindigkeit, mit welcher ber Beimegte bie Oberfläche der Kugel A 
verlaffen muß, um bie Gleichgewichtslage D mit einer Gefchwindigfeit 
Null zu erreichen. Die zweite der vorſtehenden Werthe iſt offenbar 
größer als biefer; mit ihm wird alfo der Bewegte ben Punkt: D über 
ſchreiten, und die Kugel B erreichen. Für das im vorigen 6. berechnete 
Beifptel findet man 

vo Y0,05308.2g R = 2574", 7 


als diefen zweiten Werth. 
Mit diefem Doppelwertbe nimmt jebt ber Ausbrud für ı ‘die 
Form an: 


“ Ymalax 3) 
t = —— — — — — — — — — — 
oder wenn man — nur an ben Fall hält, wo P. P, tft, und dann 
zur Abkürzung 
_ YA 


'yr + — + YR m 


feht, nach einigen Ummwandlungen: 








2 = [u V} x = 
a,y m a UFxX 


Um nun ben erften Fall weiter auszuführen, made ih a — x: 
und a— a, =, wodurch ber vorftehende Werth unter bie Formen: 


F ſæ ACC) Bu fe a 
u Va) at) (&-+z) 

ober wenn man weiter a, a, durch A2, a, — a, durch B erfeht, Die 

Wirzelgröße durch J / Z abkürzt, und dann das Integral zerlegt, auf: 


1 1 
‚A? zB „bt: 
ai=— de..—— + de..—— + dz._— — . 
very) ya 


gebracht werden Tann. Die beiden erſten Glieder können nun auf bie 
getmöhnliche Weiſe ober dadurch rational gemächt werben, daß man ſetzt: 


(4 —z)u=yY(s —z2)(% +2), 
woraus. nach und nach folgt: 
yu—z dz 2(9-+2)u _ 2au 


— — — — — 


 At# ’ Wu (it)  (1+ Wi 


= yet - vn. Ve>I@t)=iE- 


Man findet dadurch: 


1 
—B+t3 

_ 22, a — a. 2 
N— tr je f« Vz 


ober nach bekannten Formeln: 


Ar 4 —J———— vu 2 


und wenn man für u und Z ihre Werthe in x einführt, fo folgt zwi- 
fchen den Grenzen r und x ber Ausbrud: 











+@—n)weingu+YZ), 





0 

ap. x — 51 a, (a — x 
ya — 3. Vaart + VRR 
a m r Yux— Yu (a—x) 
.—ı 
x 





+4.(4 2 )aretang v 
r r 


mb demnach zwiſchen ben Grenzen a, und r für bie Zeit, welche ber 
Bewegte braucht, um ben Punkt D zu erreihen, t—= 00 „ wie oben 
behauptet wurde. | 
Für ben zweiten Fall feht man , + x—z, a, =; 8 

wird dadurch | 
us | Ve@e—-4)@—:z) f 418: 4+(3+2,)2—ı8 
d= da. — —* d.— —————— 
| 2 3VY(2:—4,)(, —:) 
und nach einer ähnlichen Behandlung wie vorher, indem man 


J 

a, — 2 

ſezt, erhält man den Werth: 

x — my — 
—— ve] at x]. 


8,(a—x) 
worin YX für Yax—x? ficht, und wonach fich bie Zeit für beſondere 
Werthe von x leicht berechnen läßt. N 
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Zweites Rapitel. 


Freie Bewegung bed materiellen Punktes. 


$. 57. 


Eine gerablinige Bewegung bes materiellen Punktes kann offenbar 
mir dann erfolgen, wenn berfelbe fich unter dem Einfluffe einer einzigen 
Kraft bewegt, ober unter dem Einfluſſe mehrerer, deren SIntenfitäten 
dasfelbe gegenfeitige Verhaͤltniß und deren Richtungen biefelbe gegen- 
fettige Lage behalten, fo daß ihre Refultirenbe immer biefelbe Richtung 
bat, und auch dann mim, wenn ſich der materielle Punkt entweber von 
der Ruhe aus bewegt, oder wenn bie Richtung feiner anfänglichen Ge- 
ſchwindigkeit mit der Richtung ber bewegenden Kraft zufammenfällt, 


wobei bie lebtere übrigens auch tm entgegengefebten Sinne von jener | 
wirken darf. In allen übrigen Fällen wird die Bewegung eine frumm= 


Iinige fein, ber materielle Punkt wird irgend eine einfach oder doppelt 
gekrümmte Curve befchreiben, welche wir feine Bahn nennen. 
Um daher bie allgemeinen Gefehe ber freien Bewegung eines Atoms 





auszubrüden, d. h. um feine Geſchwindigkeit und feine Lage in irgend 
einem Augenblide oder am Ende der beliebigen Zeit t angeben zu konnen, | 


werben wir feine Lage auf ein rechtwinkliges Goorbinaten= Syſtem be⸗ 


ziehen, das wir durch irgend einen feiten Punkt im Raume gelegt benfen, 


und dann bie drei Coordinaten x, y, z des Bewegten ald Functionen 
ber Zeit ausdrücken; denn feine Bewegung wird vollftändig beftimmt 
fein, wenn die drei Gleichungen: 


2.)  z=hl), y=hll), 2=60) 
gegeben oder gefunden find. 

Für jede dieſer drei Gleichungen muß bie Beränberliche ı offenbar 
gleichzeitig denfelben Werth erhalten; man kann fie deßhalb in Verbin⸗ 


bung bringen und jene Beränderliche zwiſchen je zwei berfelben eliminiren; 
man findet dadurch drei neue Bleichungen: 


F,(x,y)=P0 , F,(x,2)=0 , R,(y,z)=0 
oder in Bezug auf eine dieſer Beränderlichen aufgelöft: 
‚=a(X) , ı=alx) , y=9pl2); 
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welhe Die Lage bed Bewegten unabhängig von ber Zeit ausdrücken, 
ober welche fämmtliche Orte des Raumes umfaflen, in denen fidh der- 
felbe vom Anfang der Zeit an bis zu irgend einer beliebigen Zeit nach 
und nach befinden kann. Diefe Gleichungen find alſo zuſammen bie 
Gleichungen feiner Bahn, und jebe für fich ift die Gleichung von ber 
Projectton biefer krummen Linte in der entiprechenben Goorbinaten= Ebene, 
wie dieß ſchon in ber Einleitung ($. 17) auseinandergejeht wurde; es 
find demnach zwei jener Gleichungen zur Beftimmung und Erkennung 
der Eigenschaften jener Frummen Linie vollfommen genügend. Aus dieſen 
Gleichungen Tann dann auch der allgemeine Ausdruck für die Bogen- 
länge s zwiſchen einem beftimmten Punkte der Bahn und bem Orte, wo 
fh ber Bewegte am Ende ber Zeit t befindet abgeleitet, und mittels 
ber Gleichungen (62) in Function von t ausgebrüdt werben, fo daß 
man auch für dieſe Die Form: 


s—F{t) (63. 
erhält. | 
6. 58. 


Nehmen wir num jede ber Gleichungen (62) für fich beſtehend, fo 
erkennen wir fogleich, daß jebe von ihnen die Gleichung ber gerablinigen 
Bewegung eines Punktes ift, ober als folche betrachtet werben Tann, 
and zwar bie erfle von einer Bewegung längs ber Achſe ber x, bie 
beiden andern beziehungsweije längs ber Achien ber y und 2; bemm 
bie erfte: 


x=#(t) 


brüdt aus, daß fich ber Bewegte am Enbe ber Zeit t in ber Entfer- 
nımg x von ber Ebene ber yz, ober daß fich feine Projection in ber 
Achſe der x in der Entfernung x vom Anfangspunfte befindet; fie gibt 
alfo die Lage dieſer Projection in ber Achie ber x am Ende der Zeit t 
an, oder fie ift bie Gleichung der gerablinigen Bewegung biefer Pro- 
jection. Dasfelbe gilt von ben beiden andern Gleichungen in Bezug 
we bie Projectionen des Bervegten in ben Achfen der y und ber z, und 
wir fchließen daraus, daß jebe Frummlinige Bewegung im Raume auf 
brei gerablinige nicht in derfelben Ebene liegende Bewegungen zuräd- 
geführt, oder aus biefen und durch diefe dargeftellt werben kann. 

Die im vorhergehenden Kapitel gefundenen Geſetze für die gerad⸗ 
linigen Bewegungen werben und beumach auch bier bienen, um bie 
Beziehungen zwiſchen der Entfernung ober Lage des Bewegten, besiehunge- 
weiſe ſeiner Projectionen, ſeiner Geſchwindigkeit und der augenblicklichen 
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ber bewegenden Kraft analytiſch auszubrüden. Bezeichnen 
wir nämlich am Ende der Zeit ı die Geſchwindigkeit der Projection des 
Bewegten in ber Achſe ber x mit u,, die feiner Brojertionen in den 
Achſen der y und z beziehungsweiſe mit u, und u., fo haben wir 
zwiſchen ben Goorbinaten x, y, z und biefen Geſchwindigkeiten, alle ald 
Zunetionen von t betrachtet, biefelben Beziehungen, wie in F. 39 (36) 
zwiichen v und x, nämlich: 


d 

= =f(t) ’ 
d 

64.) „-7=h(l), 
d 


Drüden wir ferner die Sntenfität ber beftändigen ober veränberlichen 


Kraft, welche einem materiellen Punkte von berfelben Maſſe m wie 
ber Bewegte biefelbe geradlinige Bewegung ertbeilt, wie fie bie Pro- 
jection bes letztern in ber Achſe der x befist, durch Die beflänbige ober 
veränberliche Größe X’ aus, ebenſo bie Imtenfitäten ber Kräfte, welche 


bie entfprechenben Bewegungen in ben Achſen der y unb z hervorzu⸗ 
bringen vermögen, mit Y’ und Z/, fo haben wir auch nad) F. 46 bie 





Gleichungen: 
x_m nr m * 
2 
a) Yonlıı —=m — 
2 
zn non 





Es wird fi) demnach noch darum handeln, die Beziehungen zu fnchen, 
einmal zwifchen ber Geſchwindigkeit x des Bewegten unb ben Geſchwin⸗ 
bigfeiten u, u,, u, feiner drei Projectionen, und dann zuotfchen ben 
wirklich an bem Bewegten angreifenben Kräften ober ihrer Reſultirenden R, 
deren drei zu den Coordinatenachſen parallele Sompomenten wir mit 
X, Y, 2 bezeichnen werden, und den Kräften X, Y’, 2’, welche bie 


geradlinigen Bewegungen feiner Projectionen, eine jebe als materieller. 


Punkt mit der Mafle m vorauegeſett, unabhängig von einander zu 
erzeugen vermögen. 
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$. 59. 


Was nun zuerft die Gefchwinbigkeit v des Bewegten betrifft, fo ift 
leicht einzufehen, baß diefe unveränderlich fein muß, wenn ber Bewegte 
in gleichen Zeiten gleiche Bogenlängen in feiner Curve zurüdlegt, wenn 
alſo feine Bewegung eine gleichfürmige iſt. Bezeichnet demnach in irgend 
einem Augenblide s bie Entfernung des Bewegten von einem feiten 
Bunfte feiner Bahn auf diefer Curve gemeffen, s, feine Entfernung am 
Anfang ber Zeit t, fo tft die in t Zeiteinheiten zurückgelegte Bogenlänge 
s— 59, und es wird bie in einer Zeiteinheit zurüdgelegte Länge: 


b=-_% 
| t 

oder das Verhältniß bes. zurückgelegten krummlinigen We— 
ges zu der angewendeten Zeit, wie bei der geradlinigen Bewegung 
das Maaß für die Geſchwindigkeit ſein, da ſich die Geſchwindigkeiten 
zweier materiellen Punkte, welche ſich in zwei beliebigen Curven aber 
beide gleichförmig bewegen, immer verhalten werden, wie die in der 
Einheit ber Zeit durchlaufenen Bogen, ober allgemeiner wie die Ver- 
hältniffe der tn irgend einer Zeit burchlaufenen Wege zu ben dazu ver- 
wendeten Zeiten. 

Man wird deßhalb auch bei der frummlinigen veränberlichen Be- 
wegung, ganz ebenfo mie bei der gerablinigen, die Beziehung zwiſchen 
der von beim Bewegten am Ende ber Zeit t erreichten Bogen-Entfernung s 
von einem feften Punkte und der am Enbe biefes Weges erlangten Ge— 
ſchwindigkeit v finden, wenn man fich denfelben nach der Zeit t 11 
um das Bogenſtück 15 weiter gerüct, und feine Geſchwindigkeit um 4 v 


vermehrt denkt; denn bas Verhäaltniß = wird dann wieder das Maaß 


| einer größern Geſchwindigkeit ald v und einer Heinem als v-+ Av 
ſein, und fi daraus als Anfangswerth dieſes Berhältnifies: 


: 





I 


—=F(t)=v (65. 


ergeben, und ber Schluß am, daß auch bei der krummlinigen 
Bewegung das Aenderungsgeleh der Bogen- Entfernung 8 
in Bezug auf die Zeit das Maaß für die augenblidlide 
Geſchwindigkeit ausdrückt. 
Bei der krummlinigen Bewegung iſt aber auch die Richtung der 
Geſchwindigkeit veränderlich; denn fie iſt dieſelbe wie bie Richtung der 


- Bewegung, und demnach biefelbe wie die der Tangente an ber Bahn 
Decher, Handbuch rer Mechanik 1. 18 - - 
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en, 






in dem Orte, welchen ber Bewegte in dem betreffenden Augenblicke gerade 
einnimmt. Man wird fi von biefer Richtung ber Bewegung ober ber 
Geſchwindigkeit am leichteften dadurch bie richtige Vorftellung erwerben, 
daß man ſich einen Menfchen denkt, welcher einen Frummen Weg ver- 
folgt und feine Augen auf den vor ihm liegenden Weg gebeftet hat; 
diefer wird dann gerabeausfehend feinen Blick in jebem Augenblicke nad 
einer beftimmten Gegend richten, und feine Gefichtslinte, welche offenbar 
ben beichriebenen Weg berührt, wird die Richtung feiner Bewegung in 
bem entſprechenden Zeitpuntte vorftellen. Sind demnach 


y=fi(x) , z=hb(x) 
die beiden nothwendigen Gleichungen der Bahn des Bewegten, fo wer⸗ 
ben bie drei Winkel 1, m, n, welche bie Tangente, d. i. die Richtung 


feiner Gefchwinbigkeit in dem Punkte xyz mit ben brei Coorbinnten- 
Achſen bildet, nach $. 26 ber Ginleitung durch | 





cos — iX cos m — cos n ⸗ * 
— ds ’ ds 7 ds 


ausgebrükt. Denkt man fich ferner bie Geſchwindigkeit v wie eine 
Kraft durch eine auf jene Richtung aufgetragene Länge vorgeftellt, und 
diefe auf bie drei Achſen ber Coordinaten projleirt, jo werben bie fo 
erhaltenen Projectionen 


vcosl „, vcoosm , vcosn 


fein, und man wird demnach mit ben vorhergehenden Werthen erhalten: 


vcosl ds dx dx _, 
Id u ee 

dy dd 
66. ) om=- 0. 1-1 -, 
von — 18 dr _ de 
td dt 


woraus hervorgeht, daß Die Projectionen ber Geſchwindig— 
feit vanf bie drei Achſen auch die Geſchwindigkeiten ber 
PBrojectionen bes Bewegten in biefen Achſen vorftellen; 
ferner hat man 
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DEIOHOC, 
alſo auch 
“—w:+uw?+m?. (67. 


€ . 
Man Tann demnach bie GBefchwindigfeiten, ebenfo wie fürbernde Kräfte 
und nach benfelben Regeln in brei unter fich rechtwinklige oder überhaupt 
nad) drei Richtungen zerlegen, unb umgekehrt brei ober mehrere in eine 
einzige zuſammenſetzen, and deßhalb auch jagen, bie Geſchwindigkeit ber 
Brojertion des Bewegten in einer ber Coordinaten-Achſen ſei die zu 
diefer Achſe parallele Componente ber wirklichen Geſchwindigkeit bes 
Bewegten; e8 kann ferner baburch biefe Geſchwindigkeit immer gefunden 
werben, wenn bie Geſchwindigkeiten ber Projectionen bekannt find, und 
umgekehrt bieje letztern, wenn jene gegeben ift. 


6. 60. 


Das Vorhergehende berechtigt uns aber noch nicht zu bem Schluffe, 
daß auch die zu den Goordinaten = Achfen parallelen Gomponenten 
 X,Y, Z ber bewegenden Kraft R durch) die Aenderungsgeſetze der Be— 
wegungsgroßen: 
| Milk y mu, , Mix 


gemeſſen werben, ober daß dieſe Somponenten mit den oben angenom⸗ 
meinen Kräften X’, Y’, 2 gleichbedeutend fiud. Denn bie Richtung ber 
' Kraft R fällt-im Allgemeinen nicht mit der Richtung ber Gefchwindig- 
keit zufammen, fondern bilbet in jedem Augenblicke einen größern ober 
lleinern Winkel mis ihr; ihre Wirkung kann deßhalb nicht bios auf die 
Aenberung der Geſchwindigkeit gerichtet fein, wie bei ber gerablinigen 
Bewegung, wo bie bereit vorhandene Geſchwindigkeit und bie bewegende 
Kraft diefelbe Richtung haben und demnach nur eine Aenderung in ber 
Stärke, aber keine in, ber Richtung der Bewegung hervorgebracht 
wird, mo aljo die ganze Wirkung ber Kraft auf bie Aenderung der 
Bewegungsgröße gerichtet fein muß, und wo in der That, wie wir im 
vorigen Kapitel ($. 46) gefehen haben, das Geſetz dieſer Aenderung ber 
Bewegungsgröße dad Maaß für die augenblicliche Sntenfität ber be= 
wegenden Kraft vorftellt, 

Bei der Bewegung in einer krummen Linie wirb im Allgemeinen 
fowohl bie Größe als bie Richtung ber Bewegung ober ber Geſchwindigkeit 
in jebem Augenblicke geändert; wir Türmen uns daher, ba keine Aenberung 

18 * 
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ohne eine äußere Urfache oder Kraft erfolgen kann, die Wirkung der 
bewegenden Kraft in jebem Augenblicke in zwei zerlegt denken, nämlich 
in eine, welche nur die Aenderung in ber Größe ber Gefchwindigfeit, 
und in diejenige, welche die Aenderung ihrer Richtung erzeugt, ober 
welche in jebem Augenblide im Begriffe ftehen, biefe Aenberungen zu 
erzeugen. Wir werden alſo «die Kraft R, welche an dem Bewegten 
thaͤtig iſt, in jebem Augenblide als die Refulttrende zweier Kräfte T 
und N betrachten, von benen bie erfte die Geſchwindigkeit, bie zweite 
bie Richtung der Bewegung ändern fol, und deren Intenfitäten unb 
Richtungen nun zu beftimmen find, um daraus bie Beziehungen zwiſchen 
ber Geſchwindigkeit und Lage bed Bewegten und ber bewegenden Kraft R 
ober ihren Gomponenten X, Y, Z ableiten zu können. 

Es ift nun nach ber Beſtimmung, welche die Kraft T zu erfüllen 
hat, einleuchtend, daß ihre Intenfität durch das Aenderungsgeſetz ber 
Bemegungsgröße gemeflen werben muß, daß man alfo: 


haben muß. Nicht minder einleuchtend bürfte e8 fein, daß ihre Richtung 
in jedem Augenblice biefelbe fein muß, wie die der Geſchwindigkeit ober 
die der Tangente an der Bahncurve; dieſer Schluß laͤßt fich indeſſen 
aus ben bereit8 erhaltenen Beziehungen unmittelbar ableiten. 

Nehmen mir nämlich bie Mbgeleitete oder dad Aenberungsgefek der 
Gleichung (97) in Bezug auf die Beränderliche t, ſo wird 


oder d @, d d d 
ST 5, Up, Cr |, Ur, Cole 
di v J 5 dt ° 
und wenn man biefe Ießtere Gleichung mit m multiplicirt und beachtet, 
daß man hat: - 
% _ 0051 — 4X % _esm—4} He _ = — 
vo Ode’ v — 5 y MIT 


fo findet man mit Berüdfichtigung der Gleichungen (a) in $. 58 ben 
Ausbrud: 

dv „m _ 2 dx ‚dy ,‚dz 
und ſchließt daraus: 
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41) daß die drei Kräfte X’, W, 2’, von benen jebe für fih allein 
dem gegebenen materiellen Punkte parallet zu der entfprechenben Coor⸗ 
binaten=Achfe eine ſolche Bewegung ertheilen würde, mie fie die Bro- 
jertion desfelben in berfelben Achfe beſitzt, als die rechtwinkligen Com⸗ 
ponenten einer Kraft R’ angeiehen werben Tonnen, bern Richtung unb 
Sntenfität fich natürlich in jedem Augenbitde ändert, mb 

2) daß bie Kraft T, welche die Aenderung ber Geſchwindigkeit 
bewirkt und durch das Aenderungsgeieb der Bewegungsgröße jenes ma- 
teriellen Punktes gemefien wird, nicht diefe Refultivende R’ felbft tft, 
fondern burch beren Projection auf die Tangente der Bahncurve ober 
auf die Richtung ber Geſchwindigkeit vorgeftellt wirb, daß alfo T ale 
die eine von zwei vechtwinfligen Gomponenten der Kraft R’ betrachtet 
werden Tann, von welchen die zweite, die wir mit N’ bezeichnen wollen, 
in die Normal= Ehene ber von bem Bewegten befchriebenen Curve fällt, 
während T ſelbſt nach der Tangente gerichtet ift. - Denn wenn man ben 
Winkel zwilchen der Richtung der Kraft R’ und der Tangente mit 9 
bezeichnet, fo bat man nad $. 12, Gleichung (12) 


, _y dx ‚dy ‚dz __ 


und demnach auch 
Rsny”’=N. 


Es fragt fich alfo zunächft, in welcher Beziehung dieſe Componente N’ 
zu der Bewegung ober zu der Kraft N flieht, welche die Aenberung im 
der Richtung der Bewegung ober ber Geſchwindigkeit zu bewirken hat. 


&6. 


Um dieſe Beziehung zu erkennen, gehen wir wie bei ber Unter- 
fuhung ber Geſetze ber gerablinigen Bewegung, von einfachen Fällen 
aus, und betrachten zuerft wieber bie gleichförmige geradlinige 
und die gerablinige Bewegung überhaupt, aber jest in einer be= 
liebigen Richtung gegen bad Coordinatenſyſtem und nach der vorher 
gehenden allgemeineren Auffafiung, wodurch wir zugleich Gelegenheit 
erhalten, bie vorhergehenden Gleichungen und Beziehungen anzuwenden. 

Bei der gleichförmigen gerablinigen Bewegung tft ſowohl 
bie Größe als die Richtung der Geſchwindigkeit unveränderlich, alfo 
einmal 

v=b, 


_ 


und dann hat man, wenn a, 3, 7 bie Winkel bezeiihuen , welche bie 
Richtung ber Bewegung mit den Boorbinaten = Achfen bildet, 
„=bceosa „, u, — b eos . u. — beosy; 
es find demnach auch die Componenten ber Geſchwindigkeit ober bie 
Geſchwindigkeiten dev Brojertionen des Bewegten unveränberlich, woraus 
zunaͤchſt wicber 
”"=-0, YT=0, 7=0 


folgt, und dann 
R0 T=0 $) N"=6, 


wie vorherzuſehen war. 

Für die veränderliche geradlintge Bewegung haben wir ale 
Gleichungen der Bahn des Bewegten, wie vorher, bie Gleichungen einer 
Beraden: 

Y-Y __X-% 
cos cosa 





—* — KTT% 
087 Cosa 
bie Geſchwindigkeit iſt aber eine beliebige Function ber Zeit, alfo 

v=f(l). 
Die Geſchwindigkeiten der Profertionen ober die Componenten berfelben 
find demnach 
„=f(t).eosa „ w=flt).osß ,„ w=f(t).c0sy 

und man erhält daraus die Sntenfitäten ber Kräfte X’, Y’, zZ: 





“om Se —mf (1). cosa 

(2 du, 

Y=mn7 =mf(t).eosß , 
L=n{" =mf(1).00y 


welche in Verbindung mit ben vorhergehenden Werthen von u,, u,, Us 
zeigen, daß die Bewegungen der Projectionen bes Bewegten in ben brei 
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Achfen der Vewegung des lehtern felbft gang ähnlich find, daß fie z. 2. 
in dem Fall einer gleichförmig veränderten Bewegung besfelben ebenfalls 
gleichförmig veränderte Bewegungen fein werben. Berner fchließt man 
daraus: ' 
_ „dv u 
T=n mn dr —R , 


and demnach auch 
N =0. 


Bei der gerablinigen Bewegung ift folglich die Kraft R’ mit der Kraft R 
gleichbedeutend, und ftellt zugleich ihre in bie Richtung der Bewegung 
fallende Componente T vor; die dazu fenkrechte Somponente N’ it Null, 
ebenjo wie die Gomponente N der Kraft R, da hier feine Aenderung in 
ber Richtung der Bewegung hervorzubringen if. Es dürfte deßhalb 
ſchon aus dieſen Ergebniften ber fichere Schluß zu ziehen fein, daß Die 
Kräfte N unb N’ und demnach auch bie Kräfte R und R’, Die erſtere 
als Refultirende von T und N, die leßtere ald Refultivende von T und N’, 
gleichbedeutend find. Wir wollen jedoch diefen Schluß durch bie Unter- 
ſuchung einer einfachen Bewegung unterftügen, bei welcher nur eine 
Aenderung in ber Richtung und keine in ber Geſchwindigkeit zu bewirfen 
iR, bei welcher alfo, wenn unfer Schluß richtig if, T Null, und 
N=N=R==R jeln muß. 


g. 62. 


Dieſe einfache Bewegung iſt Die gleichförmige Bewegung im 
Kreiſe, alſo eine Bewegung, bei welcher der in Bewegung begriffene 
materielle Punkt immer in gleichen Zeiten gleiche Bogenlaͤngen zurück⸗ 
legt, bei welcher demnach die Geſchwindigkeit unverändert bleibt, und 
bie Kraft R, bie nun mit ihrer Componenten N gleichbedeutend iſt, nur 
bie fortwährende Aenberung ber Richtung zu beivirken hat. Diele Rich- 
tungsänberung ift aber, wie in ber Ginleitung ($. 31) gezeigt 
worden, analytifch gleichbedeutend mit der Krümmung, und daher 
wie dieſe beim Kreife unveränberlich, d. h. in allen Punkten bes 
Kreiſes oder in jedem Augenblide der Bewegung dieſelbe; die Kraft hat 
fo bei diefer Bewegung, wie bet ber gleichfürmig veränderten, tn jedem 
Augenblicke dieſelbe Wirkung hervorzubringen; fie muß demnach aud) 
wie bei biefer eine unveränderliche Kraft, und ihre Intenfität bei 
ſonſt gleichen Umftänden dieſer Wirkung, d. b. der Richtungsäuderung 
oder Krümmung proportional fein, unb man ficht, daß man auch biefe 
Richtungsaͤnderung ald Maaß der Kräfte benügen könnte, daß dasſelbe 
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aber weniger einfach ſein wirbe, als das im vorigen Abſchnitte auf bie 
Geſchwindigkeitsaͤnderung gegründete, ba bie in einer Zeiteinheit bewirkte 
Richtungsänberung offenbar auch von ber Geſchwindigkeit des Bewegten 
abhängt. Um aljo die Kraft, welche die Richtungsänderung bewirkt, 
mefjen zu Tonnen, müflen wir unterfuchen, welche Geſchwindigkeit fie 
dem Bewegten ertheilen würde, wenn berfelbe ihrer Wirkung allein 
unterworfen wäre, wir müflen gleichfam bie Richtungsänderung in Er⸗ 
zeugung von Gefchwindigkeit umſetzen ober durch biefe verwerthen. 

Es ift aber einleuchtend, baß ber Zuftand unferer Bewegung in 
jedem Augenblicke berfelbe ift, daß alfo bie Richtung ber bewegenden 
Kraft in jedem Augenblicke biefelbe Lage haben muß gegen die Richtung 
der Bewegung ober Geſchwindigkeit, und leicht zus fchließen, daß fie 
fortwährend fenkrecht zu biefer Richtung fein muß. Denn wegen ber 
Unveränderlichkeit der Geſchwindigkeit ıft Kein Grund bafür vorhanden, 
daß die bewegende Kraft mehr zum Vortheil als zum Nachtheil der 
Geſchwindigkeit wirken follte, oder umgekehrt, während leicht zu fehen 
it, daß man in jeder andern Richtung als ber ſenkrechten bie Kraft 
zerlegen Tann in eine zur Geſchwindigkeit fenfrechte Gomponente, unb 
in eine, welche wie fie Länge der Tangente thätig tft, und daß biefe 
Ichtere zu Bunften ber Geſchwindigkeit wirken und dic Bewegung befchleuni- 
gen wird, wenn ber Winkel zwiſchen ber Richtung der Kraft und ber 
Geſchwindigkeit ein ſpitzer ift, daß fie dagegen die Geſchwindigkeit vers 
mindern muß, wenn biefer Winkel ein ftumpfer ift, wobei bie ſenkrechte 
Componente, wenn fich dieſe beiden Winkel zu 7. ergänzen, biejelbe bleibt 
und offenbar in beiden Faͤllen die gleiche Wirkung äußern muß, und es 
folgt daraus nothwendig, daß auch die Wirkung ber ganzen Kraft eine 
bejchleunigende ober eine verzügernde fein müßte, wenn fie eine andere 
Richtung gegen die Geſchwindigkeit hätte, als bie ſenkrechte. 

Die Kraft R oder N tft alfo nothwendig, wie bie Gomponente N’ 
normal zur Bahn, d. h. fortwährend gegen ben Mittelpunkt des Kreijes 
gerichtet, in dem ſich ber materielle Punkt bewegt, unb die von ihr be- 
wirkte Richtungsänderung ift bie Folge ihres Beftrebend, den Bewegten 
jenem Mittelpuntte zu nähern ober ihm eine gegen den Mittelpunkt ge⸗ 
richtete Geſchwindigkeit zu ertheilen. Diefe Geſchwindigkeit iſt aber in 
jedem Augenbiide Null, weil diefe Bewegung gegen den Mittelpunkt 
in jedem Augenblide anfängt, ober im Entfichen begrif- 
fen ift, und bie Wirkung ber Kraft N kann befhalb mit der Wirkung 
einer gegen eine feite Fläche gerichteten Kraft verglichen werben, welche 
ihrem Angriffspuntte ebenfalls feine Bewegung ober Gelchwindigkeit zu 
ertheilen vermag, bie aber in jebem Augenblide das Beftreben zeigt, 








u 
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ihm eine folche zu ertheilen, eine Wirkung, die wir bereitö mit bem 
Kamen: Drud bezeichnet haben. 

Nehmen wir nun, um bie analgtiichen Berhältnifie möglich einfach 
zu erhalten, die Ebene bes Kreifes, in welchen fich ber materielle Punkt 
bewegt, als Ebene ber xy an, legen wir bie Achfe der x durch beffen 
Miütelpunkt, welcher zugleich Anfangspunkt ber Goordinaten fein fol, 
und durch den Ort, in melchem fich ber Bewegte am Anfang ber Zeit t 
befindet, und bezeichnen wir feine conftante Gefchwindigfeit mit b, fo 
baben wir einmal die einfachen Beziehungen: 


” 


— 





s—bt , v=b 
und dann für bie Eoorbinaten des Bewegten am Ende ber Zeit t bie 
Werthe: 
bt b 


8 . 8 . pi 
x — r cos —:=fws— ,„ Y sin — =rsa — . 
r r r r 


Daraus ziehen wir für die Geſchwindigkeiten des Bewegten parallel zu 
den Achſen der x und der y die Ausdruͤcke: 


ds.s ‚bt ds 8 bt 
u. — — F sin - — —bsin— , u, — cos - —bws— 
dt r r r r 


welche durch Zufammenfekung wieder 
v=VYw2+ ob 


und durch neue Ableitung die Werthe der Kräfte X’ und Y” geben, 
namlich: 





= du __ dont ds md cos 

u * rd r T 

Y— du _ m — sin s ds — — m p⸗ sin — 
BT‘ rd — 


Diefe beiden Kräfte find demnach) bie beiden zu den Coordinaten-Achſen 
parallelen Somponenten einer Kraft R’ oder N’, welche in jeber Lage 
des Bewegten gegen ben Mittelpunft ded Kreifes oder normal zur Kreid- 
Iinie gerichtet iſt, und deren Intenfität durch 


— — h2 
ı __W’ __ ‚q ‚a __ — 
—DVVVV—— 


ausgedrũckt wird, während ber Werth für T, wie ſich dies von felbſt 
verficht, Null wird. Diefe Verhaͤltniſſe zeigen fich übrigens noch einfacher. 


—* 


und einleuchtender, wenn wir die Bewegung am Anfange der Zeit oder 
bed Bogens s, wo ſie dieſelbe tft wie am Ende ber Zeit t, betrachten, 
alfo in dem Augenblicke, wo ber Bewegte durch die Achfe ber x geht; 
beun man findet dann die Geſchwindigkeiten: 


w=0 , u, — b, 


welche zeigen, daß der Bewegte in der Richtung der Normalen in jedem 
Augenblicke die Geſchwindigkeit Null hat, und dann die Intenſität ber 
im Sinne ber Bewegung gerichteten Kraft T, bier Y’, , 


v0, 


während die Kraft X’, welche ben materiellen Punkt fentrecht zur Rich⸗ 
tung ber Bewegung abzulenken ftrebt, und demnach mit unferer Kraft R 
oder unferem Drude N gleichbedeutend iſt, durch ihren Werth für 
s—0: | 
2 
x ⸗ m = =R'=N 


das Maaß der conftanten und ber Krümmung = proportionalen Kraft | 


gibt, welche die Richtungsänderung hervorbringt,, welche alfo in Ber- 
bindung mit ber anfänglichen Geſchwindigkeit die Bewegung im Kreife 
erzeugt. | 
| Wir finden durch biefe Ergebnifle den Schluß am Ende bes vorigen 
F. beftättgt, daß bie normale Gomponente N’ die Richtungsänderung ber 
Bewegung zu bewirken bat und demnach mit ber Gomponenten N ber 
bewegenden Kraft R gleichbedeutend ift, daß folglich biefe ſelbſt und 
ihre Componenten X, Y, Z identifch find mit ber Kraft R’ und ihren 
Componenten X, Y', Z. Wir fohließen ferner aus den vorhergehenden 
Betrachtungen, daß eine Kraft, welche keinen Einfluß auf die Ge 
ſchwindigkeit ihres Angriffspunftes aͤußern foll, fenkrecht zu biefer Ge⸗ 
ſchwindigkeit gerichtet fein muß, und daß umgekehrt eine Kraft, welche 
ſenkrecht zur Geſchwindigkeit eines materiellen Punktes gerichtet tft, dieſe 
Geſchwindigkeit nicht ändert. 


S. 63. 


Derweilen wir noch einen Augenbli, ehe wir zu unfern allgemeinen 
Betrachtungen zurückkehren, bei bem vorhergehenden Ausbrude für bie 


283 


Kraft, welche die Richtungsaͤnderung bei ber gleichfürmigen Bewegung | 


im Kreife bewirkt. Diefer Ausdruck zeigt unter ber Form: 


N-mb..® , 
r 


daß der Druck N in jebem Augenblicke fich zu ber Bewegungsgröße mb 
des Bewegten verhält, wie bie Geſchwindigkeit zum Krümmungshalb- 
mefler r, und führt uns zu bem weitern Schluffe, daß dieſes Verhaͤltniß 
auch bei ber Bewegung in jeber andern krummen Linie ftattfinden wird. 
‚Denn in jedem Augenblicke Tann man fi}, wie ſchon im F. 31 ber 
Ginleitung ausgefprochen wurde, bie Bewegung in bem Krümmung $- 
kreiſe vor fich gehend denken, welcher dem Orte bes Bewegten in feiner 
Bahn angehört, und in welchem er die Geſchwindigkeit v ober bie Be⸗ 
wegungsgröße mv beſitzt, mobet es offenbar gleichgültig iſt, ob fich biefe 
Bewegungsgröße während der Bewegung ändert ober nicht, ba fie für 
jeden Krümmungskreis nur eine einzige beftimmte fein kann. Man er= 
erhält auf dieſe Weiſe als Maaß ber Kraft N am Ende ber Zeit t, 
wo bie Geſchwindigkeit des Beivegten v ımd an einem Orte ber Bahn, 
wo der Kruͤmmungshalbmeſſer o tft, ben Ausdruck: 

Ä Neem. — m“ , 
| 0 0 
welchen man auch unter die Form: 


N=mv?x 


‚bringen, unb als Product aus der lebendigen Kraft des Bewegten in 
die Krümmung ber Curve betrachten Tann, 

Dieſe Folgerung wollen wir fogleich auf die Bewegung eines materiellen 
Punktes in einer Parabel anwenden, indem wir bas Geſetz biefer Be— 
wegung durch die Bedingung beſtimmen, daß bie Bewegung feiner Pro⸗ 

jerlion in einer zur Achſe der Parabel ſenkrechten Geraden (der Achſe 
der y) eine gleichförmige ſei. 

Die Gleichung der Parabel auf Achſe und Scheitel bezogen, hat 
bie dorm: 

y2 2px, 

” bie eben ausgefprochene Bedingung gibt: 

y=bt, 


wo b die conſtante Geſchwindigkeit der Projection in ber . A der y 
bexeichnet. Elimintrt man mittels ber letztern Gleichung y aus ber 
erſtern, fo folgt: 


+ 


— ⸗⸗ 


— b? 2 
x = Sp 13 ’ 
und man fhließt daraus, baß bie Bewegung ber Projectton des Be 
wegten in ber Achſe ber x ober in der Achſe der Parabel eine gleid- 
fürmig befchleunigte if. Diefe beiden Gleichungen geben damn weiter: 


dx __b? dy 





unb bamit: 
ve— h2 (147°) — (14 


Berner erhält man für die Gomponenten X und Y die Werthe: 


d.ı m d.uy, 
Ä=m 1 > m ‚, YJ=m 11 


welche zeigen, daß bie beivegende Kraft R mit der Gomponenten X 
gleichbedeutend tft, daß dieſelbe demnach eine unveränberliche Kraft und 
ihre Richtung fortwährend parallel zur Achſe ber Parabel tft, und bamit 
für die nach der Tangente gerichtete Kraft T den Ausdrud: 


2 
= Zen — — 


“ " 


oder da fih aus der Gleichung ber Parabel 


| 

| 

dy_P_ Pr 
dı y a 2x | 
| | 


m? 2x.» | 
oo py Hr 
| 
| 
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ergibt, den Werth: 


Man hat aber auch 
dv pd.Yp+b® ) pet 
T=m— =m — — m — — — * 
dt . p dt | p Vr’+ h2:2 


und demnach mittels bes Werthes von x in t, T wie vorher. 


ER. 


Die Krümmung x = n wird für eine ebene Curve nach F. 30 
der Einleitung durch 


ausgebrüctz zieht man alfo aus der obigen Gleichung ber Parabel oder 
aus ihrem erften Aenderungsgefebe das zweite: 


VB}: — 
, 
dx? dx 8x3 


ſo findet man nad den nöthigen Rebuctionen und ohne Rüdficht auf 
das Qualitätszeichen für die Parabel die Krümmung: 


1 
| Vor 


und bamit und dem Werthe von v? den Drud N 





2 

I 

B 
»|% 

| 

=|& 

|< 
» 1 
In 
= 


Endlich hat man noch für bie bemgene Kraft R bie Beziehung: 


R=YT2+N?, 
| und mit ben gefunbenen Werthen folgt u 
| p2 
R=m—=X 

Ä pP 
- für jeden Punkt der Curve, wie vorher. 
| Für den Scheitel insbeſondere wird 
| T=0 , N=R=m-— 


; und in bem Punkte, befien Goordinaten 1-2 pP, y=Pp find, alfo im 
| 
Endpunkte der im Brennpunkte errichteten Orbinate, tft 


— — — — 


1 h? — 
———— V?=N, 
was auch leicht fo einzufehen if, ba in biefem Punkte bie Richtung 
ber Refultirenden R ben Winkel zwifchen der Tangente und Normale 
halbirt. 


§. 64. 


Kommen wir nun wieder zu den allgemeinen Geſetzen der freien 
Bewegung eines materiellen Punktes zurück, und erſetzen wir nun nad 
ben Grgebniffen ber vorhergehenden 66. in ben Gleichungen (a) 
6. 58 Die Kräfte X, Y’, Z’ durch bie Gomponenten X, Y, 2 
bewegenden Kraft R, fo erhalten wir bie Gleichungen: 


in 
ber 


d. u, d?x 
a mit 
d.y _ diy 
68.) mn, man‘ 
d. u, d?z 
dı2 =na; mi 


als die allgemeinen Beziehungen zwiſchen ber Geſchwindigkeit bes Be⸗ 
wegten ober ihren Componenten, ber Rage besfelben und ber beivegenben 
Kraft ober ihren rechtwinkligen Componenten am Ende ber Zeit t, ober 
als bie allgemeinften Sleichungen ber genannten Bewegung. Die Gleichung 
(b) ober der Werth von T in $. 60 wird in gleicher Weiſe, und mit 
Beachtung der Gleichung (65): 


— Is _ dz 


und zeigt, daß bie Geſchwindigkeit bei einer krummlinigen Bewegung 
ſich nach demſelben Geſetze ändert, wie bei einer gerablinigen, bei wel⸗ 


cher die beivegenbe Kraft in jedem Augenblide burd bie tangentiale 


Gomponente R cos I ber Kraft R, welche dieſe Trummlinige Bewegung 
veranlaßt, vorgeftellt wird, wobei 9 den veränderlichen Winkel bezeichnet, 
ben bie Richtung biefer Kraft mit ber Tangente in bem Punkte xys 


ber Bahncurve oder am Ende ber Zeit ı bilbet. 

Die normale Gomponente R sin$ ober N, welche die Aenberung 
in ber Richtung ber Bewegung ober Die Geftalt der Bahncurve 
bedingt, ergibt ſich nun einfach anf folgende Welle. Sind A, u, v 
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bie Winkel zwiſchen ihrer Richtung und ben drei Achfen, alio N cos A, 
N cosu, N cos» ihre rechtwinkligen Seitenkraͤfte parallel zu biefen 
Achſen, fo wie Tcosl, Tcosm, Tcosn bie entiprechenden Settenfräfte 
ber Kraft T find, fo hat man nach 6. 12 

X=Tcoosl +N cos 

Y=Tesm+Ncosu \. (c. 

Z=Tcosn +N cos» 


j Setzt man nun für X, Y, Z zuerft ihre obigen Werthe unter die Form: 

















d.ydz 
X_m! U _ ds 
gg TI 
dy 

nd ar) (d 
Ta dt 
dz 
nu _ 0 
de dt 


und führt dann bie angebeuteten Ableitungen aus, woburd man mit 
ber Beachtung bes Werthes: T—m = die Sleihungen: 





1 dx d dx 
"ds dx dr des dı 
L=aı gt an tr 








’ dy d dy 
— u un d 
Y=m}y 2 PR BR ds +TZ 





A dz q dz 
"ds  dz dv “ds dz 
za Grant ae 


findet, und erinnert fih, daß man hat: 


dx dy _dz 
cos] = j cos m — j er Pr 
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2) In den meifien Faͤllen ift jedoch bie Größe und Richtung der 
bewegenden Kraft gegeben und die Art der Bewegung ſowie die Geſtalt 
ber von dem Bewegten beichriebenen Bahn zu ſuchen; babel muß aber 
bie Lage und Geſchwindigkeit des Bewegten in einem beſtimmten Augen- 
blicte oder am Anfang der. Zeit (bie anfängliche Lage und Geſchwin⸗ 
digkeit) bekannt vder gegeben fein, wenn bie Aufgabe eine beitimmie 
fein ſoll. 

Iſt dann bie Kraft eonflant ober als eine Function der Zeit u 
gebrädt, fo wird Died auch für ihre Gamponenten ber Fall fein, 
bie Gleichungen (68) Firmen unmittelbar und einzeln integrirt 
Dasſelbe findet noch ſtatt, wenn die Kraft eine ſolche Function der drei 
Coordinaten bed Bewegten iſt, daß jede ber Componenten X, Y, Z 
nur eine Function von ber entſprechenden der Veraͤnderlichen x, y, 2 
wird. Sn allen diefen Fällen kann man demnach bie Beivegung des ma- 
tertellen Punktes parallel zu einer ber Achfen ganz unabhängig von ben 
Bewegungen betrachten, welche er parallel zu ben beiden andern Achſen 
zu haben fcheintz feine Bewegung Farm auf drei einfache von einander 
unabhängige gerablinige Bewegungen zurudgefahrt, ober in dieſe gleich⸗ 
ſam aufgelöſet werden. 

Sind dagegen die Componenien x, Y, Z gleichzeitig Functionen 
der drei Beränderlichen x, y, z, fo können bie Gleichungen (68) mr 
in gegenfeitiger Verbindung angewendet werben, wie dies fchon bei ben 
Gleichungen (69) und (70) der Fall iſt. Die Bewegung ber Pro- 
jection bes bewegten materiellen Punktes tn der Achſe ber x tft zwar 
noch immer biefelbe, als wenn an demſelben in jedem Augenblide nur 
eine ber Seitenfraft X gleiche bewegende Kraft thätig, und feine an- 
fängliche Geſchwindigkeit die zu biefer Achfe parallele Componente ber 
wirklichen anfaͤnglichen Sefchtwinbigkeit geweſen wäre; aber jene Seiten- 
kraft X ändert ſich gemäß ber Bewegungen ber Projectionen in ben 





beiden · andern Achfen, und biefe Bewegungen Können deßhalb nicht mehr 


unabhängig von einander ımterfucht werben. 
Dasfelbe würbe, wie leicht zu fehen, auch bamm ftatifinden,, wenm 
die Refultirende R eine Function ber Geſchwindigkeit wäre, aber nicht 


diefelbe Richtung hätte, wie biefe. Denn wenn bas letztere der Fall tft, 


fo wirb die Componente N Rull und 
en, 


die Bahn bes Bewegten alfo eine gerabe Linie, deren Lage Durch bie 
Richtung ber anfänglichen Geſchwindigkeit bebingt iſt. 


| 
| 
| 


u 
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Die Gleichungen (69) und (70) oder die Werthe der Eomponen- 


ten T und N werden indeffen mit Vortheil nur dann angewendet, wenn 


eine Beſtimmung über die Lage ber Refultivenden in Bezug auf die 
Tangente getroffen ifi, wenn man alſo aus dem gegebenen Werthe von 


__R unmittelbar auf die Werthe von T und N fchließen kann; in allen 


übrigen Fällen führen fie wegen ber verwidelten Beziehungen zwilchen 
ben Eoordinaten, dem Bogen und dem Krümmungshalbmefler auf fehr 
zufammengefeßte, ſchwer zu behandelnde Ausdrücke. Dan hat deßhalb 
aus den obigen Gleichungen andere abgeleitet, welche für beſondere Auf- 


. gaben leichter zum Ziele führen, welche namentlich bei den in der Natur 


vorkommenden Bewegungen am meiften Anwendung finden und zugleich 


wegen ber allgemeinen Geſctze, die ſie ausbrüden, von Wichtigkeit find. 


$. 66. 
Verbindet man nämlich, wie bei der gerablinigen Bewegung ($. 47) 


> 


die Gleichung (69) mit der Gleichung (65), fo ergibt ih: 








dv 
I _ —— dv 
v ds ds 
dt 
‚oder: 
navi It 
ds 2 *3605 
mb denmach durch Integration: 
ydy dz 
2 — — —— — 
4. mv 2 [a.T= je +r242%), 


wo T ſowie bie Gomponenten X, T, Z und bie Goorbinaten x, y, z 
als Functionen bed Bogens s zu nehmen find. Iſt dann für 10, 
8 — 503 V vo- ſo hat man als allgemeines Integral: 


mv antaafint- Ahle: 44 +2%2) . 


| Diefem Ausbrude kann mai noch eine einfachere Form geben, wenn 


— —— ——— —ñ — ————— — 77mm 7 


man, wie bei den virtuellen Geſchwindigkeiten, die Projection des kleinen 
Bogend As, ben ber Bewegte in ber kleinen Zeit 41 beſchreibt, ober 


feiner Seime. Aw auf bie Bicstung ber Kraft R in bem Buntte xyz 
19* 


— — 


mit Ar bezeichnetz nimmt man nämlich das Verhaltniß dieſes Bogens 
As zu dem Producte aus ber Kraft R in-ihren Weg Ar, fo wirb 
wie in F. 34 (31): 


‚RIir „dr „dx dy , „ds 
Auf: vr —=R 1s —X F +’ +25, 7 , 
alſo auch 
, dr 
71.) nun [ann . 
Ss 


Um biefes Geſetz in Worte einzufleiden, nennt man einmal, wie ſchon 
früher in F. 46 bemerkt wurde, das Probuc mv? die Tebendige 
Kraft des Bewegten, und das Product RAr aus ber Sntenfität der 
Kraft in bie Projertion Ar bes Heinen Bogens As auf die Richtung 
berfelben, oder bas Product aus der Kraft in ihren Weg, das 
ähnliche Product alfo, welches wir bei ber Lehre vom Gleichgewicht 
virtuelles Moment ber Kraft genannt haben, heißt nun Arbeits— 


änderung ber Kraft R; das Product R TE ft denmach das Aende— 
rungsgefeb biejer Arbeit in Bezug auf bie Anderung bed Bogens », 


und das Integral: 
8 
d r ⸗ 
fi 8. Rz 
Se . 


drüct die ganze Arbeit ber Kraft in ber Zeit ı ober für ben 
s— 5, aus. Man kann damit bas in der obigen Gleichung enthaltene 
Geſetz To ausfprechen: 

Die Zunahme bed Bewegten an lebendiger Kraft if 
für eine gegebene Zeit glei ber doppelten Arbeit ber 
bewegenden Kraft in diefer Zeit. 

Es ift ſchon darauf aufmerkfam gemacht worden, baß wir in bem 
obigen Ausbrude Ähnlichen Größen und Berbältniffen begegnen, welche 
wir bei dem Princip der virtuellen Geſchwindigkeiten angewendet haben; 
es muß baher noch auf ben Uinterfchleb Hingebeutet werben, welcher zwiſchen 
beiden Betrachtungen und in Folge deſſen in ber Bezeichnung flattfinbet. 
Bei der Betrachtung ber virtuellen Geſchwindigkeiten iſt 45 der belie⸗ 
bige Weg, welchen ber freie materielle Punkt vermöge irgend einer 
Heinen Kraft, die man an ihm angreifen laͤßt, in ber Heinen Zeit 
Ar beſchreibt, oder ben man ihr in Gebanfen Tann befchreiben Taffen, 
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weßhalb denn auch ber Anfangswertt des Berhältniffed von As zu PAp 
durch das Zeichen d angebeutet wurbe, während in dem Falle, ber uns 
jest beichäftigt, 13 ber eine beſtimmte Weg tft, ben ber materielle Punkt 
vermöge ber an ihm angreifenben Kräfte in ber Meinen Zeit At 
zurüdlegen muß und wirflich zurüdlegt, und man wird nad) dem Vorher⸗ 
gehenden einfehen, baß jenes Prinzip nur mit andern Worten fagt, im 
Ball des Sleichgewichtes fei bie Arbeitsänberung ber an 
einem Punkte angreifenden Kräfte für jebe Ortsverän- 
berung besfelben Rull, oder müſſe Null fein. Im Nebrigen 
finden aber, wie ſchon bemerkt, zwiſchen ben Gomponenten und ihrer 
Refultivenden und ber Arbeitsänberung für eine jede biefelben Beziehun- 
gen flatt, wie bei ben virtuellen Momenten; denn wir werben nach 
unſerer jebigen Borftellung die Producie XAx, VAY, ZIz cebenfo 
als Arbeitsänderung ber Gomponenten X, Y, Z erllären, wie wir 
das Product RAr Arbeitsänderung ber Refultivenden genannt 
haben. Wir können daher fagen: 

Das Aenderungsgeſetz der Arbeit ber Refultirenden 
if dem Aendberungsgefete für bie Summe der Arbeiten 
aller Kräfte glei, 
unb werben baraus den Schluß ziehen, baß fich bie Aenberungsgefehe 
ber Arbeiten ber Kräfte auf biefelbe Weiſe zerlegen und zufammenfeben 
laſſen, wie dieſe Kräfte felbft. 


S. 67. 


Nehmen wir in bemsobigen Ausbrude R als eine unveränberliche 
Arafi an und feßen auch ihre Richtung als beftändig voraus, fo daß 


TE mar eine Bunction von s wird, wie bies 3. B. ber Fall if, wenn 
R das Gewicht des materiellen Punktes vorftellt, fo haben wir 


mv? — mv2=2R(r—r,); (7. 


die Arbeit ber Kraft wird alfo in dieſem Falle einfach durch das Pro⸗ 
ans der Kraft in bie Profection bes von dem Bewegten zurück⸗ 
gelegten Weges auf ihre Richtung ausgebrüdt. 
So haben wir in bem in 6. 63 ausgeführten Beifpiele ber Bewegung 
in einer Parabel für bie lebendige Kraft bed Bewegten am Ende der 


m®=ma+ zu 
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gefunden, und für bie Sntenfität der bewegenden Kraft, welche confkımt 
und immer parallel zur Achfe der Parabel gerichtet war, 


2 
R= m. 
p 


Am Anfang der Zeit oder im Scheitel ber Parabel war aber bie 
Geſchwindigkeit des Bewegten a, ed war demnach der Zuwachs an 
lebendiger Kraft 


ga? 
mv? — ma?—=?2m —xı 
P 


folglich derielbe, als wenn ſich der materielle Punkt länge der Achie 
der Parabel, ber Achſe der x, im Sinne ber Kraft bewegt hätte; benn 

e die Arbeit wächft, wie man fleht, in biefem alle nur mit der Abſciſſe 
x, d. i. mit ber Projection des von bem Bewegten beichriebenen Bogens 
auf die Richtung ber Kraft. 

Der ‚vorhergehende Ausdruck (72) für eine confante Kraft mit 
unyeränderlicher Richtung wird uns bazu dienen, bie Arbeit irgenb 
einer Kraft mit der Arbeit eines Gewichtes zu vergleichen, und zwar 
in ähnlicher IBelfe,, ‚wie mir das Maaß der fördernden Kräfte burch Die 
Betrachtung ber durch eine beitändige Kraft. erzeugten Sewegung und 
ihre Befchleunigung feftgeftellt haben. 

Zuvor will ich jeboch ben Begriff, der mit ber Bezeichnung: Arbeit 
zu verbinden tft, näher erläutern. 

Wenn eine Kraft an einem materiellen Punkte angreift, aber durch 
irgend eine Urfache verhindert wird, biefen Punkt in ihrem Sinne tn 
Bewegung zu feken, ober genauer und allgemeiner ausgebrüdt, etwas 
zur Benderung” feiner Geſchwindigkeit beizutragen, fo leiſtet fe in Wirk⸗ 
lichkeit Nichte, oder bach nichts Wahrnehmbares, db. t. feine Arbeit, 
ihr Beftreben, den Punkt zu bewegen, Tann nicht unmittelbar mwahr- 
genommen werben, und bringt nur einen Druck hervor, ohne dadurch 
den örtlichen Zuftand bes materiellen Punktes im geringften zu ändern *). 
Ein Gewicht 3. B., das auf einer feften wagrechten Ebene liegt, wird 
fo fange biefe Chene feinem Drucke widerſteht, ganz wirkungslos er- 
ſcheinen; feine Wirkung wird ſich erſt äußern, wenn die Ebene nachgibt, 
und das Gewicht in Bewegung fommt. Die Kraft muß alfo, um 


— — — — 


*) Man hat ſonſt auch eine ſolche unwahrnehmbare Wirkung im Gegenſatze zur 
wahrnehmbaren oder zur lebendigen Kraft, welche mit Arbeit homogen 
it, eine todte Kraft genannt. 


BB 


eine Arbeit zu verrichten, einen Weg maden, d. h. ihr An- 
griffspunkt muß fich jo bewegen, daß bie Projection feines Weges auf 
bie Richtung ber Kraft nicht Null tft, oder daß ber Anfangswerth bes 
Verhältniffes zwifchen dem wirklichen Wege und feiner Projection auf 
bie Richtung ber Kraft nicht Null if. Dies wäre 3. B. ber Kal, 
wenn fich ein ſchwerer materieller Punkt auf einer feſten wagrechten 
Ebene bewegt, in Beziehung auf fein Gewicht, und es iſt leicht zu 
ſehen, daß biefe Bewegung bdiefelbe fein wird, als wenn ber materielle 
Punkt nicht ſchwer wäre *); fein Gewicht Ietftet folglich keine Arbeit. 
Wir verftchen demnach unter Arbeit die Wirkung, melde 
eine Krafthervorbringt, während fie einen gemiffen Weg 
macht, und nach bem Vorhergehenden wird e8 nun einleuchten, daß 
bie Arbeit einer conftanten Kraft von unveränderlicher Richtung nur na ch 
ihrem Wege ober nach ber Projection des von ihrem Angriffspunfte 
befehriebenen Weges auf ihre Richtung bemeffen werben kann, wie dies 
auch aus der Gleichung (72) hervorgeht. Es müffen aber bei gleichen 
Wegen die Arbeiten zweier folchen Kräfte ſich auch wie biefe Kräfte 
felbft verhalten, und demnach allgemeiner die Arbeiten zweier conftanten 
Kräfte von unveränbderlicher Richtung in bemfelben Verhältniffe ftehen, 
wie bie Producte aus ber AIutenfität der. Kuäfte in ihre Weqe. Be- 
zeichnen dentnach A und A, die. Arbeiten der Rräfee Fand R, für bie 
Wege 1 umb 1,, fo hat man Ä 


0 Ach, =PltPl 


wobei es gleichgültig ift, ob dieſe Wege ober jene Arbeiten in gleichen 
ober verfchtebenen Zeiten gemacht ober geleiftet worden **), 

Nehmen wir baher diejenige Arbeit A, ald Einheit für bie Arbeit, 
als Arbeits-Ginheit an, welche von ber Einheit ber Kraft geleifte 
wird, wenn fie die Einheit bes Weges macht, fo haben wir zugleich 

A=1 , P=1.,: 1: 


‘ 


) Wenn zwiſchen dem materiellen Punkte und der Ebene Reibung fattfindet, 
fo iſt dieſe wohl eine Folge feines Gewichtes oder vielmehr des Drudes anf 
die Ebene; man nimint aber in ber Borftellung von dem GSewichte gänzlich 
Umgang, und briagt die ‚Reibung als eine. unadfängige ennfnate Kraft in 

ung. 

) Go inkefen. bie Inen ſuat ‘einer Rudi nach einer gr: ihr eh·ic Arbeit 
benrtheilt werben; jo muß allerdings ‚gefragt: werden, in: welcher Zeit dieſe 
Arbpit geleiſtet, wurde, und mode Arbeit vn von ihr in der Binheit 
ber Zeit geleiſtet wird. en | 


Pa | r , 


MR 


und denmach 
A=Pl 


als Maaß für die von einer Kraft P, welche in ber Zeit t ben Weg I 
macht, in biefer Zeit geleiftete Arbeit. Nach unſerm Maaßſyſtem, in 
welchem bad Kilogramm die Einheit für bie Kraft, der Meter bie 
Einheit für bie Länge tft, wird baher bie Arbeits-Einheit bie 
jenige fein, welde ein Kilogramm Teiftet, bag in loth— 
rechter Richtung 1 Meter zurücklegt. Wir wollen biefe Arbeit 
ein Meterfilogramm uennen, und demgemäß unter jeber andern 
Arbeit, alfo unter jebem Probucte P1 eine gewiſſe Anzahl Metertilo- 
gramm verfiehen. 


Hinſichtlich der Homogeneitaͤt tft baun noch zu bemerfen, daß bie : 
Arbeit jebem Producte aus Kraft und Länge, alfo auch mit jedem Pro- 


bucte aus Mafle in Geſchwindigkeit und Länge, ober aus Maſſe und 


Fläche, oder aus Maffe und Duabrat der Geſchwindigkeit (lebendiger 


Kraft), u. |. w. homogen iſt, übereinfitimmend mit der Gleichung (72). 
6. 68, 


88 wäre nım nachzuweiſen, baf nad} ben vorhergehenden Beftim- 


mungen über dad Man ber Arbeit einer Kraft von 


Sntenfität und Richtung, das Aenderungsgeſetz für die Arbeit einer ber 
Stärke und Richtung nach veränberlichen Kraft in Bezug auf bie Aen- 


berung bes von ihrem Angriffspuntte befchriebenen Bogens durch 


ausgebrüctt wird; biefer Nachweis kann fehr leicht auf biefelbe Weiſe 
geführt werben, wie bei ber gerablinigen Bewegung das Maaß einer 
veränderlichen Kraft aus dem einer nicht veränberlichen abgeleitet wurde, 
unb mit Hülfe bes bei dem Beweiſe bed Princips ber virtuellen Ge⸗ 
ſchwindigkeiten angewendeten Verfahrens, 

Man kann ſich die Sache aber viel einfacher darſtellen, wenn man 
von ber Aenderung in der Richtung der Kraft Umgang nimmt; denn 


es iſt einleuchtend, daß bieje Aenderung auf das Aenderungsgeſetz der 
Arbeit Leinen Einfluß haben kann, ba biefes nur für einen befitmmien 


Augenblick oder nur für eine beſtimmte Lage bed Bewegten, alſo auch 
nur für eine beftimmte Richtung ber Kraft gilt. Derfelbe Schluß 
Konnte offenbar auch in Bezug auf die Intenfität ber Kraft R gemacht 
werben; es läßt fich dieſe indeſſen einfach genug tm Zufammenhange mit 


DL. 


ihrem Weg betrachten. — Laſſen wir nämlich ben Bogen s, am beffen 
Enbpunkt M der Beivegte am Ende der Zeit t angefommen tft, durch 
deſſen fernere Bewegung während ber Beinen Zeit At um Is wachlen, 
und bezeichnen wir bie Projection biefes kleinen Bogens auf bie Rich⸗ 
tung. ber Kraft R im Punkte M mit Ar, fo wird bie Aenderung IA 
ber Arbeit A während biefer Zeit At, während welcher bie Kraft R au 
um AR zugenommen hat, offenbar größer fein, als RAr und kleiner 
als (R--AR) Ar; man hat daher wieber,, wenn a einen Achten Bruch 
bezeichnet, die Sleichung: 
AA=(R+aAR)Ar 
und bie Verhältniife: 
AM Ar 
woburch fich in bem Punkte M ober xyz, wo AR Null wird und 
j „dä Ar „aA dr 
bie Berhältuifie: 73’ 28 ihre Anfangswerthe: is’ 1, erhalten, das 
Aenderun : 
gsgeſet dA är 
ds ds’ 


ergibt, worin A, R mb r ald Zunctionen von = zu betrachten find. 


$. 69. 


An dieſes Aenderungsgeſetz unb bie Gleichung (71) knüpfen fich 
uun folgende einfache Schlüſſe: 


IR der Ausbruit RT: Null, fo Tann entweder R. ober — Null 


fein; im erſten Falle halten ſich bie Kräfte an dem Bewegten das 
Gleichgewicht, im zweiten, iſt, wie in 6. 34 gezeigt wurde, bie Richtung 
ber Refultivenden fenfrecht zur Richtung ber Bewegung. Sol dann bie 


Borausfehung: — für die ganze Bewegung ober für jeden Werth 
von t flattfinden, fo erhalten wir durch die Gleichung (71) 
n?2—ny2==(0 ,„. v=Ww, 


und demmach jedenfalls eine gleichfürmige Bewegung, unb zwar ent- 
weder eine gerablinige gleichfürmige, für welche R=0 iſt, oder eine 


trummlinige gleiäförmige, für welche {7 — O fein muß, bei welcher alfo 
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Die Michkung. ber Kraft fortinäfeend ſenkrecht zur Ridkteng ber Bewegung 
Weibt. Die Kraft wird daher in dieſem Falle mit ihrer Gomponenten N 


gleichbebeutend, und ihre Sntenfität nad} (70) der Krümmung Pr ber 


Bahnenroe proportional fein. Der einfachfte Fall einer folchen Bewegung 
iſt bie oben ſchon betrachtete gleichförmige Bewegung im Sreife, und 
wir ſchließen aus dem Borhergehenben weiter, ba bie bloße Aenbe 


rung ber Richtung einer Bewegung feine Arbeit fft, fon 
bernnurein Drud, übereinftimmend mit der in $. 62 ausgefprochenen 


Anfiht. In der That Tann man auch bei ber ebengenamnten Bewegung 
im Kreiſe, ohne fie zu ändern, die Kraft durch einen Faben von unver- 
änberlicher Ränge erfeht denken, mittels deſſen der Bewegte mit dem 
feften Mittelpuntte der Bewegung verbunden iſt, was nie bei einer 
arbeitenden Kraft gefihehen kann. Bei ber gleichförmigen Bewegung 
in. andern krunmen Linien müßte ber Faden, ber bie Kraft erſetzt, in 
jedem Augenblide die Länge des entiprechenden Krümmungshalbmeffers 
haben; er müßte fi alfo an die fefte Evolute ber zu beithreibenden 
Bahn anlegen und bei der Bewegung von ihr abwickeln. 


Wenn das Aenderungsgeſet Rz nur tin beftimmten Punkten ber 
Bahn Null wirb, in welchen dann ie vorber die Refultirende entweder 


Null’ oder fenkrecht zur Bewegung gerichtet ft, fo gibt die Gleichig 


(71) für diefe Punkte die abgeleitete: 


und biefe drückt wie man weiß auch die Bedingung aus, baß in den 
betreffenden Buntten die lebendige Kraft einen größten 
ober Eleinften Werth hat, Sollte fi aber ber Bewegte mit ber 
Geſchwindigkeit Null von einem folchen Punkte aus zu bewegen anfan- 
gem, jo würde er im Falle, dag R—O ft, an Diefem Orte in Ruhe 


bleiben, im zweiten Falle Dagegen, nämlich wenn dr _ *0 waͤre, un⸗ 


ds 
mittelbar der Richtung ber Kraft folgen. 
Findet man endlich für einen beſtimmten Punkt der Bahncurve den 


Ausdrud: _ | 
a 8 
je Rz —0, 
So | 


fo Hat man für biefen Pankt 
| mr — mv3—=0 , vw , 
und der Bewegte befist feine anfängliche Geſchwindi keit wieder die 
bewegende Kraft Hat folglich in: der Zwiſchenzeit ihre eigene Arbeit durch 
Gegentwirkung. wieder verzehrt, ober gleiche und augegengeſette: Arbeiten 
geliefert. 
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Der zuletzt berührte Fall gehört indeſſen einem viel allgemeineren 
Geſetze an, welches in ber Gleichung (71) enthalten tft. 

Sind nämlich bie Componenten X, Y, 2 ſolche Functionen ber 
Goordinaten x, Dun Dep de — 


| Yızz 


das vollftändige Keen he —* me breit Beränderlichen 
darſtellt, daß man alio ji 
d.F(x,y; 2) 


+17 +1 = ds 


wo F(x, y, eine beliebige Function der Zeranderlichen x, Y. 
bezeichnet, ſo gibt Die Gleichung (71) den: Ausdruck: | 


mY-- my? = 2F(x, y.3)—2F(x, Yo» 2) » (9. 


in welchen x,, Yo, 20 die Werthe der Goprbinaten x, y, z am An- 
fange der Zeit vorflellen, und aus welchem man ſchließt, baß unter ber 
gemachten Vorausſetzung bie lebendige Kraft, alfo auch die Geſchwindig⸗ 
feit des Bewegten immer wieder biefelbe wird, fo oft bie Function 
F(x, y, z) diefelben Werthe wieder erhält, daß demnach die Tebenbige 
Kraft. nur son ber Bage des Bewegten am Ende der Zeit, und nicht 
von dem Wege abhängt, den er ſeit dem Anfang den ‚Zeit zurückgelegt 
bat. — Man hat diefem Sage ben Namen: Princip von ber Er— 
haltung der lebendigen Kraft gegeben. ; 

Die diefem Princip gu Grunde liegende Boralsfekung findet wirklich 
ftatt in allen Fällen, wo nur foldhe Kräfte an dem Bewegten en 
deren Richtungen in jeder Lage desſelben durch fefte Punkte geben, und 
deren Snienfität eine Function ber Entfernung des Bewegten von Dem 
entfprechenden feſten Punkte iſt. 

Um birs zu beweiſen, fein a, b, ec bie Goorkinaten des ‚erften 
dieſer feſten Punkte, Durch: welchen de Richtung ‚ber Kraft R in jeber 


/ 


Lage des Bewegten geht; die Gntfernung r bes letztern von jenen: feflen 
Punkte wirb an einem Orte, beffen Goorbinaten x, y, 2 find, durch 
bie Gleichung: 

R=(x—a)?+(y—b)?+(z— co)? 
—— und bie zu ben Goorbinaten=Achfen parallelen Componenten 
ber Kraft R find: 


—b 2—c 
* FRI . £R — 











FR— 


I 


wo gleichzeitig entweder bie obern ober bie ımtern Zeichen genommen 
werben, je nachbem bie Kraft R ihren Angriffspunkt dem feften Bunte 
nähern ober ihn davon entfernen will. Des Theil bes Ausdruckes: 
dx dy dz 
KastYıs t7d y 
weldyer von ber Kraft R berührt, wirb demnach 
+ [a9 240-9740-9%], 
und da ans bem obigen Werte von r? das Henberumgsgefeh: 
— 40-)140-0) 
folgt, fo nimmt berielbe die Form: 


an, welche fogleich zeigt, daß wem R, wie oben vorausgefeht wurbe, 
nur eine Function vom r tft, Das Integral: 


ps dr r 
| ar, in fürn 
B% Tr, 


übergeht, wenn man r felbit als unabhängige Veränberliche nimmt, 
und daß es folglich das Integral einer Yuncion von einer einzigen 
Beränderlichen wird. 

Für die übrigen Kräfte R’, R”, etc. erhält man natürlich Inie⸗ 
grale vom ähnlicher Form, unb bie Gleichung (71) wird bamit 





a 


"arm ir R72[& r.RKr 2|ür.n ze R’r 


ober einfacher: 
—E— (74. 


Fo 


worin nun bie Kräfte, welche ihren Angriffspuntt von bem entiprechen- 
ben feften Punkte entfernen, ober bie Entfernung r vemgrößern wollen, 
als pofitive, Diejenigen bagegen, welche ben Abftanb r zu vermindern 
fireben,, als negative Größen eingeführt werben müſſen. 

- Daß übrigens auch die Fälle hieher gehören, bei welchen bie Kxaft 
eine unveränberliche Intenſitaͤt und Richtung hat, wirb von ſelbſt ein⸗ 
leuchten. 

6. 71. 


Die zweite der erwähnten allgemeinen Gleichungen, melche fich 
durch bie Berbindung der Gleichungen (68) ergeben, erhält man einfach 
auf folgendem Wege. 

Man multiplicirt bie erſte jener Gleichungen (68) mit y, bie 
zweite mit x, und zieht das erfte Product vom zweiten ab; dann nimmt 
man Die Differenz zwiſchen ber erften, nachbem fie mit 2, und ber 
dritten, nachdem biefe mit x multiplicirt worden iſt; ebenfo verfährt 
man mit der britten umb zweiten, von benen man bie erftere mit y, 
bie Ießtere mit = multiplicirt, unb gelangt fo zu den ganz allgemeinen 


Gleichungen : 
(IN - m), 
m TE — m)=ir— 1, | (73. 
(a ae) ir Ve. 


Die Bedeutung biefer Sleichungen kann erſt fpäter klar dargelegt 
werben, was im zweiten Buche bei ber Bewegung eines feſten Syſtems 
gefchehen Toll; für jebt möge es genügen anzubeuten, daß bie obigen 
Gleichungen die Bewegung bed materiellen Punktes hauptfächlich info- 
ferne barftellen, als fie um den Anfangspunkt ber Goorbinaten 





ſtattſindet, alfo infoferne, als fie wie eine drehende Bewegung anzufchen 
iſt. Werner Tann bemerkt werben, daß in einer jeden dieſer Gleichungen 
ohne die Zeit nur zwei Beränberkiche vorlommen, und daß deßhalb in 
ähnlicher Welfe, wie bie Bleichungen (68) einzeln die Bewegungen ber 
Brojectionen des Bewegten in ben drei Soorbinaten- Achien vorftellen, 
burd die Sleichungen (75) bie Geſetze der Bewegung für die drei Pro: 
jeetionen bes Bewegten in ben drei Gonrbinaten- Ebenen ausgebrüdi 
werben, fo daß durch fie bie Bewegung in einer ‚beliebigen Trummen 
Zinte auf bie Bewegung in brei ebenen Eurven, welche offenbar bie | 
Profectionen DEE Bahn bes Bewegten in den drei Eoorbinaten ⸗ Ebenen 
find, zurüicigeführt oder gleichſam zerlegt wird. | 
Eine jebe der vorhergehenden Gleichungen ftellt alfo die Bewegung 
der Projection des Bewegten in ben betreffenden Goorbinaten = Ebenen 
um den Anfangspunkt vor, weßhalb fie ben anch eine einfachere Form 
annehmen, wenn man auf der Iinten Seite berfelben Bolarconrbinaten 
ſtatt der rechtwinkligen einführt. Bezeichnet man nämlich die Länge bes 
Fahrſtrahls in der Ehene der xy, b. h. bie Projection des Fahrſtrahles . 
im Raume auf diefe Ebene, mit r,, bie in den beiden andern Goordi- 
naten= Ebenen ebenfo mit r,, rz, ferner ben Winkel, welchen ber Fahr- 
ficahl r, in ber Ebene der xy mit ber Achfe der x bilbet, durch w,, 
ben, welchen r, in ber Ebene ber xz mit ber Achfe ber 2 bildet, durch 
Hg, endlich ben, melchen r; in ber Ebene der yz mit ber Achfe ber y 
einſchließt, durch ws, fo daß alle dieſe Winkel pofitiv find, wenn bie 
Bewegung in der entfprechenben Ebene von der barauf fenfrecht ftehen- 
ben pofitiven Achſe angefehen, von der Linken gegen bie Rechte, ober 
beftimmter, in dem Sinne, wie fid) ber Zeiger einer Uhr bewegt, vor 
ſich geht: mit dieſen Bezeichnungen erhält man in ber Ebene ber xy 
zwiſchen den gewöhnlichen und ben Polar- Coordinaten die Beziehung 
(Einleitung 8. 11): j 


y 
zo, 1 1 * 74 cos Wu 5; 


und damit bunfh bie erſte unb zweite Ableitung: 


da. 
x? x —.11_,Ix_, do 
dt dt dd "4° 





uns 


Aechnliche Ausbrücke geben bie Beziehungen: 
— =tang 0 ’ zung us , 


210060 , Y==T5008@5 , 


in ben Ebenen der xz und ber yz, wobei zwiſchen den Winkeln 2 
Ya, cug und ben Winkeln w und 3, durch welche bie Lage des Fahr⸗ 
ſtrahls im Raume beſtimmt wird, bie Beziehungen: 


‚tang P — tang w , tang wa — tang ꝰ c03w , OOlg. Wy = :tang Ksinw, 
und zwiſchen biefem Fahrſtrahl und feinen Profertionen die Gleichungen: 
n=rsiand, 13 — VIainꝰ $ sin! » rn —rV1— sin? $ 008? (0 


ftattfinden. "Die Gleichungen (75) nehmen damit die Form an: 





ii Ki — Xz — 21 (76. 
— — 





dt 
_ Br Ta 

unter welcher wir fpäter bei ber Unterfuchung ber Bewegung eines feften 

Syſtems um eine fefte Achfe Anwendung von ihnen machen werben. 

Hier wollen wir ihre Anmendung nur für den zwar nicht ganz 
allgemeinen, aber fehr ausgebehnten Fall betrarhten, wo die rechte Seite 
derſelben Null wird. 

Dieſe Vorausſetzung wird ſtattfinden, einmal, wenn die Reſultirende 
aller Kraͤfte fortwaͤhrend Null iſt, dieſe alſo ſich in jeder Lage des Be- 
wegten das Gleichgewicht halten, und zweitens, wenn die Refulticende 
immer gegen den Anfangspunkt der Coordinaten gerichtet: il. Denn in 
biefem Falle Fällt bie Richtung der Refulttrenden R mit ber des Fahr⸗ 
ſtrahles r zufammen, und bildet folglich mit ihren Componenten X, Y., 2 
biefelben Winkel, als jene mit ben entfprechenden Eoorbinnten= Achſen 
ober mit ihren Projectionen x, y, z tn beufelben: es fiehen demnach 
auch die Componenten X, Y, Z tn bemfelben Verhaͤltniſſe zu ihrer 


== Zy—Yız N 


® 





- MM 
Reſultirenden, wie bie parallelen Coerdinaten bed Bewegten zu den 
Vahrſtrahler, und man hat: 


X x Y_y LE 
R Tr R r 0 R r 
ober daraus 
R X V Z 
r x ı Tg: 
alte auch 
Yı-—-Xy=0 , Xsı—Zı=( , Zy—Yı=0 
wie behauptet wurde. 


Mit diefen Werthen gehen benn die Gleichungen (76) durch In⸗ 
tegration in folgende über: 
d 1077 


d d 
71.) mt, =0, 2 —G=0 m —G=0, 


wortn bie conftanten Größen C., Ca, Cz, bie anfänglichen Werthe ber 


veränbertichen ‚Srobucte: r,? I “4, eis. vertreten, und mit Beachtung 
ber oben aufgeführten Beziehungen zwiſchen ben Bolar = Coordinaten umb 
ben rechtwinklichen findet man baraus für bie letztern bie Gleichungen: 
x dy dx —C 
4 Od 





78.) i— —- ı  — G& 
/ 


Multipliciet man baum biefe drei Gleichungen ber Reihe nach mit z, y 
und x, fo gibt ihre Summe zwifchen ben Goorbinaten x, y, z bed 
Bewegten in irgend eimem Augenblicke bie Gleichung: 


79.) Gz+Gy+6x=0, 


und zeigt in biefer Form, welche bie Gleichung einer durch den An- 
fangspuntt gehenden Ebene vorftellt, baf die Bewegung Immer in einer 
Ebene vor fich gebt, deren Lage durch bie Gonftanten C, , C,, C, umb 
durch den Anfangspuntt beftimmt if. Offenbar muß biefe Lage auch 
durch bie anfängliche Richtung ber Kraft und ber Geſchwindigkeit be- 
ſtimmt fein, und da bie erftere immer durch ben Anfangspunkt acht, 


u 


(4 
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alſo immer in jener Ebene liegt, ſo iſt in der That kein Grund denkbar, 
weßhalb der materielle Punkt dieſe Ebene verlaſſen ſollte. 
. 2. 


Unterſuchen wir nun, welche Bedeutung ben Gonftanten C, ,_Cy, Cs 
unterlegt, und wie danach das Geſetz der Bewegung in jener Ebene 


ausgeſprochen werden Tann. 


Bezeichnet man bie Oberfläche des Sector BAM, Fig. 62, welcher 
durch den Fahrſtrahl r, tm der Ebene der xy vom Anfang der Zeit an 
beichrieben wurde, mit O,, fo hat man ald Aenderungsgefeb berjelben 
in Bezug auf die Aenderung bed Winkels w,, wie man fih in $. 42 
bes 2ten Buches überzeugen kan, 


und benmach als Aenderungsgeſetz in Bezug auf Be Zeit 
do, _1 „do, 
a 7 rꝛ di’. 
und in ähnlicher Weile ergeben fich für die beiden andern Coordinaten⸗ 
Cbenen die Aenderungsgeſetze: | 
40, 1 udn 40,1 „2don 
di- 2 4 as 2’? 
indem man die Oberflächen ber entiprechenden Sectoren DAM, und 


- CAM, mit O, und O, bezeichnet. Die Gleichungen (77) werben bamit 


umgewandelt in: | | 

d, _1,. do, 1 dos1 
dt 21?’ u 2 

und geben durch Sntegratton bie einfachen Geſetze: 
1 4 1 
yez6t ’ g=7 Gt 5) =z6t. (80. 
Die Sonftante C, brädtdemnac bie boppelte Oberfläche 
bes Sectors BAb aus, der von bem Fahrftrahl r, in ber 
Ebene der xy in der Ginhett der Zeit beſchrieben wird, und 
bie beiden andern Gonftanten C, und C, haben gleiche Bedeutung: für Die 
Bewegungen in den Ebenen der xz unb ber yz; bas durch bie vorher- 


gehenden Gleichungen ausgebrückte Geſetz der Bewegung läßt fich darnach 


fo ausſprechen: 
Decher, Handbach ver Meiganit 1. Ä 20 


“ 


MW 


Der materielle Buntt bewegt fi fo, daß bie Projec⸗ 
tionen feines Fahrfirahles r in ben drei Goorbinatem 
Ebenen Sertoren befhreiben, beren Oberflächen der Zeit 
proportional find. 

Bezeichnet man ferner die Oberflaͤche des Sectors DAM, ber von 
bem Fahrfirahl r vom Anfang ber Zeit an in ber Ghene ber Bewegung 
ſelbſt befchrieben wird, mit O, fo bat mau nach ber Lehre von ben 
Profertionen ber Flaͤchen 

02 — 08404103, 


und demnach mittels der Gleichungen (80) 
— 1 3 Ir. 
0=zVCr+6 +03%.t; 


das oben für bie Projectionen des Fahrſtrahles r ausgefprochene Geſetz 
findet alfo auch in ber Ebene der Bewegung jelbft flatt, wie dies übri- 
gend auch einfach daraus geichloffen werden Tann, daß wenn man bie 
Ebene der xy mit der Ebene ber Bewegung zufammenfallen läßt, ober 
was auf basjelbe hinauskommt, dieſe lebtere ſogleich als Ebene ber xy 
annimmt, die erfte ber Gleichungen (77), (78) oder (80) bie einzige 
Bleihung der Bewegung ift, da bie andern wegen r.—=0, 1,0 weg⸗ 
fallen. Man hat demnach in der Ebene der Bewegung felbft einfach 


81.) 0=2C0, 


indem man nım mit C bie boppelte Oberfläe YC,2 +0,24 C,° 
bes in ber Zeit- Einheit befchriebenen Sectors bezeichnet. 

Sn z. B. BC, Fig. 63, die Bahn des Bewegten und beren Ebene 
nun bie Ebene ber xy, und läßt man die Zeit von bem Augenblide 
anfangen, in welchem ber Bewegte bie Achſe der x in B fchneidet, fo 
wird berfelbe in den aufeinanderfolgenden Zeiteinheiten foldye Bogen 
Bm, mm, mm, etc. zurüdlegen, baß bie Sectoven BAm,, 
m, Am; , m, Am; , etc. gleiche Oberflächen haben, daß alfo die ganzen 
Sectoren BAm, BAm, , BAm,, etc. ber Zeit proportional find, und 
— C wird das Maaß der Oberfläche von einem jeben der kleinen Sec⸗ 
toren fein, 

Umgekehrt laͤßt fich leicht fchließen, daß wenn bie oben ausgefprochene 
Bedingung für die Bewegung eines materiellen Punktes erfüllt iſt, wenn 
-ber Fahrſtrahl desfelben ebene Sertoren beſchreibt, beren 
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Oberfläden ber Zeit proportional find, die Richtung ber 
bewegenden Kraft immer durch ben Anfangspunkt geht, ober bie Kraft 
felbft Null iſt. Denn biefe Bedingung führt nothivendig auf bie 
Gleichungen (80), und durch deren erftes Aenberungsgefeh in Bezug 


auf die Zeit, auf die Gleichungen (77) zurüd, und wenn man die 
Abgeleiteten dieſer Iektern in bie Gleichungen (76) einführt, fo findet 


man bie Bedingungsgleichungen: 
Yı-Xy=0 , Xı-Zı=0 , Zy—-V=0 


wieber, welche ber ausgefprochenen Behauptung gemäß nur befriebigt werden 
fönnen, wenn entweber XK—= Y==Z==R=0 if, ober wenn bie Rich⸗ 
tung ber Reſultirenden R für jede Lage des Bewegten durch ben An— 
fangspunft geht. 

Der befondere Fall: R=O gehört übrigens, mie wir wiſſen, mur 
ber gleichförmigen gerablinigen Beivegung an, und daß bei biefer ber 
Fahrſtrahl in der That Dreiecke befchreibt, deren Oberfläche der Zeit pro⸗ 


- portional iſt, wirb der Anblick der Figur 64 einleuchtend machen. 


Das vorhergehende Gefeh ber Bewegung wird gewöhnlich Princip 


von der Einhaltung ber Oberflächen genamt. 


$. 73. 
Der conſtanten Größe C ober dem Ausbrude r? kann aber 
noch eine andere Bebeutung unterlegt werben, welche in engerer Beziehung 


zu ber Ratur ber Bewegung ſteht, als’ Die vorhergehende geometriſche 


Borftellung, indem fie unmittelbar bie nothwendigen Gegebenen aus- 
drückt, und bie uns Gelegenheit gibt, und mit einem neuen Begriffe 
befaunt zu machen, den wir in der Folge häufig anwenden werden. 
Um dazu zu gelgngen, betrachten wir noch einmal bie gleichfürmige 
Bewegung im Kreife, bei welcher bie Kraft conftant und immer gegen 
den Mittelpunlt gerichtet iR, für welche alſo auch das vorhergehende 
genmeirifche Geſetz gültig erklärt merden müßte, wenn es nicht unmittel⸗ 
bar aus der Natur ber Bewegung folgte, und bezeichnen micher , wie 
vorher, den Winkel, welchen ber mmverfiinderliche Fahrſtrahl r am Ende 
ber Zeit # mit ſeiner Richtung am Anfang der Zeit bildet, durch w. 


Es iſt bann einleuchtend, daß das Verhaͤltniß: = ber Zeit zu dem vom 


Fahrſtrahl beſchriebenen Winkel ebenſo wie das: — für bie ganze 


Bewegung unveränbert bleibt, und daß fr zwei verſchiedene ſolcher 
20* 


Me 
Bewegungen, welche aber in Kreifen von gleichen Halbmeſſern vor ſich 
gehen, die Winkel w und w’, welche in berfelben Zeit beſchrieben wer- 
ben, oder daß überhaupt bie in ber Zeiteinheit befchriebenen Winkel: 

und w | 

7 ĩ 

in demſelben Verhaͤltniſſe ſtehen, wie die in der Einheit der gel zurüd- 
gelegten Bogen: 





s 
Te Zr Z 
vorausgefeßt, daß auch bie Bogen s und # vom Anfang der Zeit am 
gemeflen find, alfo auch wie bie Geſchwindigkeiten: 


vw V, 
und man hat deßhalb dieſes Verhältniß: —- bie Winkel geſch win— 


digkeit des Bewegten genannt; es fol künftig immer durch ben Buch⸗ 
ftaben ꝙ bezeichnet werden. 

Für gleichförmige Bewegungen in Kreiſen von verjchiedenen Halb⸗ 
meflern, hat man ferner die gleichen Verhältnifle : 


’ 


ss 935 


o,w et 
vr r r 


Sehen wir alfo Tai, woburch auch zufolge unferer Winkel⸗ 
Eindelt (Einleitung $. 11 Anın.), ever wird, fo erhalten wir: 


V 
59 *7 v=r9, 


und wir können darnach fagen: die Wintelgefhwindigkeit eines 
materiellen Punktes, der fich gleichfürmig in einem Kreiſe bewegt, tft gleich 
der förbernden Geſchwindigkeit eines andern, welcher fid 
in der Einheit der Entfernung vom Mittelpunfte um. 
biefen fo bewegt, daß er mit bem erften fi immer auf 
Demfelben Halbmeffer befindet. | 
Denken wir uns fobann eine veränderliche Bewegung Im Kreiſe, 
jo haben wir ald Maaß der fürbernden Gefchwinbigkeit | 
__ ds | 

— dr ’ . ” 





m 


unb demnach au, ba s—=rw und r conflant iſt, 


v=r do 9 — == — 
ve r dt ° 

woraus folgt, baß beider verändberlihen Bewegung im Kreiſe 
bie Winkelgefchwindigteit durch das Aenderungsgeſetz bes 
Winkels » In Bezug auf die Zeit ausgedrückt wird, wie bie 

förbernbe Geſchwindigkeit durch das Menderungsgefeh bes Bogens 8. 
Nehmen iir endlich eine beliebige ebene Curve BC, Fig. 65, fo 
wird die Aenderung bed Winfeld BAM oder w immer ber Aenderung 
bed Kreisbogend bm gleich fein, der von einem Punkte m in ber Ein- 
heit der Entfernung vom Anfangspuntte fo befchrieben wird, daß biefer 
mit bem in ber Bahn BC ſich bewegenden materiellen Punkte M fidh 
immer auf demfelben Fahrſtrahl befindet, und man hat folglich auch bier 

d 
9 (832. 
als Maaß der Winkelgeſchwindigkeit. 

Nach dieſen Auseinanderſetzungen kann nun das durch die Gleichung: 


do C 


a dw OL 
a Pen 


RR — —=(C , 


dt 
ausgebrückte Geſetz auch fo ansgeiprochen werben: Wenn die bewe⸗ 
gende Kraft in jeber Lage bed Bewegten gegen einen als 
Anfang ber Eoordinaten genommenen feften Punkt ge 
richtet ift, fo bewegt fih ihr Angriffspuntt fo, baß feine 
Winkelgeſchwindigkeit in jebem Augenblide dem Quabrat 
bes Fahrſtrahls verfchri proportional-ift. 

Wir haben aber ferner noch die Beziehung: 


. f Idx\? dy\2 
"-(7)+@E): 
oder wenn man für x und y ihre Werthe in Polareoordinaten : 


| =rF005W , Yy=rsinw 
nimmt, woraus dann 


Ix = dr oe _ rin de 
dt dt ug dt 
dy dr . do 
In n r cos o v 


folgt, nach einigen Rebuctionen: 
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u —— — — — 


are 


Diefe Ausbrüde zeigen, daß = und r . zwei unter fich recht- 


winflige Componenten ber Bekftoindigteh v bes Bewegte finb, während 
aus bem obigen Werthe der Winkelgeſchwindigkeit im Kreife: 


v do 


wEeErn’ 


folgt, daß r n auch die fördernde Geſchwindigkeit eines Punktes M 


sorftellt, welcher am Ende ber Zeit t bie gleiche Entfernung r von bem 
Anfangepuntte und biefelbe Geſchwindigkeit hat, tie der gegebene Be⸗ 
wegte, der fich aber in gleichbleibender Entfernung ober in einem Kreis- 
bogen um ben Anfangspunkt A bewegen will; bie Richtung dieſer 
Geſchwindigkeit ift die der Tangente MN, Fig. 65, an jenem Kreis⸗ 
bogen, und demnach ſenkrecht zu dem Bahrftrahl r. Wir fchließen 


daraus, baß r u bie zu dieſem Fahrſtrahl fenkrechte, und folglich n 


bie längs besfelben gerichtete Gomponente der Geſchwindigkeit v iR. 
Unfere Gleihung nimmt darnach bie Form an: 
dw dw 
Amar =t0 ; 

und kann nun fo gedeutet werben : | 

Unter den gegebenen Verhältniften bewegt fih ber materielle Punft 
fo, daß das Probuct aus feinem Fahrſtrahl in feine dazu 
ſenkrechte Geſchwindigkeit (ſenkrechte Componente der Geſchwin⸗ 
digkeit) unveränderlich iſt, und die Größe C drückt das Product 
aus ber anfänglichen Entfernung r, von dem Anfangspunkte in bie 
rechtiwinflige Componente v, sin @, ber anfänglichen Geſchwindigkeit v, 
aus, wobei «, ben Winkel XBv,, Fig. 65, bezeichnet, welchen bie 
Richtung biefer Geſchwindigkeit mit ber Verlängerung bes erſten Fahr⸗ 
ftrahles AB bildet, fo daß diefer Winkel Null wird, wenn die Ge⸗ 
ſchwindigkeit laͤngs biefer Verlängerung gerichtet ift, und die Entfernung 
Fy zu vergrößern firebt, ein Fall, welcher inbeffen nebenbei bemerkt, fo 
wie der, wo «= iſt, eine gerablinige Bewegung zur Folge hat. 

Mit diefen Bezeichnungen nimmt denn die obige Gleichung bie 
beftimmte Form: 
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DE sin &y (8. 
an, unter welcher fie bie nothwendigen Gegebenen ausgebrüdt enthält, 
nämlich die anfängliche Entfernung und die Größe und Richtung ber 
anfänglichen Geſchwindigkeit. 

Endlich tft leicht zu fehen, daß r, sin, auch bie Länge p, der 
vom Anfangspunft A auf die Richtung ber anfänglichen Geſchwindigkeit 
gefälten Senkrechten Ap mißt; ebenfo wird manfinden, daß wenn man 
ben Winkel zwiſchen dem Fahrſtrahl r und der Richtung ber Geſchwindigkeit 
(der Tangente) am Ende ber Zeit t mit I bezeichnet, man 


dw. sim a 
rn —v5ind j AZ, = rvsind—pv 
bat, wo dann p=rsiny bie Ränge ber vom Anfangspunkt auf die 
Tangente gefällten Senkrechten vorftellt. Unfer Bewegungsgeſetz wirb 
daher auch 
PY=Povo > (85. 


und zeigt, daß bei ber bishew betrachteten Bewegung bie 
Geſchwindigkeit in jedem Augenblide ber von dem An- 
fangspunkt auf ihre Richtung gefällten Senkrechten ver— 
kehrt proportional ift. 


$. 74. 


Gehen wir nun zur näheren Betrachtung einiger bemerkenswerthen 
freten Bewegungen eines materiellen Punktes über. 

Die geradlinige Bewegung im Raume tft zwar in $. 61 ſchon he⸗ 
handelt worden, wir wollen aber der Vollſtaͤndigkeit wegen wieder mit 
den einfachften Fällen anfangen, und nun bie Kraft ald gegeben vor« 
ausſetzen. — Set demnach zuaft R=0. Diefe Annahme gibt bie 
Gleichungen: 
du, 
dt di 


alfo durch Integration, wenn v, bie anfängliche Gefchwinbigkeit if, 
und &, A, y bie Winkel ihrer Richtung mit ben drei Achfen bezeichnen: 
u. — ya —=0, wW—vcß—=0, UV 08 y=0, 

und . 








—Z2=0, 


v=yut ru? tut. 


— 
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Sind ferner a, b, c bie Coordinaten der Vage des Bewegten am An- 
fang der Zeit, fo ergeben fich durch fernere Integration ber Gleichungen: 
4d_, 008 & I_y cos ß — — yy 608 

dt 170 2 0 t — *0 Y 
bie Beziehungen: 


x—a=ylichaen „ Y—b=vytwsß ,„ 2—0=vto0sy, 


weiche noch einfacher werben, wenn man deu Punkt, deſſen Soorbinaten | 


a, b, e find, ald Anfang ber Goorbinaten nimmt, b. h. a=b==c—0 
febt, namlich : 


X— vot eos „ V Vvot cos , 2 vot cos y, 


wo natürlich bie x, y und z vom neuen Anfangspunkte an gemeſſen Ä 


werben. Durch Glimination von t findet man bie Bleichungen ber 
Bahn: 


x—ı y—b _ ı—e 











cos cos c08Y 

im erſten, und einfacher 
xy a 
ca cosß cosy 


im zweiten Falle, und außerdem hat man in biefem noch 


r—Y»? +P?+2=vwt, 
alfo Iauter Geſetze, welche ber geradlinigen gleihförmigen Be 
wegung angehüren. 
Nehmen wir zweitens bie bewegende Kraft ber Größe und Richtung 
nah als unveränderlih an, und bie Richtung ber anfänglichen Ge⸗ 








ſchwindigkeit yo parallel zur Richtung ber Kraft, fo daß bie Compo⸗ 


nenten ber eritern nach ben drei Achfen mwieber 
| Vo cos , wwsß , vo cos y, 
die der letztern, welche mit P bezeichnet ſei, 
Pcosa „ Pwsß , „ Peosy 
find, jo geben die Gleichungen (68) die Ausbrüde: 
mu —mycosa—Pcosa.t ,„ mu,—mvcosß=P cos f.1 


mu. — mv; 6089 ==P 008y.t , 


| 
| 
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. — _ 


aus denen man, wenn zur Abkürzung n = 6 gefebt wird , 


v— v¶ et 
zieht. Ferner ſindet man vr eine zweite Integration, nachdem wieber 
SE für %, I für u,, = — für us gefeßt worben, die Gleichungen: 


1—a=(ni+ el) cosce Y-b=(yt +3 ct?)cosß, 


—e=(nt4 2 c1#)oosy ; 
worin a, b, ec wieber bie Goorbinaten ber anfänglichen Lage bes Be 
wegten find, und dann aus biefen durch Elimination von t, wie vorher 
bie Gleichungen einer Geraden: 


— — — 
—⏑ — — — — — 
— — 


Die Bewegung tft alſo wieder eine gerablinige, und zwar nach dem 
Werthe von v, ebenfo wie bie Bewegungen ber Projectionen bed ma= 
teriellen Punktes in den drei Achfen, eine gleihförmig veränderte, 
Nimmt man daher ben Anfang der Eoorbinaten auf der Geraden ſelbſt 
an, und bezeichnet die anfängliche Entfernung bes Bewegten von dieſem 
Anfang mit r,, fo iſt 


a—=n0080 . br, cosß ,», c0=n00®y, 
und damit ergibt ſich 
r=n + vol +0 N 
wie vorauszuſehen war. 
Im Allgemeinen wird man aus dem Borhergehenben fchließen, daß 
bie Bewegung Immer eine gerablinige fein wird, wenn die Richtung der 


bewegenden Kraft unveränberlich iſt, und mit ber Richtung ber anfäng- 
lichen Geſchwindigkeit zufammenfälltz denn man hat dann 


X=Reosae ,„ Y=Rosß ,„ Z=Roosy 


und erhält durch bie Gleichungen (68), wenn R in Bunetion | von t 
ausgedrüũckt angenommen wird, 
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t v 
u. = ( 449) ca, W= (* 4) cos ß, 
0 0 
t 
R 
u = ( +4) 006% , 
0 


t 
vn +ja 
0 


Daraus ziehen wir dann wieber rückwaͤrts 


folglich auch 





dv 


alfo für jeden Werth von t 
xs=0 ,„ 00 
was nur bei einer gerabens Linie ſtattſinden Tann. 


8. =. | 


ALS Beiipiel einer krummlinigen Bewegung, welche durch eine Kraft 
von unveränberlicher Intenfität und Richtung hervorgerufen wird, fol 
num die Bewegung eines fchmeren materiellen Punktes unterfucht wer 
ben, bem eine beliebig gerichtete anfängliche Geſchwindigkeit ertheilt 
worben, und ber während ber Bewegung nur ber Wirkung feines uns 
veränderlichen Gewichtes untertoorfen fl. | 

Seien wieder v, dieſe anfängliche Geſchwindigkeit und «, A, y 
die Winkel ihrer Richtung mit ben drei Soordinaten-Achfen, von denen 
die der z parallel zur Richtung der Schwere, unb zwar beren poſitive 
Hälfte aufwärts gerichtet angenommen werben foll, und p=mg bad 
Gewicht bes materiellen Punktes. Die Gleichungen (68) werden 








m — = N mn, =0 5) m =p=—mg, 





und geben durch erfte Integration 
u. — vo cos 5, u, — vo cos , u. vo eos — gi. 
Führt man dann wieder für bie Gomponenten ber Geſchwindigkeit ihre 


analytiſchen Werthe: 2* 41 din 1 ind integrirt yon neuem 


dt’ a’ = 


815 


unter der Borausfekung, daß ber Anfang ber Bewegung zugleich An⸗ 
fang der Coordinaten ſei, fo findet man bie Gleichungen: 


x—=vcosa ,„ Y⸗ — vo cos , 2weosy gl, 


welche zeigen, daß bie Bewegungen der Projectionen in ben Achſen ber 
x und y gleichfürmige find, während bie in ber Achſe der z eine gleich- 
förutig veränderte if. Die beiden exrften geben denn auch durch Elimi⸗ 


natton von t: 
X 


c08 a cos ß ' 


d. h. die Gleichung einer durch die Achſe ber z gehenden Ebene, in 
welcher die Bewegung ftattfindet. Man wird demnach bie fernere Unter⸗ 
ſuchung vereinfachen, wenn man das Coordinatenſyſtem fo um bie Achſe 
ber z dreht, daß bie Ebene ber xz mit der Ebene der Bewegung zu⸗ 
ſammenfaͤllt, alfo um ben Winkel &, für welchen man hat: 


cos ß 


cosa 


Darnach findet man als Geſchwindigkeit ber Projection bed Bewegten 
in der neuen Adhfe der x: 


Vuatu?=vw Veos?&-+ 089 —=v sin y . 
und als Ausdruck ber Entfernung biefer Projection vom Anfangepuntt 
am Ende ber Zeit t ober ale Werth ber neuen x 


Very: Y—=wtlsiny , 
und die beiden Gleichungen ber Bewegung werben demnach 


x—=vtsiny 


— 





tang e — 





=ntasy— gg" 


Diefe beiden Gleichungen beftimmen bie Coordinaten bes Bewegten für 
irgend einen Augenblick, und geben auch durch Elimination von t bie 
Bleihung ber in ber Ebene der x2 enthaltenen Bahncurve, nämlich 


x3 
7° vo sindy ' " 
alfo die einer Parabel, deren Achſe zur Achſe ber 2 ober zur Richtung 
der Schwere parallel tft, und bie wie fich von felbft verſteht, burch den 


ı=Xx co y — 


316 


Yırfang ber Goorbinnten geht, da z mit x Null wird. Daß bie Gurte 
eine Parabel it, erkennt man daraus, daß die Goeffizienten A und B 
in ber allgemeinen Form ber Gleichung bes zweiten Grades: 


Az? +-Bxz+Cz?1Dz + Ex-F=0, 


Null find, daß man alfo auch AAC—B2—0 hatz ferner zeigt bie 
Abweſenheit ded Gliedes mit dem Probucte xz tn unferer Gleichung, 
baf bie Achfe diefer Parabel zu einer ber Eoorbinaten= Achſen parallel 
it, und zwar zur Achſe ber z, weil auch das Glied mit z? fehlt. 

Um nun die Berhältniffe diefer Curve genauer zu unterfuchen, Tann | 
man zuerit ftatt ber anfänglichen Geſchwindigkeit v, bie entiprechenbe 
Geſchwindigkeitshöhe h,, für welche man bekanntlich ($. 49) Ä 

ve 

= 27 
hat, einführen, wodurch bie Gleichung berfelben bie Form: 
in, 

annimmt. Yür z—=0 erhält man daraus zuerft 

x—=0 und x=4h, siny cosy—?2h, sin2y | 

als Abſciſſen ber Durchſchnittspunkte der Parabel mit der Achfe ber x; 
ben zweiten biefer Werthe nennt man bie Wurfmweite; er zeigt, daß 
biefe für biefelbe anfängliche Geſchwindigkeit am größten iſt, wenn man 


y- n se hat. Im Scheitel unferer Parabel hat z offenbar feinen größten 
Werth; man beftimmt befhalb die Abſciſſe desſelben durch bie Gleichung: 


dı x 1 . 
dr er a, = N x—b, sin?y, 
und durch Einführung biefed Werthes in die Gleichung ber Curve folgt 
ı = ho cos? Y. “ 


Sebt man baher in berfelben Gleichung 
ız=bhwosy—-z „ x=x+2hsinyoosy, 
jo nimmt diefe die gewöhnliche Form: 
x? — 4b, sin?y.z 


an und zeigt, baß ber Parameter unferer Barabel durch 2h, sin? y, 
amd die Ordinate des Bremipmmites durch ho cos 2y ausgedrückt wird. 
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Alle diefe Ausdrüde laſſen ſich übrigens auch leicht durch Con⸗ 
ſtruction darſtellen. Iſt A, Big. 66, ber Anfang ber Coorbinaten, 
AB bie Richtung ber anfänglichen Geſchwindigkeit, alfo ber inte 
ZAB gleih y, AC die Geſchwindigkeitshöhe hu, CD fenfredht zu AB, 
und DE zu AC, fo hat man AD ho cosy, AE==h, cos?y, und 
es tt beinnach die Verlängerung DT von DE die Tangente im Scheitel G 
ber Parabel. Ferner tft DE== h, cosy siny und dadurch ber Scheitel G 
gefunden, wenn DG —= DE gemacht wird; bie zur Achfe ber z parallele 
GI tft die Achſe der Curve, unb die doppelte AJ ober AH gibt ben 
Durchgangspunkt H in ber Achfe ber x. Zuletzt fieht man, daß die 
Verlängerung von CD bie Achſe GI im Brennpunkte F jchneibet, da 
6GF=CE=CD siny=h, sin?y iſt, daß alfo auch bie doppelte 
Länge 2FG—FK den Parameter der Parabel vorſtellt, womit dann 
alle nothrvendigen Größen beftimmt find. 

Was endlich noch bie Geſchwindigkeit betrifft, fo erhakten wir durch 
dad Geſetz von ber Erhaltung ber lebendigen Kraft (71) zuerft 


> A, 7 
ann 2p [0.4429 [dr 1-00 ‚ 
0 Jo .. 


v2 — v2 — 2 gz. 
Die Geſchwindigkeit hat demnach den kleinſten Werth ba, wo z 
einen größten hat, nämlich im Scheitel der Curve; dort iſt aber 
1m yo cos? y, alio wird 


v=Yv — 1,3 008°y — vg #iRy ; 


d. h. bie Geſchwindigkeit im Scheitel ift biefelbe, wie die ber Projection 
des Bewegten in ber Achſe der x, mie dies offenbar fein muß, ba ihre 
Richtung im Scheitel zu biefer Achſe parallel it. Für 20 if v 
jedenfalls gleich vo, alſo diefelbe am Anfang wie bei ber Rückkehr des 
Bewegten in bie Hortzontal= Ebene, wie denn überhaupt die Geſchwin⸗ 
digkeit in gleichen Abftänden vom Scheitel biefelbe ift. 

Sn dem befondern Falle, wo bie Richtung ber anfänglichen Ge⸗ 


ſchwindigkeit eine wagrechte, alſo y = -; iſt, wird einfach 


a —Ahz; 
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bie Parabel bat dann ihren Scheitel tm Anfangspunkt und bie Achte 
ber negativen = zur Achfe; ihr Parameter it 2h,, und ihr Breunpunli 
um die Bänge k, vom Scheitel entfernt. 
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Bei ber eben betrachteten Bewegung kann bie Aufgabe geftelit 
werben, bie Größe und Richtung ber anfänglichen Geſchwindigkeit 
fo zu beftimmen, daß bie Bahn bed Bewegten durch einen gegebenen 
Punkt geht. 

Legt man zur Löſung biefer Aufgabe bie lothrechte Ebene der zz 
burch ben gegebenen Punkt und durch denjenigen, von welchem bie Be- 


wegung ausgehen foll, und nimmt biefen letztern als Anfang ober 
Schnittpunkt einer wagrechten und einer lothrechten Coordinatenachſe an, 


auf welche bie Lage des erſtern durch die Gleichungen 
a, z—h 


bezogen iſt, fo leuchtet zuerft ein, daß die Richtung der anfänglichen 
Geſchwindigkeit vor Allem in diefer Ebene biegen muß; ferner nimmt 
bie oben abgeleitete Gleichung der Bahn des Bewegten mit den voran⸗ 
ftehendben Werthen von x und z bie Form an; 


Ab, sin?y(acoty—h)=a® 
und gibt, wenn y beftimmt iſt, für ho den eingigen Werth: 
a? 
ho = yracıy—hjeiniy 
welcher als Bebingung der Möglichkeit 
a cot —h_>0 


vorautſett, weil v, für ein negatives h, imaginaär würde. Dieſe Be- 
bingung bdrüdt aber aus, daß ber gegebene Punkt C, Fig. 67, nicht 
wetter von der Ahle AX entfernt liegt, als ber Durhfentttepuntt D 
ber durch C gelegten Lothlinte BD mit der Richtung AB ber amfäng- 
lichen Gefchwindigfeitz dem ta AB—=a, BC—h, und Winkel 
ZAD—y tft, fo hat man 


BD=acoy. 
Diefe Anfchauung kann auch dazu bienen, ben vorhergehenden Werth 
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von h, barch Conftruction zu erhalten, und zwar auf verſchiebene Weiſe; 
die einfachfte duͤrfte wohl folgende fen. Man hat offenbar - 


AB a | a 
a en ’ AE=zn, 


bildet man baher aus dem Werthe von h, die ftetige Proportion: 








a a 
acoy—h "Zsiny Dsiny : bh, j 

io fieht men, daß wein CE widtwärts bis C’ verlängert, AC—=DE 
nach AG, AE nach AF, DE nah DF übertragen, und burdh E eine 
Barallele EH zu FG gezogen wird, bie abgeſchnittene AH bie ver⸗ 
lengte h, fein muß, mit meldher dann bie zur Gonfiruction ber Bahn⸗ 
curve nothwendigen Stücke nach ber Angabe bed vorigen $. gezeichnet 
werben fünnen. 

Iſt dagegen bie anfängliche Geſchwindigkeit v, alfo auch bie ent- 
fprechenbe dobe bh, beſtimmt, nab zu ſuchen, jo wird man sin? y 


durch 5 erſetzen, und ſo die Gleichung: 


aꝰ uꝰ —Aah,u+a? PAhha— 0 
erhalten, in welcher zur Abkürzung u für coty ſteht; ſie gibt im Bezug 
auf dieſe Größe anfgelöfet, ben zweifachen Werth: 
m. VA? — Abb, —a3 
a 9 


and zeigt dadurch, daß ber beabfichtigte Zweck im Allgemeinen auf zwei 
verichiebenen Wegen. erreicht werben kaun, wenn bie Wurzelgröße einen 
reellen von Null verſchiedenen Werth hat. Diele Ieter Beblugung 
wird aber durch die Ungleichheit: 


Ahr — Abb, — a2 > 0 


ausgebrüct, und fie muß vor Allem durch bie gegebenen Größen be⸗ 
friebigt werden, wenn die Srfällung ber Aufgabe überhaupt möglich 
fein fol, jo daß ber Fall: 4? —4hh,—a?—=0, für welchen fich der 


obige Werth auf u— Lde vebugfet und bie Aufgabe nur auf eine 
einzige Weiſe gelbſet werben dann, die Grrige für die Möglichkeit ber 


BER... EEE 
Wuflöfung bildet. Stellen wir und deßhalb bie fehle Gleichung unter 


der Form: 
x2—=44(b,— z,) 


anſchaulich bar, indem wir uns bie Gegebenen a und h als veraͤnderliche 
Goorbinaten denken, und fie deßhalb durch x, und z, erfeßen, fo zeigt 
fih und wieder eine Parabel, deren Achfe nun mit ber Achfe ber z zu: 
fammenfällt und im Sinne ber negativen z gerichtet ift, beren Scheitel 
auf der pofitiven Hälfte derfelben in einer Entfernung — h, vom An- 
fang entfernt liegt, und deren Barameter gleich 2h, iſt, wornach dem 
der Anfangspunkt ber Goordinaten zugleich Brennpunkt ber Curve if. 
Machen wir demnach AD, ig. 68, glei hu, AE glei 2h,, umb 
eonftrniren ben Parabelbogen DCE, fo werben alle Punkte dieſes Bo- 
gend durch ihre Goorbinaten bie Iehte Bebingungsgleichung befriebigen; 
man wird alſo ben Punkt C nur unter einem einzigen Winkel y erreichen, 
beffen Gotangente u ==" if, und biefen demnach dadurch finden, baf 
man bie Rothlinie BC verlängert, bi man BFE=2AD=—=?2h, hat, 
und AF zieht. Zeichnet man dann wieber bie Wurflinie AGC nad 


ber frühen Angabe, fo fieht man, daß dieſe bie vorhergehende Parabel 


DCE in C berührt. 
Für alle Punkte, die wie C’ außerhalb biefer Parabel liegen, if 


a >44,(1—h) 
ober a? +4h h,_>4h,? N) 


unb ber beabfichtigte Zweck kann mit ber gegebenen anfänglichen Ge 


ſchwindigkeit auf Keine Weiſe erreicht werden. Für diejenigen Punkte 
bagegen, welche wie C, Fig. 69, innerhalb der Curve DGE liegen, 





gibt es immer zwei Winkel 7 oder zwei Richtungen der anfänglichen 


deſcindigkeit , unter welchen ber Bewegte durch den gegebenen Punkt 
geht. | 
Will man biefe Richtungen durch Zeichnung erhalten, fo wird man 
ben Werth von au oder acot y fuchen, und bazu ben obengefunbenen Werth 
von u auf die Form bringen: 


u—2h,tV2% (2, —2h)— a8 . 


Man conftrutrt num zuerft bie Wurzelgröße: Y2h, (2b, —2h) dadurch, 


daß man AD’—=2AD=2h, BÜ’=2BC-—2h macht, durch eine 
Parallele C’J zu AB bie BE’ = AJ von AD’ abidimeiber, umb zu 
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AD —=2m, md JDP —=2h,—2h eine mittlere geometriiche Propor- 
tionale D’K zeichnet; beichreibt man dann mit Diefer letztern als Halb⸗ 
meſſer von D’ aus einen Kreiöbogen KH’H, fo ſchneidet biefer die durch 
C gelegte Lothlinie BF in zwei Punften H und H’ fo, daß man 


Fr — FH’ DR — DR— 2, (2, —2h)— a⸗ 
und demzufolge auch 
BH—-BF+FH—24 + Y2h (2 2) 
BE-BF— FR—24 — Vi Oh) 
—* ‚ und bie Geraden AH und AH’ bie verlangten Richtungen vor⸗ 
en. | | 


Führt man nun wieder nach diefen beiden Richtungen und mit ber 
gegebenen Geſchwindigkeitshöhe h, bie Conſtruction ber entfprechenben 
Bahnen aus, wie fie Fig. 70 zeigt, fo findet man, baß auch biefe von 
dem Parabelbogen DGE berührt werben, und zwar in den Punkten G 
und G’, in denen biefe Curve von ben durch Die Punkte M und M ge 
zogenen Bertilaln MG und MG’ gefchnitten wird, für welche man 
alfo die Abfeifien hat: 


'u=2b, any x⸗ V2ho lang ys . 


Man wirb daraus ſchließen, daß biefe Berührung für alle Barabeln 
Rattfindet, welche ber Bewegte mit derſelben anfänglichen Geſchwindigkeit 
unter allen möglichen Richtungen berfelben befchreiben kann. In ber 
That findet man nach dem in ber Einleitung ($. 44) angegebenen 
Berfahren, indem man nämlich den veränderlichen Winkel y_ aus ber 
Gleichung ber veränderlichen Curve: 


X, 
2, — x, ya sin, 


mittels ihres Aenderungsgeſetzes in Bezug auf y: 


X, — 2h, tang Y ’ 
welches die Bedingung ber Berührung ausdrückt, elimintrt, die Gleichung : 
224 (bh —2,) 


"ber umbüllenden Curve DGE wieder. 
Decher, Handbud der Mebanit ı. 21 


.& 77. 

Nach den vorhergehenden, durch eine unveraͤnderliche Kraft vera 
laßten Bewegungen find diejenigen bie einfachften und bemerkenowertheſten 
weiche durch eine Kraft hervorgerufen werben, beren Richtung in jeher 
Lage des Bewegten burch einen feften Punkt geht, und beren Intenſtuͤt 
eine Function ber Entfermmg bes erftern von dem lebten if. Ehe ich 
jedoch dieſen Fall unter ber Vorausſetzung, daß bie Kraft beſtimmt ſei 
allgemein mitteld der im $$. 71 und 72 erhaltenen Geſetze burchfüh, 
wollen wir einige einfache Bewegungen biefer Art betrachten, unter da 
Borausfehung, daß die Bahn bes Bewegten vorgefchrieben und der feſte 
Punkt für die Richtung ber Kraft beſtimmt fel, und baß bie Sutenftät 
der letztern ausgedrückt werben fol. | 

Die Bahn des’ Bewegten ſei zuerft wieder eine Parabel unb be 
Kraft immer gegen ben Brennpunkt biefer Curve gerichtet; der Aufang 
ber Bewegung ſei ber Scheitel A, Fig. 71, umb bie Geickwindigkit 
berfelben in biefem Punkte — v,. Bezeichnet bann m bie Maſſe dei 
Bewegten, fo hat man in biefem Punkte, wo bie Tangente Fender 
zum Fahrſtrahl AF, oder zur Richtung ber Kraft iſt, wenn p den 
Parameler vorſtellt, 

T=0 „, Nm" mr. 
E pP 


Sn einem beliebigen Punkte M dagegen, befien Abſciſſe AP—=x fd, 
und für welchen ber Fahrſtrahl FM und bie Krümmung ui: 


— 1.38 rt 
r -Va-70 +2px=ı+.P 


1-Vrhr xt? VR 


ausgebrüct werden, bildet ber Fahrſtrahl einen Winkel 9 mit ber Tan- 
gente, welcher dem Winkel zwifchen der Tangente unb ber Achſe ber 
Parabel ober der Achfe ber x gleich tft, unb für den man hat: 


8 


Iſt denmach R bie Intenſität ber Kraft in dieſem Punkte, ſo hat 
man auch: 


p 
TR u N—=—R La 
Ry + v5 ’ 


wobei zu beuchten iſt, daß bie Kraft R pofitiv genommen wird, wenn 
fie im Sinne ber Verlängerung bed Fahrſtrahls wirkt, und daß die 
Componente N immer gegen ben Krimmungsmittelpunft gerichtet if}. 
Ferner hat man nah dem in 6. 73 ausgefprochenen Satze (84), ba 


in unferm Ballen = zP a=4 iſt: 


do 
Hir=zpm=0, 


und weil bie Richtung ber Geſchwindigkeit mit dem Fahrftrahl den 
Winkel 9 bildet, jo wird: 


dv _ .no_ pP „dw _ 1. 
a ey , ryge ; 


folglich Hat man 


1 0 1, 0° ry 
V JIPr v3 Pvo v— v0 Ir 


und ſchließt daraus, daß die Geſchwindigkeit ber Bewegung 
abnimmt, wie der Sinus bes Winkels zwiſchen der Tan- 
gente an ber Bahncurve und ihrer Achſe. 

Mit dieſem Werthe von v folgt dann welter : 





v p p 
— — 2 — — Pr 
N=m, MV, EV 5% R dr 
und baraus j j 
— _ Inn 
R — "Pa . 


Die Intenfität ber Kraft fteht. demnach im umgekehrten 
Verhältniffe bes Duabrats ber Entfernung bes Bewegten 
von dem Brennpunkte F, und ihre Wirkung tft eine an- 
siehenbe, b. h. fie ſtrebt Diefe Entfernung gu vermindern. 
Erndlich gibt der Lehrſatz von ber Einhaltung ber Oberflächen 

($. 72) auch ſehr einfach die Beziehung zwiſchen der Lage des Bewegten 
21% 


x 


unb ber Zeit, welche er zu feiner Berwegung vom Scheitel an bis bort- 
bin gebraucht hat. Man hat bekanntlich als Oberfläche bed Segmentes 
AMP (vergl. $. 43 im 2ten Buche) 


” 324 


2 
1=zı 

und für bie bed Dreieckes FPM 

1 

x ,=50-7 P)Y» 
woraus für ben Sector AFM 
0=Zıy—- Zxy+1pr=Z(2x43p)r 
3 2 4 12 

folgt. Nach (81) iſt aber 


(2x + 3p)V2rx 
3PY 


I= —- 


X alſo t= 


Dieſer Werth von t ergibt ſich indeſſen auch ohne Schwierigkeit auf | 


bem gewöhnlichen Wege, indem man für v feinen analyttichen Werth: 


2-2. jet; denn man findet fo 


dt dt 
dx _ 
Cie Va — — 
und damit durch Integration 
“)o YV2rx 


woraus mit den nöthigen Rebuctionen wieber ber obige Werth folgt. 
Schließlich bürfte noch zn bemerken fein, daß man hier viel ment- 
ger einfache Ausdräde erhalten würbe, wenn man bie Geſchwindigkeit 


und die Intenfität der Kraft in Function der Zeit barftellen wollte. 


$. 78. 


Auf Ähnlihem Wege wollen wir noch einen zweiten Yall unter 
ſuchen, nämlich die Bewegung eines materiellen Punktes in einer Ellüpfe, 
vermöge einer Kraft, die beftändig gegen ben Mittelpunkt dieſer Curve 
gerichtet if. 
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Sei biefer Mittelpunkt ber Anfang ber Soorbinaten, bie große 
Achfe die der x und der Scheitel auf ber pofitiven Seite ber Anfang 
ber Bewegung; bezeichnen wir ferner Die Geſchwindigkeit in dieſem Punkte 
wieder mit v,, bie halbe große Achſe der Gurse mit a, bie halbe Feine 
mit b, fo findet man zuerft: 

a3b? 
a? sin? w -+ b? cos? w 


als Bleichung der Ellipſe durch ihre Polarcoorbinaten r und » aus- 
gebrüdt, wo alfo r den Fahrſtrahl vom Mittelpunfte aus, und w ben 
Winkel vorſtellt, ben dieſer mit ber pofitiven Achſe der x bildet. Ferner 
bat man ald Ausdrud für die Krümmung in einem Punkte, deſſen 
Coordinaten r und w find, 


1 at h* 


x — — — — — en 
3 
ep (* sin? c + b* cos? ©) . 


und wenn man aus ber vorhergehenden Gleichung ben Werth von sin? » 
und cos? w zieht, nämlich: 


r! — 


b2(a2-__ r2 2(r8__p8 
DE ie ; ne 
jo nimmt der Werth von x bie einfache Form an: 
1 ab 


e (“+ b2 — 2): 
Der Winkel 7, welchen die Tangente in bemfelben Punkte ber Curve 
mit bee Achfe ber x bildet, wird durch bie Gleichung: 

dy b2 cos w ba 


tang = —- =— — =. _— 00w 
8 dx a? sin w a? 


beftimmt, und der Winkel 9, ben diefelbe Tangente mit der Verlänge⸗ 

rang des Fahrſtrahls einichliept, ift offenbar gleich = — w unb demnach 
sin I—= sin (T— W)=sinT cos w — cosrsinw , 

oder mit der Beachtung, daß man nach dem Obigen für die Functionen 

sinz und cosz bie Werthe: 


1 ra? sin 
coI T = — — — — — — w 


yi -+ tang? z ab Ya? + b?— 12 " 


3 


tang 7 — r hæ cos w 


— 


OFT Fuge abVarbıı 
Aindet, und mit Kückſicht auf bie Gleichung der Ellipſe 

ab 
Der Lehrfap (81) in 6. 73 führt dann zu den Gleichungen 





sin $ — 


C=anw , ee rveins, 


und gibt für bie Geſchwindigkeit ben Werth: 
Var 
b 


 v=% rn 


— — y 
rsin‘ 0 


die Gomponente N wird dadurch 


N=m— = mw? 
b VYa2-+ b? —r2 
und daraus folgt endlich 
__N __,W 
m ps" 


Die bewegende Kraft ift demnach wieder eine anziehende, 
gegen den Mittelpunkt hin wirkende, und ihre Intenſität 
ſteht in geraden Verhältniſſe ber Entfernung bes Be 


wegten von diefem Mittelpunfte. 


Was noch die Zeit der Bewegung betrifft, fo Teuchtet nach dem 
Prineip von ber Einhaltung ber Oberflächen ein, baß biefe für jeden 
Quabdranten ber Ellipſe biefelbe fein muß, ba biefe Bogen Sectoren von 
gleicher Oberfläche begrenzen. Diele Oberfläche tft aber befanntlich gleich 


4 
_20_1,b. 
€ 2 ww 
Die ganze Umlaufszeit in der Eflipfe wird folglich 
b 


T=?2n — 9 
Yo 





1 ab, und demnach bie Zeit für die Zurädlegung eines Quabranten: 
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und iſt Demnach, verglichen mit bem in 6. 52 gefundenen Werthe, die⸗ 
ſelbe, als wenn fich ber materielle Punkt blos in ber Meinen Achfe der 
Ellipſe mit der anfänglichen Geſchwindigkeit v vom Mittelpunfte aus 
betvegt hätte 


Eine ſolche Bewegung, auf welche wir übrigens wieder zurückkom⸗ 
men, und die wir noch genauer werben Tennen lernen, kann anmähernd 
das freie Ende eines mit dem andern Ende befeftigten elaftifchen Stabes 
annehmen, wenn man benfelben aus ber Gleichgewichtslage bringt, und 
ihm beim Loslaffen einen Seitendruck ertheilt. Vollkommen befikt biefe 
Bewegung ein Aethertheilchen, welches fogenanntes elliptifch=pola- 
riſirtes Licht fortpflangt. 


g. 79. 


Ich nehme nun bie allgemeine Kaflöfung ber Aufgabe vor, bie 
Geſetze der Bewegung eines materiellen Punktes zu beſtimmen, wenn 
die Richtung der bewegenden Kraft immer durch denfelben feiten Punkt 
geht und ihre Intenfität eine Function der Entfernung des Bewegten 
von dieſem feften Punkte ift. 

Wir haben bereits in 66. 71 bis 73 gefunden, daß die Bewegung 
immer in einer Ebene erfolgt, welche burch ben feſten Punkt unb burch 
bie anfängliche Lage und Geſchwindigkeit bed Bewegten beftimmt wird; 
ferner, daß das Geſez ber Bewegung in biefer Ebene durch die Gleichung: 

r? „du _ Cry Ye Sinn (a 

dt UI 0 . 

ansgedrũckt wirb, beren Erflärung in bem genannten Paragraphen ge⸗ 

geben worben tft, Verbinden wis nun mit biefer Gleichung den Ausbrud 
für das Princip der lebendigen Kraft (74): 


r 
ann 2[ir.n : 


Ts 


durch welchen wir bie Geſchwindigkeit bes Bewegten für einen Ort, 
deſſen Fahrſtrahl r iſt, ummiitelbar erhakten, fo kann daraus durch 
Elimination von ı eine Gleichung zwiſchen zwei Veränderlichen erhalten 
werden, welche bie Gleichung der Bahncurve fein wird. Am zweck⸗ 
mäßigften wählt man dazu bie Polarcoordinaten, und erfeht dazu in ber 
vorhergehenden Gleichung v2 durch ben in 6. 73 gefundenen Werth (83): 


-)+HeH)- 


— 


mg men Di se Bleu wer De Beck bangen Ka: 


ICH] wrfar. 


Glhninirt man ſodann den erften Factor mittels der Gleichung (=) fo 

ergibt ſich mit Beibehaltung der Bezeichnung C für 1, vo sin ao bie 

Differentialgleihung: 
1 


d.- m ce : 
— _- 2 fü R_i 
C do -+Y« +2 N. m 73 


ald Aenderungsgeſeß bes verfehrtn Fahrſtrahls in Bezug auf ben 
Winkel w, und damit folgt durch Integention 


ar . 
C r 
86.) | d — 





als Polargleichung der Bahn des Bewegten, worte «wu ben Winkel 
zwiſchen dem anfänglichen Fahrſtrahl r, und ber Polar-Achſe bezeichnet, 
welche in einer beliebigen Richtung durch den feſten Punkt gezogen iſt. — 


Das Aenderungsgeſetz von in Bezug auf r iſt offenbar für ein 
wachfended r negativ; es wird daher auch 


negativ fein, wenn r mit w wächſt. Da ſich nun das Zeichen vor bem 
Integral immer nach ben anfänglichen Verhältniſſen richten muß, und 
ba bie anfängliche Gefchtwindigkeit den Winkel « mit bem Fahrftrapl r, 
bildet, wonach r im Anfang wachſen wird, fo ange « Heiner iſt als 


3m, fo muß man für dieſen Fall das obere Zeichen nehmen, Das 
untere Dagegen, wenn a >>#, weil ber in C enthaltene Factor sin m, 
sum Zeichenwechſel nichts beiträgt. 


. 829 
Umgekehrt wird man, wem bie Sleichuug der zu beſchreibenden 
1 
d.- 
Bahn gegeben ift, aus ihr das Aenderungsgeſetz: in Function 


von r ableiten, dadurch zuerſt die Arbeit ber Kraft mittels der Gleichung 
(b) unter ber Sorm: 


N 
2 ser Per +5 — my. 
Fo 


erhalten, und daraus durch eine zweite Ableitung in Bezug auf r die 
Sntenfttät ber bewegenden Kraft, alfo 


——— 


=yznt (87. 








in Function ber Entfernung r finden. 
In beiden Fällen wird man bie Beziehungen zwiſchen ber Lage 
bed Bewegten ober zwiſchen feinen Coordinaten und ber Zeit ı aus dem 


Arnderungsgefege biefer letztern mittels der Gleichung (a) erhalten; denn 


hat man biefem Aenderungsgeſetze die Form: 


dr 

io —f ( r ) 

gegeben; indem man mittels der Gleichung ber Bahn bie Veraͤnderliche 
vo daraus eliminirt hat, umb multiplicirt basfelbe Glied für Glied mit 
ber Gleichung: | 





dio CC 
di” pr 
io folgt: 
i dr — ce) 
dt r2 ° 


und gibt umgekehrt das allgemeine integral: 





r y3 
Ct — dr. [} 88, 
fon) 


_ 


In dem Falle, mo bie Kraft in Funetion von r gegeben I, hat man 
nad) dem Vorhergehenden unmittelbar 


al _— — 
RR 0! 
HM = Vertefan . 


alfo auch durch Umkehrung unb Integration den Ausdruck 


als Beziehung zwiſchen t und r. Man wirb daraus ben Werth von r 
in Function von t ziehen, unb miltels Einführung desſelben in ben 
burch die Gleichung (86) erhaltenen Werth von w, auch für Diele 
Beränderliche einen Ausbrud in Zunction der Zeit ableiten. Hinſichtlich 
ber Wahl bed Zeichens tft hier Ieicht zu fehen, daß das obere Zeichen 


wieber Für den Fall gelten wich, wo w<4n, wo alfo r mitt 


wählt. — Auf biefe Weiſe hat denn die Aufgabe ihre vollftänbige 
Löfung gefunden, und es foll biefe mım an einigen weitern Beifpielen 
fowohl mit gegebener Kraft, als mit vorgeſchriebener Bahn bucchgefüht 
werben, um Teinen Zweifel über bie Anmwenbung ber vorhergehenden 
Kormeln beſtehen zu laſſen. 


$. 80. 


Beginnen wir mit bem leichtern Falle, wo bie Bahn des Bewegien 
sorgefshrieben tft, und nehmen mir zuerfi das in 6. 78 behandelte Bei⸗ 
fptel noch einmal auf, fo erhalten wir fogleich aus ber dort aufgeführten 
Gleichung der Ellipfe unter ber Form: 

1at sinꝰ hs coss _ 1 a? — b2 


mein Bu ur u 


als erfte Ableitung 








1 3—b 
— — — — 43 — Sin co COS co 
r ch a? h2 
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und Daraus mit den ebenbafelbft abgeleiteten Werthen von sin w und 
cos w den Ausdruck: 


ty 
) (aAꝛꝰ —- r?) (r?— b2), 


dw a?h?r? 





Damit ergibt fih dann ferner: 


ab - m 
(Di +57 — ah ° a2he 


und endli 
ü m For voꝰ sine, 


r 
R=-—m(C? 223 m göps 






Wenn alfo wie oben un — a, &% =, ft, fo folgt übereinftimmend 
mit bem bortigen Werthe: 


vo? 
R=—mÄsr . 


Zur Beſtimmung der Zeit findet man unter ber Vorausſetzung, daß 
am Anfang bderfelben r mit? wächlt, das Aenderungsgeſetz: 


dog Ver—r)ca—b) 


— ⸗ 


de 7 abr 
und damit das allgemeine Integral: 


r 





Ct= ab —. 

MT eng: b?) 

Sept man hier 
dr Li 
— bB?— z , 2? — 2 — 2? — bez , are 2m 5 , 

fo hat man das unbeftimmte Integral: 

> an 
cn—lab 4. — —1! 4. are vos b * 


2) Vena ? ah? 


alfo mit dem Werthe von z 
1 ab? —2r? 
CGi= 7 ab 4. art cos — 
oder 


_1 2-2 —2r? a? +b?—2r,2 
Ct = Zahl are 000 IT — are 06 a _ p# )- 








Yür unfere obige Annahme: r, —a, o=+ zz und für r—=b 
folgt daraus, mit der Beachtung, daß dann r im Anfang abninmt, 
wie bort: 

1 1 b 


771* * (arc cos - 1 nr, 


für die Zeit der Bewegung durch einen Quadranten. 





g. 81. 


Ein ferneres Beiſpiel bietet uns die Bewegung der Planeten um 
die Sonne, indem wir von ihrer gegenſeitigen Wirkung aufeinander 
Umgang nehmen, und ihre Maſſe in ihren Mittelpunkten vereinigt 
denken, um ſie als materielle Punkte betrachten zu Tünnen. 

Die nach ihrem Entdecker Keppler benannten Geſetze dieſer Be⸗ 
wegungen find nämlich folgende drei: 

1) Alle Planeten befchreiben ebene Gurven ‚ und ihre von dem 
Mittelpunfte der Sonne ausgehenden Fahrſtrahlen beichreiben Sectoren, 
deren Oberflächen den Zelten proportional find. 

2) Die Planetenbahnen find Ellipfen, deren einen Brennpunkt ber 
Mittelpuntt der Sonne einnimmt. 

3) Die Quadrate ber Umlaufszeiten der verfchtebenen Planeten 
ſtehen in bemfelben Berhältmifie, wie die Würfel ber großen Achſen 
ihrer Bahnen. 

Aus dem erften diefer Gefehe folgt nach 6. 72, daß bie Kraft, 
welche die Planeten in Bewegung erhält, in jeber Lage berfelben gegen 
ben Mittelpunkt der Sonne gerichtet fein muß. 

Um fobann aus dem zweiten bie fich barbietenden Folgerungen zu 
ziehen, namentlich die Sntenfität dieſer bewegenden Kraft abzuleiten, fei 
ber Mittelpunkt der Sonne ber Anfang eines Polar-Syftens, 2a bie 
große Achſe der Bahn eines der Planeten, e beren relative Srcentricität, 
und & der Winkel, welchen die Achſe der Bahn mit der Polar-Achſe 
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einfchließt. Den Bol alfo in einem Brennpunkt angenommen, tft dann 
bie Sleihung ber Ellipſe: 
a(1— e?) 1+ecos{w—e) 
—It+ecos(o—e) a(1— e?) j 
Die erfte Ableitung derfelben in Bezug auf » zum Quadrat erhoben 
wird demnach: 


ober t_ 
r 


es sin? Zr 


aꝰ (1 - 





und damit ergibt ſich der Ausdruck: 


1 
(‘3 1 Ai-+e-+2ecos(w—e) 
4* 7 * — — 
a? (1—e?) 


ober mit dem aus ber Gleichung ber Eflipfe gezogenen Werthe von 
e cos (w— E) nach den erforderlichen Rebuctionen: 





I\a 
a), AA 2_1) 
do 2 ali—e)\r as’ 
daraus folgt fofort nach Gleichung (87) 
R=-—_ m _@ _.1 
ali—e) 73 ° 


Die bewegende Kraft ift bemnad eine anziehende, gegen 
bie Sonne bintreibende, und ihre Intenfität ſteht für 
einen und benfelben Planeten im umgekehrten Verhält- 
nifje bes Quadrats feiner Entfernung von der Sonne. 
j Durch das dritte Geſetz endlich Tonnen wir bie Wirkungen, welche 
diefe Kraft auf die verfchiebenen Planeten ausübt, unter fich vergleichen. 
Drüden wir nämli bie Gonftante C durch die Umlaufszeit T bes 
Planeten unb bie Oberfläche O ber befchriebenen Ellipſe aus, wodurch 
man nach $. 71 





T T” T 
erhält, fo wirb der vorhergehende Werth von R 
R-_m Ana? 1 


m 


Nach dem dritten Geſetze ift aber dad Verhältniß Li für alle Planeten 


dasfelbe; es kann ſich demnach bie bewegende Kraft nur proportional 
ber Maſſe biefer Körper und verkehrt proportional dem Quadrate ihre 
Entfernung r von ber Sonne ändern, unb befhalb kein Unterſchied im 
ber Wirkung jener Kraft in Betreff der Beſchaffenheit der einzelnen 
Blaneten ftattfinden, fo daß wenn zwei biefer Körper in ihren Bahnen 
ausgewechfelt würben, jeder bie Bewegung bed andern annehmen müßte. 


$. 82. 


Nun wollen wir umgefehrt bie Kraft als gegeben vorausſetzen, 
und unfere Aufgabe für mehrere einfache Zunetionen bee Entfernung 
möglichft allgemein und vollftändig zu löfen verfuchen. 

Set zuerft bie Intenfität ber bewegenden Kraft ber Entfernung bes 
bewegten materiellen Punktes von bem feiten proportional und für eine 
beftimmte Entfernung bekannt. Dan wird fi damit wie in $. 52 
biejenige Entfernung 1 berechnen, in welcher jene Sntenfität dem Ge⸗ 
wichte P=mg des beiwegten materiellen Punktes an der Oberfläche ber 
Erde gleich ift, wohurd man alsdann die Proportion: 


R:P=r:] 
und daraus den Werth: 
R—=P-- , 


erhält, und bie Gleichungen eine folche Form annehmen, daß fich ihre 
Homogeneität leicht überblicken läßt. 

Damit ergibt fich nun fogleich als Ausdruck für die Arbeit ber 
Kraft in ber Zeit t: 


und es wird 


"+ — 


ber Ausbrud für das Quadrat ber Geſchwindigkeit. Ferner nimmt bie 
Gleichung (68) die Form an: 








1 

r C d. 

0—a=z | dr F 
vo? IR BER.20 + 
r —ToTII r? 


ober wenn man zur Vereinfachung 


s 
W— nt=2al ; = , () =: 


ſetzt, wodurch man 





—— — — — 





d 


N 
u 
u | 
u 
& 
DD 
< 
2 


findet, die Form: 


2 (0@-0,) —=3 ae. _— — ia. — — 
n Vß*-+20 Cz-C}z2 n V a2+#°-{«-Cz)? 
unb das allgemeine Integral biefe® Ausbrudes wird demmach 








— Cz ad — C 20 
— Ac cos — — ) .o 
Ver+p Ve?+R® 
Laſſen wir dann bie Bewegung tin ber beliebig gerichteten Polar= Achfe 
anfangen, jo daß ber erfte Fahrſtrahl rn, in biefer Achfe liegt, und 
w—=d iſt, und bezeichnen wir ben Winkel, deſſen Gofinus — en 
Ver+pt 
iſt, zur Abkürzung mit 28, fo ergibt fich mit dem obern Zeichen, alfo 
wenn z im Anfang Feiner wird, ober r mit w wächk, unb mit ber 
Beachtung, daß cos (Ee — w)—=cos(w— €) 


a—Cz 


2(o—a)=Fr( we cos 





— cos2(0 - ) 
Ver⸗ 
oder in entwickelter Form und in Bezug auf z aufgelöft 
Cı=a— Vor+ 82[ 005° (u—:) — sin? (v—:)] . 
Diefen Ausdruck multiplichre man mit 4 — r2, und fetze x? für 
co (o —e), V fur 1ꝰ ainꝰ (o — ), x2-4-y2 für et, ſo bap 
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die Achſe der x mit ber Richtung zufammenfällt, welche ben Winkel— 
mit der Polar-Achfe bildet (Fig. 72 und 73), und man wird 


C=a(x’+y?)—Ya?+ A (ty?) 
oder in der gewöhnlichen Geftalt: 
(+ Va tR)y+le Varta) =c 
als Gleichung der Bahncurve in Bezug auf rechtwinklige Coordinaten 
finden. Diefe Form zeigt, daß bie Curve eine Ellipſe oder Hyperbel 
fein wird, und daß ihr Mittelpunkt mit dem feften Punkte in der Rich⸗ | 


tung der Kraft zufammenfällt. 
Der Coeffizient &, beffen eigentlicher Werth 


Vo? — S ro? vr — —2 


er = 2C = In, Vo sin deo 
ift, wird pofitiv fein, wenn wir > 0, und wenn C pofitiv 


tft ; das Verhältniß 9° — 7 dagegen wird noch F. 70 pofitio, wenn | 
bie Kraft eine abftoßenbe, negativ, wenn fie eine anziehenbe if. Neh⸗ 
men wir zuerft das letztere an, fo wird 


voꝰ A? ro 
20 


a = 


und hat dann immer basfelbe Zeichen wie C; bie Gleichung der Bahn 
nimmt damit die Form an: 


(.+y#-#@)y4+(eo-Vezp)e=c, 


und wird demnach, da a — Ya? — 8% immer pofitio ift, bie einer 
Ellipfe auf Mittelpunkt und Achſen bezogen (Fig. 72). 

Wird dagegen 8? pofitiv, bie Kraft als eine abfloßende voraus- 
gefeht, fo Tonnen & und C gleiche ober entgegengefehte Zeichen haben, 
und die Gleichung ber Bahncurve Tann bie Form: 


(YatRta)y —(Verraro)—c 


erhalten, welche zeigt, daß biefe eine Hyperbel ift, deren Achfe mit 
ber Achſe der y zufammenfällt (Fig. 73). 


4 
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Die Ellipſe wird ein Kreis, wenn Ver— 0 iſt, d. h. wenn 
(v0?+ #?r,)?—=4 HC? —= 49% 19? vo? sin?og ; 


des Tann aber nur der Fall fein, wenn =; r, saa—=1 if; 


wenn der vorfichende Ausdruck zeigt unter der Form: 
ver —=2pRr?vo? (2 sin?ay—1) , 
mb wenn man beachtet, daß die Summe ber Quadrate zweier Größen 


te Peiner werben kann, als ihr Doppelte Product, daß berfelbe nur 
noch für 2 sin? « — 11 möglich iſt; dann iſt aber: 


(v0? —.? 9)’ —0 ’ vw= Any? * =oC, 


alfo auch die Gleichung bed Kreiſes 


wie vorauszuſehen war. 

Unter berfelben Vorausſetzung: v2 = B2r,® wirb im zweiten Falle, 

wo 8° pofitiv iſt, «== 0, bie Gleichung ber Bahn demnach | 
P(Y—?)=C 
und bie Hyperbel eine gleichfeitige. 

Wäre ferner In einem befondbern Kalle C=0, alfo entweder n—0, 
ober vo —=0 oder x, —=0, fo würde a—=@ . In dieſem Falle wird 
man bie allgemeine Gleichung, die wir für bie Bahncurve erhalten 
haben, durch x bivibiren, und dann mit dem Werthe « — oo 


Yv=0 
finden, woraus folgt, daß bie Bewegung eine gerablinige wirb, beren 
Nichtung mit der Achfe der x ober mit ber Geraden zufammenfällt, 
welche mit der nrfprünglichen Polar=Achfe den Winkel & bildet. Nun 
haben wir aber 
ea—Cz, _ aC—LU!z, | 
Vr+® 
aber ba 


0 e 


iſt, in entwickelter Form: 
Decher, Handbbuch der Medpanit 1. 22 


BR 


ve (1—2 sin? o, )— B*ro? 
VG. Brr,3)? +4 BRrgR vg? sin?ay | 
Bird alfo C=0, wegen n—=0, fo ergibt fi 
co22e—1—2sny =? ,;„ €E=M 
wie vorherzufehen war; ft dagegen «,— 0, fo hat man 
ca2e—1 , e—=0 


umb bie Bewegung geht in ber Richtung des erften Fahrſtrahls vor fi; 
in dem Falle endlich wo v,== 0 wäre, hätte man zwar basfelbe Refultet, 
allen es if} einleuchtend, daß dann gar Feine Bewegung ftattfinbet. 

Um nun auch ben Ausdruck für die Zeit der Bewegung barzuftellen, 
gibt man ber Gleichung (89) durch biefelben Subftituttonen wie oben, 
die Korm: 


cos 2e = 





17 a — — : 
2 21V #?-+2o 02 — (222 


unter welcher biefelbe nach den bekannten Regeln rational gemacht und 
integrirt werden Tann. Es mag aber bie Ausführung dem Lefer zur 
Uebung empfohlen und nur bemerkt werben, daß je nachdem 42 pofitiv 
oder negativ iſt, Die Zeit & durch einen Logarithmus oder durch eine 
Winkelfunction ausgedrückt erfeheint, was twieber darauf hinbentet,, Daß 
im erften alle, welcher ber Hyperbel entfpricht, die Bewegung eine im 
gleihem Sinne fortgehende, tm zweiten Kalle, in ber Eflipfe, eine 
wiederkehrende ober periobifche ſein wird. 


8. 83. 


Die Geſetze ber eben betrachteten Bewegungen konnen naͤmlich gemäß 
ber in F. 65 gemachten Bemerkung viel einfacher als durch Die Formeln 
des $. 79, durch bie Gleichungen (68) gefunden werben, ba man durch 
biefe jede berfelben auf zwei gerablinige zurüdführen, und jebe einzelne | 
Drdinate bed Bewegten unmittelbar in Function ber Zeit erhalten Tann. 

Nehmen wir alfo bie Ebene, tn welcher die Richtumg ber anfäng- 
lichen Geſchwindigkeit und der fefte Richtungspuntt ber Kraft liegt als 
Ebene der xy, biefen Punkt felbft als Anfang ber Coorbinaten, und 
drücken die Intenfität der beivegenden Kraft, wie vorher, durch 
j R—P- 





— — — — — 


aus, fo find ihre beiden Componenten in ber Ebene der Bewegung und 
parallel zu ben beiden Eoorbinaten = Achfen : 


—p._.pX —p_.1L_p\ 
x%=P- =, i = Il r, F- 
und demnach nur Functionen einer Veränderlichen, und zwar berjenigen, 
welche der parallelen Achte entſpricht. Die dritte Componente Z tft 
natürlich Null, ebenſo wie bie entiprechende Gomponente der anfäng- 
lichen Geſchwindigkeit; e8 genügen daher bie beiden erſten der Gleichun⸗ 
gen (68), welche nun bie Form annehmen: 

dx x dy —.Y 

m de = pP 7 m — P T> 
zur Beſtimmung der Bewegung; biefe find, wie man fleht, ganz unab- 
bängig von einander und eine jebe Tann für fich allein auf dieſelbe 
Weiſe, wie es in $. 52 gefchehen tft, behandelt werben. Hier wollen 
wir jeboch die Integration ber vorſtehenden Gleichungen allgemeiner 
halten, und dann erft bie fo gefundenen unbeftimmten Integrale auf 
unfern Fall anwenden. 


Sehen wir dazu wie oben ben Quotienten z —g, und bie erfte 
ber obigen Gleichungen unter die Form: 


dax g 
— — *æ— — + 2 
dıs | Rx, 


I 


| indem wir wie in bem vorhergehenden 6, das Verhaͤltniß - durch £? 


erſehen, und biefe Größe für eine anziehende Wirkung negativ, für eine 
pofitio bezeichnen, und multipliciren wir banı auf. beiden 


Seiten mit 2 SE, fo wich fie 
. dxN\2 
d. (G d.x2 
—* FT 


und die erfie Integration gibt den Ausdruck: 





— * 42 


dxdaꝰ V 
* *4 u 
. 22% 


_ 0 

und wenn wir bie Differenz: &42 x0ꝰ — (F)' der Werthe vom 
7 

+ g%x8 und 7) für ben beliebigen Werth ig von & buch Di 


eonftante Größe 82h? vorftellen, fo wird das allgemeine Integral bie 
Form: 


(2) — 


annehmen. Für bie fernere Integration müſſen wir nun zwiſchen ben 
beiden in dieſer Gleichung enthaltenen Faͤllen unterſcheiden; wir erhalten 
dadurch fuͤr den erſten die Gleichung: 


9* = 4 Vxr— h?, 
für den zweiten bie Gleichung: 
= = Vh’— x? , 
unb bie zweite Integration gibt für jene bas allgemeine Integral 


Aus ir jo VB , 








Xo Vx’—h® u | k 
worin k für + Y x? —h2 ſteht; für biefe Dagegen 
x x 
Bltt—h) = I dx. — arc sin — —e, 
Vz h 


worin ebenfo arc sin * durch ⸗ erſetßt iſt. 


Löfen wir nun dieſe Gleichungen in Bezug auf x auf, fo ziehen wir 
aus der erften, indem wir bie Zahlen ftatt der Logarithmen nehmen, 


einmal 
B (t—te) x+Vx2—n2 — Blt—le) x—Yx’—h? 
e — — — — € — k — — 
k h? 
und dann durch Elimination ber Wurzelgröße 
1, gt), BB 43O—pl-W 
= 7 ke + 5k e . 
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In dieſem Ausdrucke kann man aber bie von bem beitebigen XBeribe t, 
abhängigen Factoren 

1 Te arpt 

ze —— 


durch bie allgemeinen Größen A und B erjeben, und erhält auf biefe 
Weiſe ben Ausbruf: 
t 
14 + Be — 


als unbeftimmtes Integral ber Gleichung: 


Auf ähnliche Weiſe ergibt fich aus der zweiten ber obigen Gleichungen 
merſt 1 hsin (4t — dt, +e) 
oder durch Entwickelung 
x—hsin(e— tu) cos ꝓt Bh cos (e — Pt, ) sin Pi 
und wenn auch hier bie von dem willkuͤrlichen ti, abhängigen Factoren: 
hsin(e— Pi,) hcos(e—%,) 
durch A und B erfeßt werben, fo wirb man 
x—=Acosft+-B sin Pt 
| als unbeftimmtes Integral der Gleichung: 
a - 
gm 
erhalten. 


Die allgemeine Auflöfung unferer Aufgabe liegt alfo in dem Kalle 
einer anziehenden Kraft in ben Gleichungen: 


z—=A cosßt-+Bsinft, | 


(A. 
y=A'oosßt+B'sinßt, 
und im Falle einer abfioßenden Wirkung in ben Gleichungen: 
pt — pt 
x—=Ae +Be ; B 
r a (B. 
7Ate +Be 
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Jede biefer Gleichungen enthält aber zwei Goeffigienten, welche aus ben 
Gegebenen ber Aufgabe zu beflimmen find, und dazu reicht eine einzige 
Gleichung nicht Hinz es müſſen alfo noch bie erſten Abgeleiteten m 
Bezug auf t, nämlich für bie Gleichungen (4) bie Aenberungsgefege: 


= —ABenpt + BB opt 
A.) ’ 
— = — A' 4 sin t + BB cospt 
und für die Gleichungen (B) die Aenberungsgefeke: 
d — 
Fr — Be — B ße At 
®.) 4 
Tenge — Bpe” 


zu Hülfe genommen werben, welche wie wir wiffen bei ber Bewegung 
bie zu ben Coordinaten⸗Achſen parallelen Gomponenten der Geſchwin⸗ 
bigfeit ausdrücken, woraus hervorgeht, daß außer ber Kenntniß der 
Soordinaten des Bewegten für eine beftimmte Zeit t,, die man in bie 
Gleichungen (A) ober (B) einzuführen hat, auch noch bie Kenntniß 
ber Gomponenten der Geſchwindigkeit für benfelben Augenblid noth⸗ 
wendig tft, um fie in die Gleichungen (A’) ober (B’) fubftituiren, und 
bamit die vier Goeffizienten A, B, A’, B’ beftimmen zu können. 


$. 3. 


Um diefe Gleichungen num für unfern Fall anwenden zu können, 
fee ich voraus, daß die Achſe ber x durch ben anfänglichen Ort bes 
Beivegten gelegt und die anfängliche Entfernung und Gefchwindigkeit 
wieber r, und vo fet, und bezeichne wie früher ben Winkel, welchen 
bie Richtung ber letztern mit dem anfänglichen Fahrſtrahl oder jetzt mit 
ber Achfe der x bildet, mit «,; man hat dann zugleich 


dx d 
t=0, ı=n, y=0, de ,cosae ; Tre sing , 


und die Bleihungen (A) und (A’) werden dadurch 
ro — A 0=A, 


vwcsa =Bf ,„ nsnu=BPß; 


—* 


daraus ergeben ſich bie vier Coefftzienten 


V cos Va sine 
A=n N X=0 N B— 20 N B — I, 


Für den Fall einer anziehenden Wirkung find fonach die Gleichungen 
der Bewegung: 


ß 
Yo 


x—=n cosßt + AU cos &, sin At 
(C. 
y= 3 sin a, sin At 


und die Ausbrüde für die Gomponenten ber Geſchwindigkeit find 
u. — vo 0080, cos At— Ar, sinßt . (D 
u, = % Sina, cosft.. 
Eliminirt man nun in ben Gleichungen (C) bie Veraͤnderliche t, 
indem man zuerft in ber obern sin At durch feinen Werth aus ber 
untern erfeht, wodurch jene bie Form: - 

I, Sina, cos Pt —= X Sing —Y cos @p (a. 
annimmt, biefe dann ind Quadrat erhebt, und cos? At 1— sin? Pt 
aufs Neue burch Die untere Gleichung ausdrüdt, fo findet man: 

B? rg? y? + vo? (x sin — Y 008 a, )? —= 192 vy2 sin? a, — CR 
als Gleichung der von dem Bewegten befchriebenen Ellipfe, welche wie 
man fieht, ihren Mittelpunkt im Anfangspuntt, aber ihre Achſen gegen 
die der Coordinaten geneigt hat. 


Diefe Gleichung wird daher einfacher, wenn man bie Bewegung 
von einem folchen Punkte anfangen läßt, wo die Geſchwindigkeit ſenk⸗ 


recht zum Fahrſtrahl gerichtet, ober &, — 5 x iſtz fie wird nämlich 





Anwen: , Yo 
und zeigt, daß dann ber erſte Fahrſtrahl ro die ber Achfe ber x ent 
fprechende Achfe ber Ellipſe tft; die anbere ber Achfe ber y entiprechende 


if. 7 =, V: . Sol demnach die Bewegung in einem Kreiſe 


vor ſich gehen, ſo muß 
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T 
— „=fpn 


werben; dann hat man aber auch 
" „= — nv sinft N u, = Yg c08 At 
und folglich 
‚= Yu: +Wy?=W; 
bie Bewegung wirb alfo in biefem Kalle eine gleichfürmtge. 
Die Gleichungen (C) und (D), welche bie Lage und Geſchwindigkeit 


bes Bewegten am Ende einer gegebenen Zeit ausdrüden, zeigen, daß 
bie Bewegung nach jedem Umlauf, wozu bie Zeit: 


erfordert wird, wieber von vorn anfängt; insbeſondere erficht man aus 
benfelben, daß 


1) für t—0, x=h); y=0, u. v0 c08 O9 5 uU Vo SIR de 


wird, übereinftiimmenb mit unferer Annahme, 


. 1 1 ı 1 
2) bapfür t=z moberi= ⸗ "Vz , cn zum, 


vn V: sin cu, KL =— „Vf ‚,uy=0 wird, yalfo feinen 


größten Werth Kat, und bie Geſchwindigkeit zur Achfe der x parallel 
ift, was offenbar dem Punkte B, Fig. 74, entipricht, wo die Tangente 
zum Durchmefler AC parallel tft, alfo dem Endpunkte des conjugirten 
Durchmeflerd BD; 

] 


3) daß für At=n oder nz ‚ x=—n, Y=0, 
W=—Y008%, u, — — vp8ina, wird, was im Punkte C ftatt= 
finden muß; hier iſt demnach bie Geſchwindigkeit biefelbe, wie in A, 
nur im entgegengejegten Sinne gerichtet; 


4) daß für pi=>n oder ı=5 z7 der Bewegte in D 


BB 


— 


ı 1 
ankommt, wo =); c08 &g 5) yz=-—Y% V: sin ag, 


— 


u, = VF u, O iſt, und endlich 


5) daß er für At=2r, (2/5 „ Wie fchon erwähnt, 


| die Bewegung in A von neuem begimmt. 


Der Bewegte gebraucht aljo, wie man barans allgemein 
fhlteßen wirb, immer von einem Endpunkt eined Durch— 
meffers bis zu dem der Richtung ber Bewegung nach näch— 
fen Ende des ceonjugirten Durchmeſſers ein Btertel der 
ganzen Umlaufszeit, und dieſe Umlaufszeit tft unab- 
hängig von feineranfänglidhen Lage und Geſchwindigkeit; 
fie wird blos durch die Intenſität der bewegenben Kraft 
beftimmt. 

Diefe Berhältniffe werben übrigens noch anfchaulicher durch bie 
Gleichung (a) ausgebrüft, wenn man beachtet, daß 


x sin —- Y cos 09 


bie Laͤnge der Senkrechten OP, Fig. 74, vorſtellt, welche vom Anfangs⸗ 
punft O auf eine durch den Punkt Moder xy gezogene Gerade MP 
gefällt werben Tann, bie zur Richtung der anfänglichen Geſchwindigkeit 
oder zu dem conjugirten Durchmeſſer BD parallel tft, ebenfo fit, mie 
fhon früher bemerkt wurde, r, sin ao bie Länge der auf bie Richtung 
Aa oder av, ber anfänglichen Sefchwindigkeit gefällten Senfrechten O a. 
Bezeichnen mir alfo bie letztere mit po, bie erftere mit p, fo ergibt fich 
aus der Sleihung (a) einfach 
cos At — J 
und daraus tft leicht zu ſchließen, daß wenn man mit dem Halbmeſſer p, 
‚ von O aus einen Kreis befchreibt, und von irgend einem Punkte M bie 
zu OB parallele MP zicht, der baburch abgefchnittene Bogen am bie 
Zeit At vorftellt. 
Diefe BVerhältniffe nach den Gleichungen (C) und (D) in dem 


einfacheren Falle zu betrachten, wo &, — 5 ze iſt, unb dieſe Gleichun⸗ 
gen mit den ähnlichen in 6. 52 zu vergleichen, ſoll dem Leſer überlaffen 


—— 


bleiben, und nur bemerkt werben, daß man durch dieſe Vergleichung zu 
dem folgenden Schlufle kommt: 

Wenn drei Atome gleichzeitig von ben Punkten A unb a ausgehen, 
der eine von a mit ber Geſchwindigkeit Null, ber zweite von a mit der 


Geſchwindigkeit r, V* sin &g , welche fentrecht zu dem Fahrſtrahl 


Oa gerichtet ift, und der dritte von A mit einer beliebigen zu Oa ſenk⸗ 
recht gerichteten Geſchwindigkeit, nnd bie alle breit berfelben anziehenden 
Kraft unterworfen find, von benen fich alfo ber erfte in ber Geraden ac, 
ber zweite in bem Kreife abe, und ber dritte in einer Ellipfe ABC 
bewegen wird, fo befinden fich dieſe drei Atome in jedem Augenblide 
auf derfelben zur ac fentrechten Geraden, 3. B. das erſte in P, das 
zweite in m, und das britte in M. 

Für deu Fall, wo bie Kraft eine abftoßende Wirkung äußert, wo 
alfo die Gleichungen (B) anzuwenden find, wird man finden, baf 
biefe unter denfelben Vorausſetzungen für die anfängliche Lage und Ge⸗ 
ſchwindigkeit wie vorher, die Formen annehmen: 


26 25 
V sina pt — pt | 
le), 


und wenn man bie erfte unter bie Form 
| 





x — 
E.) 


— — At Yo C0S 0, Bi — pi 
— 1, — +e ) + — ( e ) 
—A - 
bringt, und den Factor * (⸗ e ) mittels ber zweiten elimi⸗ 
'nirt, fo ergibt fi: 
1 pi t 
b.) x sin ag - cos e ꝓ- fu ain co (e + e u ) 
oder mit derfelben Bezeichnung wie oben 
4 pt — pt 
P=zP ( + e ) . | 

Diefer Ausdruck zeigt dann durch feine Vergleichung mit ber Gleichung 


der Kettenlinie, deren Ableitung man im Zien Buche finden wird, 
daß wenn man über ber verlängerten auf bie Richtung Aa ber anfäng- 


r 
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lichen Geſchwindigkeit gefällten Senkrechten Oa, Pig. 75, al6 Achte ber 
veränberlichen p umb ‚mit dem Barameter Oa=—p, eine Kettenlinie amb 
eonftruirt, und von irgend einem Punkte M ober M ber Bahn bee 
Bewegten eine Baraltele MP zu Aa zieht, das burch bie Kettenlinie 
abgefchnittene Stüd Pm ber Zeit t propertional iſt; denn offenbar ftellt 
bie Senfrechte OP = p die Ordinate bed Punktes m der Kettenlinie 
vor, deſſen Abſciſſe Pa iſt; bezeichnet man biefe mit q, fo hat man 
nach der Gleichung der Kettenlinie 


q 


P=4 Po ("re ”) 
und durch Dergleihung mit bem vorhergehenden Ausdpicke 


I _ 8; 
Po ⸗ 


woraus dann folgt, daß man die Zeit, welche der Bewegte braucht um 
von A nach M zu gelangen, wenn v, poſitiv iſt, ober um ben Bogen 
AM zu befchreiben, wenn v, negativ ift, durch das von der. Ketten- 
Iinte abgefchnittene Stück Pm der zu Aa Parallelen Pm anfchaulich 
barftellen Tann. 
Su der Figur tft nach dem frühen bereits angebeutet, daß bie 

Bahn eine Hyperbel tft; die Gleichung diefer Curve ergibt ſich aus ben 
vorhergehenden Gleichungen wie in dem vorigen Falle, indem man bie 
Gleichung (b) zum Quadrat erhebt und die Summe 

2 pt — 2pt 

e + e 


mittel® der zweiten ber Gleichungen (E) daraus eliminirt; man findet fo 
vo (x sinag — yY cos a, )? — Piry?—= ch, 
und fieht, daß biefe Gleichung aus der frühern der Ellipſe einfach durch 
ben Zeichenwechſel von A? folgt, mie es in ber Ratur der Sache liegt. 
$. 85. 


Sn s. 81 haben wir aus ben Kepplerichen Geſhen den Schluß 
gezogen, daß bie Kraft, welche die Planeten in ihren Bahnen erhält, 
als eine von dem Mittelpuntte der Sonne ausgehende angenommen 
werben muß, und daß ihre Intenfität im umgekehrten Verhältniſſe zu 
dem Quadrate ber Entfernung eines Planeten von ber Sonne fteht. 





— ⸗— 


Nehmen wir nun dieſen Fall ebenfalls umgekehrt auf, indem wir dieſes 
Geſetz für bie Kraft als gegeben vorausichen, und bie Geſetze der da⸗ 
raus erfolgenden Bewegungen unterfuchen. 

Sei alſo P==mk bie Intenſitaͤt dieſer anziehenden Kraft, wenn 
fi) ber Bewegte, deſſen Maſſe wie immer mit na bezeichnet iſt, in ber 
Entfernung 1 von dem feften Punkte befindet, gegen welchen bie Kraft 
fortwährend gerichtet bleibt, und den wir als Anfang ber Polarcoordi⸗ 
naten r und w annehmen, bie Polar-Achſe natürlich in der Ebene ber 
Bewegung vorausgefegt. In ber Entfernung r wird die Kraft durch 

12 13 
ausgedrückt fein, und demnach bie Arbeit berielben vom Anfang ber 
Zeit an den Werth: 


r r 
jea—rrfe 4 — PI12 (--- 
r. r r To 


—R 


erhalten. Der Ausẽdruck für die Aenderung ber lebendigen Kraft bes 
Bewegten nimmt baburch bie Korm an: 


v?— my —=2mkl? (---) 


und gibt die Geſchwindigkeit durch Samen : 
va — voꝰ — 2k- — — + 2 


Führt man dann benfelben Werth von fü dr. R, nachdem er durch m 
Te . 
bividirt worden, in die Gleichung (89) ein, fo wird dieſe 


w—- = + 
im — — 12 C? 
r r 


. a. 1 
ve—2k— =a! . k?—=BC , =ı 


. „| 


u 


ſetzt, und bie beiden Ichten Glieder umter bem Wurzelzeichen zu einem 
volländigen Quadrat ergänzt: 

— ——; 

„ Ve+B—(#—C2)? 

bie Ausführung ber angebeutrten Integration gibt alſo 

B—Cı _ 0 cc LH 


to n=7T da. 











W— u ==TF) arc 009 — — — 
Ver+R? Ver+p? 
Den Winkel, defien Coſtnus durch 
a—Cz 
Ver+4 


ausgedrüdt ift, bezeichne ich mit e,. und, nehme das obere von beiden 
Zeihen, jo daß r im Anfang mit w wachſend, und der Winkel «, F 
anfänglichen Geſchwindigkeit mit dem anfänglichen Fahrſtrahl r, als 

ein fpiger vorausgefekt iſt; man zieht damit aus dem vorhergehenden 
Ausdruck in Bezug auf z den Werth: 


 G=p—Vort a os (u + —w) 
und wenn barin für z wieder I eingeführt, und von Neuem + &, 
durch + e erieht und beachtet wird, daß 


cs (n-+2e— w) = cos (rn --(w— e))= — cos (0 — 8) 
if, fo folgt | 
"Oel. (A. 
8#-+Var+ 83 cos (w—e) 
Diefer Ausdruck zeigt fehr große Achnlichket mit dee Form ber 
Bolargleihung der Gurven bes zweiten Grades, wenn ber Pol im 
Brennpunft fi befindet, nämlich mit ber Gleichung: 


— — — 
1-+ecos(w—s)’ 
worin p ben Parameter ber Curve oder die auf ber großen Achſe er- 
richtete Ordinate im Brennpunkt, e bie relative Ereentrizität ober das 
Verhaͤltuiß der Entfernung bed Brennpunkte som Mittelpunkte zu ber 
halben großen Achſe, und s den Winkel zwiſchen biefer leztern und ber 





_%0 
Polar⸗ Achſe bezeichnet, von weicher aus ber veränderliche Winkl w 
gemefien wird. Diele Gleichung gehört denmach einer Gllipfe an, wenn 
e < 1, einer Hyperbel, wenn e >1, und einer Parabel, wenn 
e—=1 iſt. Für bie beiden erſten Curven gibt man berfelben auch bie 
Formen: 

— a(1— e?) — al1—e) — 

A1tews(w—e) = 1+tecos(w—e) ’ 


indem man bie halbe große Achfe mit a bezeichnet. — Bringen wir 
.. alfo die oben gefundene Gleichung (A) unter bie Form: 


z 


en 


um fie mit ben vorhergehenden vergleichen zu Tonnen, jo chen wir 


, 


V C 
145° ) gl) 


zu feben iſt; daraus folgt dann 





3 C 
a.) 1-d=— u N a — — 772 
oder wenn man für «2 und BC ihre Werthe einführt: 
„ke _ le kl3 
u _ 8 0 kB — vr, 
ro 





— no 
=yi sy‘ ak .° 


Die Hauptform der Bahn bed Bewegten hängt demnach blos von dem 
Zeichen von a oder wie biefes felbft von dem Zeichen von «?, d. t. von 
bem Zeichen ber Differenz : 


ab, alſo blos von ber Größe der anfänglichen Geſchwindigkeit in Bezug 
auf die anfängliche. Entfernung bed Bewegten, aber: nicht von ihrer 


_B__ 


Richtung, und zwar wird nach ben vorhergehenden Ausbrüden bie 
Bahn bed Bewegten 


2k2 
eine Ellipfe, wenn — — vw — 0 
Ö 





eine Barabel, menn 
0 


2k12 
eine Dyperbel, wenn — — vw <0 
0 


iſt. Um aber bie Bebeutung dieſer Bedingungen Tennen zu lernen, 
bringt man die mittlere unter die Form: 


210 
Fr 


indem man vo und r, veränberlich nimmt, unb nun biefen Werth mit 
dem obigen allgemeinen von v? vergleicht. Man fieht, daß jener Aus- 
drud in den vorhergehenden übergeht, wenn dort w—=0, n — o 
geſetzt wird, daß alfo biefer letztere die Geſchwindigkeit ausbrückt, welche 
ber Betvegte erlangen müßte, wenn er aus unenblicher Entfernung mit 
ber anfänglichen Geſchwindigkeit Null durch die Wirkung unferer Kraft 
in gerader Richtung gegen ben Pol bis in bie Entfernung r, beivegt 
würde, wozu Übrigens, wie aus dem Werthe von t in 6. 53 zu erſehen 
it, eine unendlich große Zeit erforderlich wäre. 

Auch ber Ausdruck für die Achfe a der Curve tft ebenfo wie ber 
für die Geſchwindigkeit v unabhängig von ber Richtung ber anfänglichen 
Geſchwindigkeit; diefe Richtung hat jedoch Einfluß auf die Excentricität 
und auf den Parameter der Bahncurve, wie man aus bem Ausbrude: 


_ € __0 _r?vosinda, 
p—35306 
erſehen wird, aus welchem insbeſondere für die Parabel mit der ie 
Bedingung der einfache Werth: 


— 1 in2 
p = —_ Ig 3ın &o 


2 





gezogen wird. 
Mu dem Werthe von a kann man nün auch dem allgemeinen 
Werihe ber Geſchwindigkeit eine einfachere Form geben, nämlich die Form: 


v=kt(2 —) i (B. 
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weiche fi geradezu anf bie Ellipſe bezieht; für bie Hyperbel hat 
man nur das Zeichen von a zu Ändern, unb für bie Parabel wir 
20, alfo 
a 2 

v3 = 2618 = vos 0 
r r 
wie in 6. 77. 
Will man endlich die Bahncurve durch eine Gleichung zwiſchen 
rechtwinkligen Coordinaten ausbrüden, fo wird man bie Achſe ber x 
mit der Dauptachfe ber Curve zufammenfallen Iafien, und denmach 


R=ı2-+y? , r 008 (Ww—-e)—=x 
in die Polargleihung einführen; mit dem lehtern Werthe nimmt fie 
zuerft bie Form an: 
Ar=C—xYo?+9° 
und nachdem biefe zum Quadrat erhoben worden, findet man mit 
dem erften: 
A2 y - art +20 Ye? +R—=O. 


Diefe Gleichung enthält noch ein Glied mit x und ein conftantes Glied, 
weil der Anfangspunft ber Eoordinnten zwar auf ben Achſen ber Gurw, 
aber weder im Mittelpuntte noch im Scheitel Liegt. Subftituirt mau 
daher x—=x’+c, und febt das Glied mit x’ gleich Null, fo erhält 
man bie Mittelpunktögleichung ; macht man dagegen das neue conftante 
Slied Null, jo ergibt fich bie Scheitelgleihuug. Der Goeffizient von 
x wird 


20 Ver +? — 2 a8c 


re Zyrz . 


Wird dann bie Größe c in ber neuen Gleichung ber x’ durch bien 
Werth ellmintrt, fo erhält man einfach: 


und gibt 


rar Ko, Ä 
ober in anberer Form 
ao a* 


ca y— Brc? 63” 
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und man fieht daraus wieber, daß biefe Gleichung die einer Ellipſe tft, 
wenn a? einen negativen Werth hat, daß fie einer Hyperbel angehört, 
wenn «2 pofitiv iſt, und daß fie illuſoriſch wird, wenn man a — 0 
bat, weil fie fich in biefem alle auf die Parabel bezieht und es für 
"diefe Teinen Mittelpunkt gibt; in dem erften Falle erfennt man auch 
leicht, daß 
‚, BC C 
—. — a mb — 
a . a 
die beiden Halbachien ber Ellipſe ſind. 
Um die Gleichung der Parabel zu erhalten ‚ wird man fogleich 
in ber auf ben Brennpunft bezogenen Gleichung a? —0 fehen, und 
dadurch die Gleichung 


— b 


682 y⸗ — C(C—2P#x) 
finden, welche zeigt, daß ber Scheitel ber Parabel in einer Entfernung: 
C 
x = 23 


von dem Anfangspunft auf der pofitiven Seite ber x liegt, daß aber 
bie Achfe der Curve im Sinne ber negativen x gerichtet, und der Ba- 


rameter derſelben p -7 tft, wie wir ſchon wiſſen. 
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Es erübrigt uns nun noch, die Beziehungen zwiſchen ber Rage bed 
Bewegten und ber Zeit ber Bewegung feitzuftellen. Dazu gibt ung 
wieder die Gleichung (89) mit den frühen Abkürzungen und mit ber 


2 
Abänderung, daß a? für er — 19°, alſo mit entgegengeſetztem 
Y) 


Zeichen genommen wirb, fo ba ſich die Unterfuchung geradezu auf bie ' 
Bewegung In der Euipſe var , den Ausdrud: 


| 1 1 
J, V e+290—— 0 


weichen man banuı mit ben aus ben Gleichungen (a) gezogenen Werthen: 
Vrgerell-e) ; pC=a0?,, 


Decher, Handbuch ver Meanit 1. 23 


bie Form geben kann: 


aal — J =. 
2r r 
— 


Beachtet man ferner, daß der größte und kleinſte Werth won r tm ber 
Ellipſe a(1-+e) und a(l1—e) if, daß man daher jeden beliebigen 
Werth diefer Größe durch 

r—=a(1—ecosu) 
vorftellen Tann, fo iſt Teicht zu fehen, daß das vorhergehende Integral 
mit biefem Werthe rational gemacht werden Tann, und bie Form an- 
nimmt; 





214 [in.—e cosu) ’ 


alfo durch Ausführung ber angebenteten Integration und mit dem ober 
Zeichen 


* t=u—w—e(sou—sinu,) 


gibt. Diefer Ausdruct verwandelt fi durch Ginführung ber Werth 
von u und « in den folgenden: 


] k a—r 
ay 3 =ucoo 8* —** 141-2 een, 


aus welchem man für r=a(1—e), alſo für die Zeit, welche ber 
Bewegte braucht, um vom Anfangspuntt ber Bewegung bis in ben 
bem Breunpuntt zunächfiliegenben Scheitel ber großen Achte zu gelangen, 


ben Werth : 
+ — — — 6 
„'=u% sin Ug 


zieht; dadurch ergibt ſich dann ein einfacherer allgemeiner Ausbrud für 
die Zeit, nämlich: 


C.) npi=u—esinu, 


indem man biefelbe von dem Augenblide an zählt, wo ber Bewegte 
burch ben dem Brennpunkt zumächft liegenden Scheitel der großen Adıle 
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geht, und ben Goeffigient von t durch n abkürzt. Pl Die ganze Um⸗ 
Inufszett hat man offenbar u— 277 zu nehmen, und findet bamit 


rn ad 


Würden fich demnach mehrere materielle Punkte mit verfchiedenen an= 
fänglichen Entfernungen und Gefchwindigfeiten alfo auch tn verfchiebenen ' 
Ellipfen vermöge dberfelben Kraft um benfelben feften Punkt bewegen, 
fo würde für alle derſelbe Werth für k und I bleiben; es müßte alfo 
auch für einen jeden von ihnen der Quotient 


a3 k12 
3° Im nu? 


den gleichen: Werth haben, und demnach für alfe das dritte Kepplerice 
Geſetz gelten. 

Mitteld der obengefundenen Ausdrücke Tann man nun leicht bie 
Zeit der Bewegung beftimmen, wenn die Rage bed Bewegten als bekannt 
vorausgeſetzt wird; denn für ein gegebened w erhält man aus ber 
Gleichung der Curve ben entfprechenden Werth von r, und mit biefem 
durch die Gleichung (0) tn der entwickelten Form: 


TI a—r gr m 
—* ae cos ⸗ 17072 


unmittelbar ben Werth von t, welcher fich indefien leichter mittels bes 
Hülfswinteld u — arc cos — und ber Gleichung (C) im ihrer oben. 


angegebenen Form berechnen läßt. 
| Die umgekehrte Aufgabe: die Lage bes Bewegten für eine 
gegebene Zeit zu beſtimmen, das fogenannte Keppler'ſche 
Problem hat aber, namenilich für die Lehre von ber Planetenbewegung 
und deren Anwendung auf bie Aſtronomie, eine viel größere Wichtigkeit, 
und gerade biefe Aufgabe kann nicht Direct gelöfet werden, da man aus 
ber Gleichung (C) keinen allgemeinen begrenzten Werth für u in Func⸗ 
tion von t erhalten kann. Man muß alfo für gegebene Zahlenwerthe 
"son & bie entiprechenden für u aus ber genammten Gleichung annähe- 
rungsweiſe berechnen, und bamit den entiprechenben Werth für r durch, 
die Bleichung: 





r=a(1—ecosu) 
23% 


6 _ 
beſtimmen; führt man alsdann biefen in bie befannte Gleichung ber 
Curve ein, fo gibt biefe auch ben Winkel w. Es iſt jeboch für dieſen 
Zweck einfacher, zwiſchen ber Gleichung der Curve und der vorfichenden 
den Fahrſtrahl r zu eliminiren, und co unmittelbar in Function von u 
auszubrüden. 
Die Polar = Bleichung ber Curve auf bie große Achſe bezogen gibt 
r 1—e? 
a 1Iteoso 
und mittels ber vorhergehenden Gleichung erhält man denmach bie 
Beziehung: Ä 


I 


1— e? 


Tre em, 
woraus man leicht bie Werther 
u ze __0sure 
MOZT—ease ° RU TIeosw 


zieht und fchließt, daß für e=0, u—=w wird. Es ergeben fid 
daraus ferner bie Ansbrüde: 

(1i-+e)(1— cosu) _(l—e){1-+cosın) 
4—ecosu ‚ Ir00= 1 —e cosu 
und wenn man dann ben erften berfelben durch ben zweiten dividirt, 
und die befannte “em: 


ta 2 1— sw 
2 11000 


beachtet, fo findet man bie einfache a 


1 FE gang 
0 Vote 


Es dürfte indeſſen nicht überflüffig fein, basſelbe Ergebniß aus 
ben Gleichungen ber Bewegungen felbft abzuleiten. Wir haben nämlich 
oben fchon burch Elimination von r mittels ber Veränberlichen u ale 
Aenderungsgeſetz von t tn Bezug auf u ben Ausbrud 

di 


a 7, Ftaıll-e cosu) 


erhalten, und daraus ben Werth von t gezogen; multiplichrt man aber 
biefe Gleichung mit ber Gleichung: 


1— ecosw— , 
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une 


fo ergibt ſich mit der Beachtung, daß r!—ar(1—ecosuft, an— „e 


7 — Vier if, und mit Beibehaltung bes obern Zeichens, bas 
Aenderungsgeſetz: 


do Vie 
du T-ecou ' 
Sebt man ferner: \ 
1 1 1— 2? 
ig u=2, csu=(1-—.22) ui 
fo findet man für das vorhergehende Aenderungsgeſetz das folgende: 


Fe 
J yi—e 
di —1-<etz(lite) 
und wenn w mit u und z zugleich Null wird, das allgemeine Integral: 


i+e 
1... — 1+e 
7 0 - je — ———— ; 
Lo 














1+ 
alſo auch umgekehrt 
1 _ 1-+e 1-+e 1 
tang 0m de [ZEIT 2 
wie vorher. 
. 6. 87. 


In den drei Gleichungen 
ni — u — esinu 


r=a(i1-—ecosu) , wu ———— 


Te 8 





it alſo bie Auflöfung bed genannten Problem's enthalten, und es 
handelt ſich num darum, aus ber erften dieſer Sleichungen ben Werth 
von u zu ziehen, was ebenfo wie bie Beftimmung ber Lage bes 
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Bewegten annähernd burch eine ziemlich einfache Gonftruction erreicht 
werden Tann. 

Unterfuhen wir dazu vor Allem die Bedeutung bed Winkels u, 
und fehen wir, wie man bie beiden Goorbinaten r und w oder bie 
Lage bed Bewegten durch Zeichnung finden Tann, wenn ber Winkel u 
bekannt ift. 

Die oben gemachte Bemerkung, daß für e=0, alſo im Kreife, 
die Winkel u und w gleichbedeutend werben, führt ſchon darauf, daß 
der Winkel u feinen Scheitel im Mittelpunkt der Ellipſe haben werbe ; 
und die Vergleichung bed Werthes von r in Function von u, nämlich: 


r=a(1-—ecosu) 


mit dem befannten Werthe dieſes Fahrſtrahls in Function von ber im 
Mittelpuntte anfangenden Abſciſſe x, nämlich 


r=a—exX 


zeigt, Daß man x a cosu hat, daß alfo u ber Mittelpunftswinkel tft, 
dem in einem Kreife vom Halbmefjer a ein Coſinus — x zugehört. Sf 
demnach C, Fig. 76, der Mittelpunft, AB die große Achſe der von 
dem Bewegten beichriebenen Ellipfe und F ber Brennpunkt, gegen wel⸗ 
chen bie Kraft gerichtet iſt, M die Lage bes Bewegten am Ende ber 
Zeit ı, alſo MF=r, Winfell AFM—= o, und beſchreibt man über 
AB einen Halbfreis ADB, errichtet auf AB die durch M gehende Or⸗ 
binate PM, welcher verlängert den Halbfreis in N fchneibet, und zieht 
bie Gerade CN, fo tft offenbar auf ber einen Seite 
CP=x=acosACN; 


auf ber andern 
P=rcwosw=a(wsAUN—.e) 


R BER 1 — e? 
und wenn in biefer Gleichung für r ber Werth: a Te me 
- eingeführt wirb, fo zieht man daraus 
_ 008wW-+e 
wAlN=; + € 005 w 


d. 1. denſelben Werth, den wir oben für cos u erhalten haben. 

Es ift demnach der Winkel ACN ber mit u bezeichnete Winkel, 
und man fhließt baraus, daß wenn biefer befannt und durch ihn ber 
‚Bogen AN in dem über ber großen Achſe der Ellipfe beichriebenen 
Halbkreiſe beftimmt ift, man nur von dem Endpunkte N dieſes Bogens 
eine Senfrechte NP auf die große Achſe ziehen darf, um bie Sage M 
des Bewegten durch ben Durchſchnitt diefer Sentrechten mit ber Ellipſe 
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zu erhalten, wodurch dann auch bie Goorbinaten r und @ gefun⸗ 
ben find. 

Um nun u für einen gegebenen Werth von t zu finden, ziche man 
burch den Vunlpuntt C ber Ellipſe, Fig. 77, eine Gerade EN unter einem 
Winkel — =, rs — 45° gegen bie große Achſe AB, befchreibe dann von 
bemfelben Punkte aus zwei Kreife, ben einen über ber Achie AB, ben 
andern über dem Abfianb FE’ ber beiben Brennpunkte, theile beibe tn 
eine gleiche Anzahl gleicher Bogen, wie Au, , u, etc., Fa,, a, 8, ete., 
und trage bie Bogen bes großen Kreiſes, zu Geraden ausgeſtreckt, auf 
bie Ordinaten=Achfen CU auf; durch die Theilungspunkte u, , ug, elc. 
anf biefer Achſe ziehe man bie Geraden u, v;, Ug Yg, Ug Ya, ete., Durch 
bie Theilungdpunfte a,, a,, etc. auf dem kleineren Kreife die Geraden 
5b), a, be, ete., zu AB parallel, und endlich durch bie dadurch 
entftehenden neuen Theilungspunkte b,, ba, etc. , auf der Achfe CU bie 
Barallelen b,t,, beats, etc., zu der Geraden CN, bis fie bie ent- 
iprechenden Parallelen u, v; , ug Ya, etc. , in ben Punkten t, , ta, ty, etc., 
ſchneiden, deren Abfeifien u, t,, ugs, etc. die Zeiten vorftellen, welche 
ben durch die Orbinatn Cu,, Cu, etc. bargeftellten Winfeln u ent- 
fprechen. Denn durch die Sonftructton hat man offenbar Cu, —= Bogen 
Ay, =au, Chb,=ae sinu, und demnach 


CT, =uh% — u, — ,% = Cy,—Cb, = a(u—e sinu) 


oder 
CT, =ant. 


Berbindet man daher die erhaltenen Punkte durch eine ftetige krumme 
Linie Ci, tagte... ., fo wird man auch umgefehrt, wenn t gegeben ift, 
u finden, indem man den Zahlenwerth von ant als Abicifie von C an 
auf ber Achſe CT aufträgt, und in beren Endpunft eine Orbinate bis 
au ber ebengezeichneten Curve errichtet; die Ränge diefer Ordinate wird 
ben Bogen au, und damit ben Winkel u geben. Um indeſſen ber Curve 
feine zu große Ausdehnung geben zu müflen, Tann man ihre zweite 
Hälfte Ciytgtg.... wieder von C anfangen lafien, und ben Sinus 
von u burch biefelbe beſtimmen, ba biefer ohnehin zur ferneren Ber- 
wendung des Winkels u brauchbarer ift, ald der in eine Gerade aus- 
geftveckte Bogen au. Dazu darf man nur durch ben Endpunkt ber 
durch die Abfeifie ant beftimmten Ordinate eine Parallele zur Achſe CN 
unſerer Hülfscurve ziehen, um auf der Achſe CU den Werth von 
ae sinu und durch eine neue Parallele den Bogen aeu auf dem Heinen 
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Kretfe zu erhalten, womit denn auc der Winkel u und ber Bogen au 
auf dem größern Kreife gegeben iſt. 

Sn Fig. 78 find die vorhergehenden Gonftructionen vereinigt an- 
gewendet, um bie Lagen bed Bewegten in ber einen Hälfte ber Ellipfe 
nach ſechs gleichen Zeitabfchnitten zu beftimmen, wozu bie ber halben 
Umlaufszeit entfprechenbe Abſciſſe CT, tn ſechs gleiche Theile getheilt 
wurde; das Uebrige biefer Conftruction wird nach bem Vorhergehenden 
feiner weitern Erklaͤrung bedürfen, und foll dem Nachdenken bes Lefers 
überlaffen bleiben, 

Es leuchtet nun ein, daß dieſe Conſtruction um fo weniger genaue 
Grgebniffe liefern wird, je Heiner e tft, je mehr fich alfo die Ellipſe 
einem Kreife nähert, wie dies 3. B. bei deu meilten Planeten ber all 
iſt. Für fehr Kleine Werthe von e kann man aber bie zweite und bie 

öhern Potenzen von e bei der erſten Annäherung vernachläifigen, und 
bemnach ben Werth von u zuerft unter bie Form: 


u=nt- esinu 
bringen, und dann auch 
| u=nt-esin(nt+esinu) 
ſchreiben. Gntwidelt man dann den Sinus der Summe, feht für 
sin.e sinu und cos.e sinu ihre Werthe 
sin. e sinn = e sinu— 5 ed sindu , 
cos.e sinu—1 ze sin?u , 
und vernachläffigt alle höhern Potenzen von e, bie zweite mitgerechnet, 
ſo hat man einfach 
a.) | u=nt-+esinnt 


als eriten Annäherungswerth von u. 
Auf gleiche Weife kann man dann auch r und w unmtitelbar in 
Function von t annäherungsweife ausdrüden; man findet nämlich zuaft 


r=a(1—ecosu)=a[1l—ecos(nt-+esinnt)],, 
und daraus mit berfelben Vernachläſſtgung wie vorher 


b‘.) r=a(l—eoosnt). 
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Berner hat man 
do € 1—e) do _C 
dt BR ? (1+ecos») di ai’ 
und mit Weglafſung aller Glieder, * mit e? multiplicirt find, 


C 
(1i—2 cos 0) =; 
c- k]? kl2 
febt man dann 7: =: und beachtet, daß für 
sunfere Annäherung: 
& 
8 = VYi—e —1 
ift, fo folgt aus bem vorhergehenden Ausdrucke 
17 dt dt 
— n — —=1-—2ecouo , 


a do » do 


und das Integral: 


[4 
nt = 0 — 2esinw : 


wenn w mit t Null wird, alſo auc umgekehrt für benſcclhen Grad der 
Annäherung wie vorher 


o=nt-2esinn. (cd. 


Für die Zwecke ber Aftronomie hat man bie Größe u, welche bort 
den Namen: ercentrifche Anomalte führt, in eine nach ben Po— 
tenzen von e auffleigende Reihe in Function von nt entwidelt, und 
damit den Fahrſtrahl r und die wahre Anomaltie w ebenfalls als 
Functionen von nt in ähnlichen Reihen bargeftellt, von denen bie eben 
gefundenen Werthe (a), (b’), (c’) der genannten Größen jebesmal 
die beiden erften Glieder find, mit deren Entwickelung wir und indeflen 
bier nicht befaſſen konnten, ohne bie vorgeftectten Grenzen zu überfchreiten. 
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Bei den frühern Unterfuchungen über ben freien Fall eines jchweren 
mätertelen Punktes gegen bie Oberfläche ber Erbe, haben wir bieje ale 
unbeiwegt angenommen, und baburch eine gerablinige Bewegung erhalten; 
in ber Wirklichkeit ift bie aber nicht ber Fall; wir mollen daher jegt 
als engere Anmwenbung bed Borhergehenben bie wahre Bewegung eines 


Ä 
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fchweren materiellen Punktes betrachten, indem wir dabei nicht nur bie 
Deränberlichfeit der Schwere, fonbern auch bie Umdrehung ber Erbe, 
an welcher ber Bewegte vor bem Anfang feiner Bewegung Theil ge- 
nommen hat, berüdfichtigen, und indbefonbere den Ort beitimmen, mo 
er an ber Erdoberflaͤche ankommt. 

Sind demnach C, Fig. 79, der Mittelpunlt, NS die Achfe, AB 
bie Projection bed Aequators der Erde, welche wir ald vollfommene 
und unveränberliche Kugel annehmen; D fet Die Lage des Bewegten 
in dem Augenblide, too er fich ſelbſt ober ber Wirkung feines Gewichtes 
überlaffen wird, und den wir als Anfang der Zeit nehmen; DE fei die 
Richtung der Schwere und bie Verlängerung ECF bie Projection des 
durch ben Fußpunkt E ber Lothlinie DE gelegten größten Kreifes, wel⸗ 
cher auf der durch die Ebene ber Figur vorgeftellten Meridinn- Chene 
besfelben Punktes ſenkrecht fteht unb mit ber Ebene des Aequators den 
Winkel 8 einfchließt, wonach diefer Winkel auch die geographiiche 
Breite bes Fußpunktes E fein wird, Die Figur 80 zeigt bie Pro- 
jectton dieſes Kreifes in ber Geraden O W auf der Ebene bes Horizontes 
GH, mährend die Ebene der Figur 81 die Ebene besfelben Kreifes 
ſelbſt ift. 

Bezeichnen wir nun bie Winkelgeſchwindigkeit ber Erbe bei ihrer 
täglichen Umdrehung, welche auch bie des materiellen Punktes iſt in 
bem Augenblide, wo er ſich ſelbſt überlafien wird, mit ꝙ, bie Höhe 
ber Bertifalen DE mit h, ben Halbmefler der Erbe mit R, und das 
Gewicht des Bewegten an der Oberfläche berfelben, wenn fie unbeweglich 
wäre, mit p, , fo haben wir für ben Bewegten bie anfängliche Extfer- 
nung u —R-+h, und bie anfängliche Geſchwindigkeit „= (R-+h) 9005 ß, 
bern Richtung offenbar fenkrecht tft zur Chene des Meridiankreiſes 
NES, alfo auch fenfrecht zu dem Halbmeſſer CD, Fig. 81, woraus 


oy= nr folgt. Berner wird bie bewegende Kraft gleih p, =mg, , 





wenn r—R ft; man hat alfo k—=g, , 1 R, und damit 


2g,R® 
Rn’ 
die Geftalt ber Eurve, welche der materielle Punkt beichreibt, wird 


daher von diefem letzten Ausbrude abhängen, und zwar wird fie eine 
Ellipſe, wenn 





C=(R-+h)’pcosß, BC—=g,R?, a =(R-+h)’p%cos2 8 — 


36. _® 
A Rm® 





— p? cos? 8 > 0 
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if. Die Umbrehungszekt T der Erde iſt nun 86164 Sekunden alſo 
die Winlelgeſchwindigkeit: 


tm _ in 
Zum Si 77 


und demnach felbft im Aequator, mo cos 8 ben größten Werth hat, 
und wenn wir felbft 2R für R-+h feben, 


N 
FAR’ 





ba g, nahezu = 10”, R — 6366000, „1- = 0,000000385 ift, wäß- 


rend 9? nur einen Werth gleich 0,0000000053 erhält; bie Curve iſt 
alfo auf der Erde felbft für eine dem Halbmeſſer gleiche Fallhöhe eine 
Ellipfe. 

Für bie große Achſe und die Exeentricität dieſer Curve finden wir 
dann nad) den Gleichungen (a) in $. 86 bie Werthe: 


= Rt —— , 
g R— (R+h) 93 0024 
ea 1 — (Rh) p* 00028 
a.g, R? 
Rp? cos? 8 
8 ’ 


I 


oder wenn man ben Bruch befien Werth für 2? =0 . 


„4 
ohmgefäht zu, iſt, mit 4 bezeichnet, 


1 1 
2 1 hy? 
1-7(14,) ® 


h\3-12 
e-[1-#(145) ]-» 
woraus man leicht fchließt, daß bie Ellipſe eine ſehr ercentrifche if. 
Die Shene, in welcher die Bewegung ftattfindet, tft offenbar bie 


des größten Kreiſes ECF, Big. 79, oder bie Ebene ber Fig. 81, und 
die Lothlinie DC bie Richtung ber großen Achſe Dd der Ehipfe, da” 


man fich leicht üfßrzeugen wird, daß für a, — — x, sin ad ⸗1, ber 
Ausdruck für cos ce, in $. 85 gleich 1, u alſo Null wird, und daß 


benmach in biefem Falle bie anfängliche Lage bes Bewegten immer ci | 
Scheitel der großen Achſe iſt; ferner zeigen bie vorhergehenden Werthe 
von a und e, daß man Bat | 
R+h=a(li-+e);' I 
‚daß ber Punkt D folglich der vom Brennpunkt C eniferntere Scheitel 
ber großen Achie if. Werben demnach bie Winkel w von ber Lothlinie 
CD an nad Oſten genommen, fo wird bie Gleichung ber Ellipſe 
1— e? 
1— e c08w 
und in dem Punkte J, wo ber Bewegte an ber Oberfläche ber Erde 
ankommt, wird r—=R, alio 


BER. 





r = 


I 


a(1—e?) 
Re 


bie Gleichung zur Beſtimmung bes Winkel! », — EC]. 
Mit den obigen Wertben hat man aber 


er GH) E-4#C+H4)] 
und damit folgt einfach: 
Ken _g ( N a )' 


alfo auch noch mit vollkommener Genauigkeit: 
1-14 2) 
w.-;[1-#(tn) I- Gary A 
Wenn wir nun, wie dies für alle ähnliche Berfuche auf der Erde de 


Fall it, h gegen R fchr Tlein annehmen, fo können wir mit hin⸗ 
veichender Annäherung bie höhern Potenzen als die zweite von . 


1 
coB 0, — —- 


2 
und d? vernachläffigen, ſowie bie Producte ans d* und * und da⸗ 
mit dem vorſtehenden Ausdrucke die Form geben: 


wo,=1-4(144) (1499, 


woraus man dann zieht: 


— hfy.,ı\,, 
sin 20, -y’zge® Bw, _ sVrlı+r) (1-4?) . 
Man ficht daraus, baf ber Bintel > o, fehr Mein iſt, und Hat 


deßhalb, wenn für d fein Werth: H — * cos 8 geſetzt wird, 


.—g eye +89), 


oder wenn man noch mul) durch g erfeht, wo dann 


mg bas wirkliche Gewicht des Bewegten an ber Oberfläche ber Erbe 
vorſtellt *), fo hat man einfach 


+ VEGHe 


Bezeichnen wir bann bie geographifche Länge und Breite bes Punktes J, 
bie erftere in Bezug auf bie feſte Meridian-Ebene NES, Fig. 80, 
genommen, mit A, und 4,, fo gibt und das rechtwinklige ſphaͤriſche 
Dreie@ EIN, Fig. 79 und 80, 








; sin ß, — sin ß COS w, 

und mit ber Beachtung, baf auch ber Winkel 2, ſehr Mein iſt, dag 
alfo A, = 08 gefeßt werden Tann, Ichließt man aus ben vorher- 
gehenden Werthen 


„=oV #lıHR) a), 


sin ß, — sinß}1 — —A— — — —— 


N Bergl. 5. 97 im folgenden Kapitel. 


I 





Die Differenz 4 8 zwiſchen #3 und 4, wirb ferner ebenfalls nur ſeht 
Fein fen, man Tann alfo 


sind, = sin (ß— AP) = sind — AP wsß 
ſetzen, und zieht Daraus den Ausdrud: 


_ Sind — sin ß, 
48 08 ß 


oder mit ben obigen Werthen und Subſtitutionen: 
h hn®., 
4B= pP (147) sup cp, 


weraus hervorgeht, daß biefe Abweichung bes fallenden Atoms von 
feinem Parallelfreife unter einer Breite von 45% ihren größten Werth 
hat und fowohl am Aequator ald an ben Polen Null iſt. 

Während nun ber materielle Punkt von der Höhe herabfällt, wird 
fih auch ber Fußpunkt E ber Lothlinie DE in Folge ber Umdrehung 
ber Erde aus ber feften Ebene NES entfernen, und babei immer in 
feinem Parallelkreiſe EeE’, %ig. 79 und 80, bleiben; während alſo 
feine geographifche Breite immer gleich 3 ift, hängt feine Länge A in 
Bezug auf die feſte Ebene NES von ber Zeit t des Falle ab, und 


man hat einfach 
i=pgt. 


Nach den in 6, 86 abgeleiteten Ausbrüden haben wir zur Beftimmung 
bieſer Zeit einmal 


i-+e 
—* U 2 


wo u, ben bem Bogen DJ entfprechenden Winkel x — u bezeichnet, 
weil D ber vom Brennpunkt entferntere Scheitel ber großen Achſe iſt, 


und mit dem obigen Werthe von eosw,, woraus ſich tung 1 zo, ui 





ber bekannten Beziehung: 


ta 0, 1—coso, 
. a7 2 1-+-c0sw, 


ergibt, und bem Werthe von e findet man 
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20144) /lıı42)a+ 
(142 Zu 2-9 (142) at09 


1 
lang zu-= — 


und demnach innerhalb unſerer früheren Annäherung : 


1 h 1 hy? 
lang 1 -Vaurnfı-ze(i+4) | 
daraus folgt dann nach der Beziehung: | 
Ziang u 
sin u, 7 
14 tag? u, 


und mit Berüdfichtigung bes Werthes von a: 


2R h h 
an A/ECH ar. 


Beachtet man endlich, daß ber in $. 86 gefundene Ausbrud 
nt =u—esinu 


für bie Zeit der Bewegung von d bis J, Fig. 81 gilt, und für. die 
Zeit ber Bewegung von D bis J ben Werth: 


nt—=nr—(n—u)-+esinfszs—u)=u,—+esinu, 

gibt, und daß man wegen der Kleinheit bes Winkels u, einfach 
at=(1-re) sinu, 

jegen Tann, fo findet man 


= /h h 


er mit dem Werte von n = JS : a af, 











— — — —— — a 


Wir erhalten ale weiter 
2h h 
— 


und als Differenz 14 zwiſchen ber Länge bes Fußpunktes E ober o 
am Ende bed Falles und ber des Punktes J, in welchem das fallende 
Atom an ber Oberfläche ber Erbe antommt: 


N=ıl—=9 =(y (144) — V'+r) 


4194 (44), 


woraus man flieht, daß dieſer Unterſchied in ber Länge ober bie öſtliche 
Winkel = Abweichung des fallenden Atoms von ber Lothlinie DE bis auf 
fehr Beine Größen von ber geographifchen Breite unabhängig iſt. 

Will man endlich die beiden Abweichungen in abfolutem Zängen- 
maaße ausdrüden, fo muß man bie erfte 48, welche auf dem Meri- 
biantreife gemefien wird, mit R, bie zweite 14 dagegen, welche auf 
den Paralkelkreife zu nehmen tft, mit Rcosß multiplictren, bezeichnen 


wir fie dam mit Ab und 11, und vernachläffigen ben Bruch 5 
gegen 1, fo wird: 
Apoka 1_ 17/26 
d= 3 Ro g 29 : ar 


*) Sept man die Erde unbewegt voraus, fo wird ꝙ und F Rull, 2 (R -+h) 
e—=1, und man bat: 





— 1 
1 h 2Y Rh 1— ung nn 
tang — u, = —, Sau, — oos u = — —— u 
2 R R-+h 1 + Lu, R-+b 
alfo auch wie in $. 53: 
ayrh 





st=u-+sinu, = wo + Ar 


369 


Behmen wir z. B. h=80", und 245°, fo finden wir 


Ab =0",130 , AN = 0",0165 ; 


venn aljo ein Heiner ſehr dichter Körper von einer ſolchen Höhe frei 
rtederfällt, ohne dem Einfluß eines Luftzuges ausgefeßt zu fein, fo muß 
x, wenn bie Erbe eine drehende Bewegung von Welten nad) Often bat, 
ei feiner Ankunft an der Oberfläche der Erbe nah Süden und Often 
yon dem Fußpunkte der Normalen, in welcher er zu fallen angefangen 


bat, abweichen, und zwar 0",138 nad Süden und 0",0165 nad 
Dften. Die letztere öftliche Abweichung ift denn auch wirklich durch ben 
Verſuch nachgewieſen, und dadurch ein directer Beweis für die Um⸗— 
brehung ber Erbe geliefert worden; bie fübliche Abweichung dagegen, 
welche, wie man fieht, viel größer fein foll, könnte demohngeachtet felbft 
in dem Falle, daß die Erbe eine ımveränderliche Kugel wäre, nicht 
durch den Berfuch gefunden werben, weil wir fein Mittel hätten, um 
den Fußpunft E ber Normaln DE .zu beftimmen, ba fowohl das 
Bleiloth, wie die Libelle, wegen bed durch bie Umbrehung der Erbe 
erzeugten unb theilweife nad) Süben gerichteten dynamiſchen Druckes, 
nicht bie-Richtung der eigentlichen Schwere angeben, fondern bie Rich- 
tung ber Refultirenden von bem Gewichte eines materiellen Punktes und 
jenem dynamiſchen Drude, wie im folgenden Kapitel näher gezeigt 
werden foll. 


g. 89. 


Bis jetzt if uns in ber Natur Feine Kraft bekannt, welche von 
einem feſten Punkte ausgehend, auf einen beweglichen materiellen Punkt 
eine nach andern Geſetzen veränderliche Wirkung hervorbraͤchte, als nach 
denen, bie wir bisher vorausgefegt haben, wonach biefe Wirkung ent- 
mweber unverändert bleibt, oder fich in demſelben Verhaͤltniſſe, wie bie 
Entfernung änbert, oder im umgekehrten Verhältniffe des Quadrats ber 
Entfernung fteht. Wenn demnach auch der Fall, wo bie Wirkung der 
Kraft fi umgekehrt, wie die dritte Potenz der Entfernung verhält, 
feine Anwendung finden Tann, fo bietet er doch fo viele einfache und 
beachtenswerthe Ergebniffe, daß feine nähere Unterfuchung in vielen 
Beziehungen lehrreich iſt. 

Sei daher bie bewegende Kraft für bie Entfernung r durch 

13 13 


Decher, Hanbbuch ber Mehanit 1. 2A 
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ausgedrückt, indem P==mk wieder ihre Intenfität in der Entfernung I 
bezeichnet. 

Für die Geſchwindigkeit hat man damit fogleich den Ausdruck: 





ki3 kl3 
ten 
wortn v, und r, wieder die anfängliche Geſchwindigkeit und Entfermmg 
bezeichnen. 
Die Sleihung (86) wird 
1 
* _ 
r 
W — WW [a * 
Veit ann, +09 


ober wenn man 


k13 k13 
c 3 vorsinag 





durch u ‚ WI —— Dur vo (1 ?sinte,), 


< durch z 

erfebt, den Winkel wo. gleih Null annimmt, und das obere Zeichen 
beibehält, fo baß r mit » wächſt, und a, ein fpiker Winkel ift, 

— d x. — — —— 

„ Vro?(1— A“ sinta,) + (9? —1)2 
Nach biefem Ausbrude wird man dann drei Hauptfälle unterfcheiden, 
je nachdem man hat: 
>11, A=1, A<i1. 


Nehmen wir ben zweiten biefer Fälle als ben einfachften zuerft vor, 
ſo ergibt fih 1 — 42 sin? a, — cos? a,, und man erhält fogleich 


A) w= 


__F gi _AIAN_ 1 _ 1 
9m vocosag Arno 7) = ro lans 06 ( rJ?’ 
alſo in Bezug auf r aufgelöfet, 
lo 


FJ 1— 6 cot æ | 
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ald Gleichung ber Bahn des Bewegten. Diefe Bahn tft demnach eine 
hyperboliſche Spirale, Fig. 82, deren Bol der fefte Richtungspunft C 
der Kraft iſt, und deren Afymptote BD mit bem anfänglichen Yahr- 
ſtrahl CA einen Winkel w, bildet, welcher durch die Gleichungen: 


r=® w, — lang a, 


beſtimmt wirb. Im den ſenkrechten Abſtand berfelben vom Bol zu er- 
halten, bat man allgemein 


MP=CMsin(w,— o) 
ober mit dem obigen Werthe von CM=1r: 
\ rg Sin (0, — @) 
—— 1— 0 cl 
und dieſer Werth geht in den von CD über, wenn ww, Wird. 
In diefem Falle erfcheint aber der vorſtehende Werth unter ber Form rn ; 


nimmt man daher bie abgeleiteten Functionen von Zähler und Nenner, 
fo bat man 


MP 





Berlängert man demnach die Richtung der anfänglichen Geſchwindigkeit 
rüdwärts von A nad) E, und zieht die Senfrechte CE zu CA, fo wird 
diefe ben verlangten Abftand BC angeben. 

SH nun a, ein ſpitzer Winkel und cota, pofitiv, fo wird r fort- 
während wachſen, ber Bewegte fich immer mehr in ber Richtung AM 
von C entfernen, und nad) einiger Zeit fehr nahe eine gleichförmige 
geradlinige Bewegung annehmen. Denn die Gleichung (89), welche 
“ für unfern Fall und mit den vorhergehenden Annahmen, die Form erhält: 


r _ 

t — + dr. 1 == + r Io ‚ 

j Vo cos a, Vo cos 09 
7) 








zeigt, daß wenn ay ein ſpiher Winkel iſt und r im Anfang mit & mächft, 
r—=r-+ Vot 008% 
wird, daß alfo bie Entfernung r bes Bewegten von C gerade wie bei 
einer gerablinigen gleichförmigen Bewegung wächft, daß biefes Demnach 
auch mit bem einer Geraden fehr nahe kommenden Bogen AM ber Fall 
fein wird, Wenn dagegen &, ein ftumpfer Winkel ift, fo wird 
24 a 
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r= — — 
— 1+o cot (T— ao) 


und bie Bewegung biefelbe, ald wenn man bei ber vorhergehenden w 
negatto nimmt, oder man Tann die anfängliche Gefchwinbigkeit nım 
von A gegen E gerichtet annehmen, und die Winkel » von CA gegen 
CM’ meſſen. Der Bewegte nähert fi) alfo bem Pol, befchreibt aber 
eine unendliche Anzahl von Winbungen um ihn, ba r mur Null werben 
Inn, wenn m unendlich groß iſt. Demohngeachtet erreicht ber Bewegte 
ben Pol in einer beftimmten, begrenzten Zeit, was fich leicht daraus 
erflärt, baß die Geſchwindigkeit fehr groß wird, und wenn r jehr Hein 
geworben ift, verkehrt proportional zu ber Entfernung r währt, während 
jede Windung in bemfelben Verhältniſſe Kleiner wird, fo daß zulekt 
faum benfbar Heine Umgänge mit unendlich großer Geſchwindigkeit 
zurüdzulegen find. In ber That gibt ber obige Ausbrud für t mun 
den Werth : . 
— n—r 

— Vo COS (rn — %) j 





und für r—=0, 
u — — 
O0 ( - co) 


fo daß ber Pol in ber Einheit der Zeit erreicht wird, wenn man 
ro — vo eos ( x —o) 


bat, d. h. wenn bie anfängliche Geſchwindigkeit durch bie Gerade AF 
vorgeſtellt wird. 


Hat man enblich a, = In, cta—=0, fo wird 


r=n, Vv=%, 


bie Bahn alfo ein Kreis, in dem fich der materielle Punkt gleichförmig 
bewegt; bies ift Daher, wenn man bie vorhergehenden Unterfuchungen 
vergleicht, immer ber Fall, fo oft die Kraft eine anziehende, 
gegen einen feſten Punkt gerichtete, bie anfängliche Ge 
ſchwindigkeit ſenkrecht zu bem erften Fahrſtrahl, und ihr 
Quadrat bem Product aus ber anfängliden Entfernung 
in bie anfänglidhe Beſchleunigung gleich iſt. 
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$. 4. 


Als zweiter Hauptfall ſei 99 — 1 —n?; bamit nimmt die Gleichung 
(A) bie Form: Ä 


oa=|dz. — — — 
|: Vro? (08? 0, — n? sin?ca,) —+ n?z? 


an, und gibt nach ben Gleichungen (B) in F. 83 als unbeſtimmtes 
Integral die Gleichung: 


= ke + Be, 
aus ber man wieder: 
C 
d.— _ 
— — nae — nBe no 
do 


als Aenderungsgeſetz in Bezug auf w zieht. Zur Beitimmung von A 


und B hat man bann mit ber Beachtung, daß ($. 73) n =vV008 9, 


a — 19 00809, daß alſo auch ber anfängliche Werth von 





C dr 
I er dr 
dio do di 

T7 — 

dt 


— v9 cosa, iſt, bie Bebingungen: 
Toy snag=A-HB 
To 


— 1, 0080, =nA—nB 


und es folgt daraus die Gleichung: 


ze = (1 an + (14%). —n0 


für bie Ban des Bewegien. 
Man kann hier * drei Nebenfaͤlle unterſcheiden, je nachdem 


1- Ro, =0, sa <o 


\ 


iſt. Für den erften Fall, welcher offenbar nicht blos für Wertbe von 
oo, bie größer ſind als >, ſtattſindet, fonbern auch noch für einen, 
zeigt bie vorftehende Gleichung, daß r um fo Bleiner wird, je mehr w 
wächft, daß ber Bewegte alfo wieder eine unendliche Anzahl von Win⸗ 
dungen um ben Bol macht. Man fleht ferner, baß nad) einigen Ilm- 
läufen (u als ganze Zahl vorausgefeht), e _fehr Mein wirb, ab 
die Spirale fich derjenigen nähert, deren Gleichung 


n 


iſt. Hat man dagegen cola, >n, fo wird fi) der Bewegte von bem 
Pol entfernen, bis man 


(Fr-1)e" — (+1) eg 


cotay n 
cola —n 


bat, und biefer Werth von w, wird dann zugleich bie Richtung der 
Aſymptote angeben. 
Die Grenze zwifchen beiden Yällen bildet derjenige, für welchen 


374 


no — logn 


oder 
2nw, = Ipgn 


cot Ga —R 
flattfindet, wodurch die Gleichung dev Spirale auf 
ne =r oder no = logn — 
To 
zurückkommt, diefe alfo in die fogenannte Iogarithmifche Spirale 
übergeht, in welcher fi) ber Bewegte fortwährend von dem Pole 


entfernt. 
Als Ausdrud für die Zeit ber Bewegung erhält man 


== dr. — — — 
0 yrc + vo?(cws?a, — n? sin?o,) r? 


oder mit dem Werthe von C 
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av sin = EN ver Were = 


und damit folgt 


Jena (1 tee _ (1-20), *). 


Für den erften Nebenfall, wo n > cote, if, und r mit aunehmenber 
- Zeit abnimmt, muß m. untere Zeichen genommen werben, unb ed er- 
gibt fih dann für r— 











alfo wieder ein begrenzter Werth von t für eine unendliche Anzahl von 
Umläufen. In dem befondern Falle, wo a, =4n ift, hat man noch 
einfacher als allgemeinen Werth von t 


ei 


und denmach wird für —0 





—E 
NY 
der Ausbrud für die Zeit, welche ber Bewegte in dieſem Kalle zur Er- 
reichung bed Poles braucht, und nach welcher bie Bewegung enbigt. 
Man kann übrigens die Zeit auch einfach und rational durch den 
Winkel w ausbrüden, nur ift es dann ſchwieriger bie verfchiebenen 
Falle zu unterfcheiden. Die Gleichung | 


„dw . 
r dr Hr na 


gibt nämlich durch Einführung bes Werthes von r? 


— 2ıw 
__dAne 


t= dw. — — -[% On 
rad -[: (Ge +Be ”)' (Are) y" 
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und daraus zieht man leicht das Integral: 


i 1 
nv,Bsioa,.t=2n (= +5) N 
A+Be 





worin A und B für 1— 0 und 14° belbehalten iR. Dit 
diefen Werthen ergibt fih aber A+B—2, und es wird baburdh | 


awBsina,.t—=n (— =!) . 
A+Be 


Wenn oo, = In, fo wird A=B=1 und 


to (=!) . 
DV, — no ’ 
i+e | 


wenn nun w einen fehr großen pofitiven Werth erhält, fo nähert ſich 
das erfte Glied ber rechten Seite der Grenze 2, für einen fehr großen 
negativen Werth dagegen ber Grenze Null, bie Zeit alſo dem Werthe 


I +. 


nvg ’ 


ba es hier offenbar einerlei ift, ob man bie Bewegung vor= ober rüd- 
wärts betrachtet. In der allgemeinen Gleichung dagegen kann » nur 
den Werth: 


B 1 cola —n 
A An "ca, +n 





als größten pofitiven erhalten, burch welchen t und r unendlich werben, 
da er nur für die Vorausſetzung cota > n möglih if. In bem 
erften Falle, wo n > cota, fit, und fi ber Bewegte bem Pole 
nähert, muß man @ negativ unendlich feßen, um dadurch mit ber Be- 
achtung, daß nun die Zeit mit entgegengefehtem Zeichen zu nehmen ift, 
wie oben 

to — — 
nvwBsino 


für die Zeit zur Erreichung des Poles zu erhalten. 


Für bie Bewegung in ber logarithmiſchen Spirale, für welche 
A=0, B=2 if, bat man unmittelbar, wenn r mit t zunimmt, 


“A 
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2no 


r w 
1* dr. — dar Ci=idw.ne , 


n 
. To 0 
woraus immer 
__PMon? 
2ry Yo cos a, 
folgt, und fi 
t=@® fr r=o0 ,„ t=— — — fr r=0 


* COS Op 


ergibt, fo daß auch hier die Zeit zur Erreichung des Poles eine enbliche, 
und zwar ber halbın Zeiteinheit gleich ift, wenn man v, cosau—r, hat. 


u 6. 9. 
Um ben dritten Hauptfall zu unterfuchen, febe ich 
R—1=—n, 


wodurch die Gleichung (A) in 


= — a. _—— Al — 
. Vro? (cos? «, +4 n? sin? a, ) — n? 2? 


übergeht, und nach den Gleichungen (A) in 6. 83 folgt daraus das 
unbeftimmte Integral: 
2=Amma+B sinnw, 


befien Aenberungsgeieh in Bezug auf w: 





at 
* 
7. > »Asionw + nB cos nd 
| 14 1 dr 
durch ben anfänglichen Werth 1 Tr wieder zur Be⸗ 


Rimmung von A und B mithelfen wird; man Kat bemnach zu biefer 
Beftimmung die Bebingungen : 

1_ı _ Vo C08 09 — cot a, 

Fo ’ ro Yo Sindg ro 


und erhaͤlt dadurch die Gleichung der Bahncurve: 


— — 


cola 





ro . 
mınu— san , 


.. 





ober wenn man durch cot & bezeichnet, 


rn __sin(e—no) 


r sine 


woraus man ſieht, daß bie Werthe von r leicht durch Dreiecke con: 
ſtruirt werben Tonnen. 


HR hier a, kleiner als 5 alſo ER yofkto, fo entfernt fi 
der Bewegte fortwährend von dem Pole, unb erreicht eine umenblide 
Entfernung, wenn J— iſt, ſo daß die durch den Pol 


unter einem Winkel o — — gegen den Fahrſtrahl ro nr Gerade 





bie Afymptote ber Gurve bildet Wird a, größer ale 4 Zr oder ninmt 
man w negativ, verfolgt alfo den Lauf ber Curve — * ‚ jo wird 
r immer Kleiner bie et+no=;n it; von da fängt es wieder an 


zu wachen, und wirb unendlich, fobalb e+nw ben Werth = erreiät. 
Die Curve ift demnach zu beiben Seiten ber Hleinften Entfernung (bes 
Heinften Fahrſtrahls) ganz fymmetrifch, und zwar tft bie unter bem 
Winkel e durch den Endpunkt des Fahrſtrahles r, gezogene Gerade bie 
Tangente am Scheitel der Curve, und bie vom Pole darauf gefällt 
Senfrechte der kleinſte Fahrſtrahl. 

Yür den befondern Werth: n —1, geht die Eurve in eine Gerade 
über, deren Polar = Gleichung: 

_ Si &g 

Tr nn —o) 
ift, welche alfo den Winkel =, mit dem Fahrſtrahl r, bildet, wie ſich 


von felbft verſteht; auch iſt Teicht zu fehen, daß man als Ausdruck für 
ben in dieſer Geraden zurüdgelegten Weg 


sin @ 


I 0) 
findet. 


I _ 


Als Ausdend Für bie Zeit haben wir im Allgemeinen unmittelbar 


und baraus wie leicht abzuleiten iſt 
nv, sina,.t—=n sine ot ( - n) — r, sing vose . 


Um die fürzefte Entfernung zu erreichen, braucht ber Bewegte demnach 
die Zeit: 


ro SINE COSE _ Tr, cos? E 
TV SER VOR 





Wenn n—1 iR, wird 
= (sin.oy cot (a — w) — coso,) 
0 


und wenn man für r, feinen Werth in s, nämlich: 


einführt, fo folgt 


t= — N 8— vot 3 


die Bewegung iſt alſo eine gleichförmige geradlinige, wie es nicht anders 
fein Tann, da die Bedingung 42 — 1 —n? für den angenommenen 
Beth ni, 


42 = a > 0, k=0 
gibt, und folglich keine Kraft mehr thätig iſt. 


$. 92. 


Um das gegenwärtige Kapitel zu befchließen, wollen wir noch einen 
Augenblid bei der Bewegung eines materiellen Punktes verteilen, wel 
der der Wirkung zweier Kräfte unterliegt, bie fortwährenb gegen zwet 
fee Punkte gerichtet, und beren Intenfitäten Yunctionen ber Entfer- 
nungen bed Bewegten von biefen feſten Punkten find. 

Sei A der erfte feſte Punkt und R, die SIntenfität der Kraft, 
deren Richtung immer durch diefen Punkt geht; B fet ber zweite feſte 
Punkt und R, die Intenfität der entfprechenden Kraft. Der Punkt A 





0 


ſei ber Anfang eimes rechtwinkligen Goordinntenfsflems, auf welches be 
Lage bed Bewegten am Enbe ber Zeit ı durch die Goordinaten x, y, ı 
bezogen iſt; die Achſe der z ſei durch den Punkt B gelegt, und die Eben 
ber xz durch ben Punkt, mo fi ber Bewegte am Anfang der Zei 
befindet, und befien Coordinaten bem entfprechend durch x. zo bezeichnt 
ſeien. Sind ferner r, und rs bie Abftände des Bewegten am Ende ber 
Zeit t von den Punkten A und B, und o bie Entfernung dieſer Punkr 
felbft, fo hat man 


P=rR+typ+42, nM=r ty +(z—c)’, 


und die zu ben Achſen parallelen Gomponenten ber Kräfte R, und RR, 
find darnach: 





no Rs Rn 

a 
bie Gleichungen (68) nehmen damit bie Form an: 
6.) = 2+)r, 

(tt), 


und man fehließt daraus fogleich, daß die beiben erften Gleichungen gam 
fo behandelt werben können, wie bei ber vorhergehenden Unterfuchung, 
wo an bem Bewegten nur eine gegen einen feften Punkt gerichtete Kraft 
thätig war; wenn baher r die Projection bed Fahrſtrahles r, in ber 
Ebene der xy, und w ben Winfel zwiſchen diefer Profection und ber 
Achſe der x bezeichnet, vo bie anfängliche Geſchwindigkeit if}, und 
a0, Bor Yo Ober yo und &, bie Winkel find, welche ihre Richtung 
beitimmen, und von benen bie erften von biefer Richtung mit den brei 
Ahlen der x, y, z eingefchloffen werben, der legte von ihrer Projection 
im ber Ebene dev xy mit ber Achſe ber x gebildet wird, fo Bat man 
einmal 


H. ) PR =0=% 150 yo Sin eg = Roy Vo 005 Ax ; 
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das Prineip von ber Sinhaltung der Oberflächen findet 
alfo noch fRatt in einer Shene, welche zur VBerbindungs 
linie der beiden fetten Punkte ſenkrecht ift. 


Ferner nimmt der Ausdruck für die lebendige Kraft des Bewegten 
bie Form an: 


-HEIHD ef 


wenn r, für Vr’+ 2, 202 und rn, für Vr?+(0 — ce)? 4 (2, — 0)? geſetzt wird, 
und dadurch kann bie Geſchwindigkeit des Bewegten für jede gegebene 
Lage desſelben beftimmt werben. Im Allgemeinen aber bürfte es bie 
Kräfte unferer jeigen Analyfis überfteigen, bie Differential= Gleichungen 
der Bahn des Bewegten barzuftellen, und damit bie Coorbinaten in 
Bunction ber Zeit zu erhalten. 

Nur in dem befondern Falle, wo bie Kräfte R, und R, den Ent- 
fernungen r, und r, proportional find, Tann bie Unterfuchung durdh= 
geführt werben, da in biefem Falle, wie fchon früher erwähnt, jebe der 
Gleichungen (G) für fich allein integricbar if. Nehmen wir dazu dieſe 
Kräfte ald anziehende, und bezeichnen ihre Intenfitäten für die Ein- 
heit ber Entfernung mit 


—mk, und —mk , 
und erfeten k, + k, durch k, fo werben bie Gleichungen (G) einfach: 
d!x day di, 
six , mkı ; as —hce—kz, (K. 


und man erhält durch die beiden erften für die Bewegungen parallel zu 
ben Achſen ber x und der y, wie in 6. 84 bie Gleichungen: 


vg cos œq — 
x—x costVk-+ sint / k 
Vk 


= — sintY k 





und damit ald Gleichung der Projectton der Bahn bes Bewegten in ber 
Ebene der xy ebenfo wie bort: 


kx.®y®-+voRlx cos, — y 008.09)" — v2 cotß,. (A. 


BR... 


Diefe Projection iR alfo wieder eine Eflipfe, deren Mittelpunkt im 
Anfangspuntt liegt, und es gelten darnach für Die Bewegung parallel 
zur Ebene ber xy ober fenfrecht zur Berbinbungslinie AB ber beiden 
ſeſten Punkte alle Belege, weiche in 5. 84 gefunden wurden. 
Die dritte der Gleichungen (K') auf biefelbe Weiſe behandelt, wie 

ed in $. 83 gefchehen ift, gibt zuerſt 

dz.ı? , 

T) — C—21, hz2 — kai 


wo C für vo? coaꝰ. — 2k, hz, + kı,3 ſteht, und dann unter ber 
Borausfehung, daß am Anfang z mit t waächſt 


kh—kı 
Vek—ı2 c? 
Saft man daher wieber bie conflanten Factoren von cost Vk k und 
sin tYk in A und B zufammen, fo wird 


kı=ke—AcosıyYk + Bsint ck , 
und gibt mit dem Aenderungsgeſetze von z in Bezug anf t: 


4V sintY k BVJ wsıyk 


and barch Einführung der anfänglichen Werthe von z und = 





VT = are cos —C. 


A=ke—km , B=wyYk cos Yg ; 


woburd bie Sleihung für die zur Achje der z parallele Bewegung bie 
Korm annimmt: 


kc—kı=(kc—kz,) ost Yk —uYk COS Yo sinty k . 


Verbindet man endlich dieſe Gleichung mit einer ber frühern, 3. B. ber= 
jenigen, welche die Bewegung parallel zur Achfe ber y barftellt, um 
bamit t zu eliminiren, fo findet man 


b.) kh?y?-+-[(h+2,—z) cos A0 — y 608y,]° v9? = h?vy2 00828, 
als Gleichung der Profection der Bahn in der Ebene der yz, worinh 
für Re —20 gefeht if. Diefe Projection if denmach ebenfalls eine 


— 


⸗ 


Ellipſe, deren Mittelpunkt h+z, ober * Laͤngeneinheiten über ber 


Ebene der xy liegt. 

Die beiden Gleichungen (a) und (b) find aber auch einzeln bie 
Gleichungen elliptifcher Gylinber, deren Erzeugende zu ben Achfen ber 
z und x parallel find, und zufammen bie Gleichungen ber Durchſchnitts⸗ 
curve biefer Cylinder oder der Bahn bed Bewegten, welche, wie man. 
fich leicht überzeugen wirb, immer noch eine ebene Curve if. Denn 
bringt man bie genannten Gleichungen auf die Zormen: 


ky? — — ya) _ —1 








voꝰ 06? 9 xoꝰ cos? lg 
ky? (z cos 0 — Y c0874)” 4 
Yg?c08? do .  h?c0s?% 


fo zieht man daraus bie Gleichung: 
cos B0 — Y cos yo 42cos ſß0 —Y 00905 
x 


alfo die Gleichung einer durch den Anfangspunft der z’ gehenden Ebene. 
In bem befondern Zalle, mo die anfängliche Geſchwindigkeit zur 
Ebene ber xz ſenkrecht gerichtet if, wo alſo cosa, —cosy, —= 0, 
cos A0 —1 ft, werden ne beiden obigen Gleichungen der Bahn einfacher 
re 
Ka 543 wi? ve’ m i 


und man zieht daraus jr dritte Gleichung oder als Gleichung ihrer 
Projection in der Ebene ber xz: 

4 

78*3 
d. i. die Gleichung einer zur Achſe der y parallelen Ebene, welche 
durch den Mittelpunkt der zweiten,! in ber Ebene der yz liegenden 
Ellipfe und durch den anfänglichen Ort des Bewegten gelegt ift, und 
deren Rormale mit ber Achfe ber z einen Winkel I bildet, für welchen 
man bat: 


I 


h k,c—kz, 
— t+— == + 3 _ 0 . 
tang 9 7 — 


Aus den Gleichungen der Bewegungen parallel zu den Coordinaten⸗ 
Achſen folgen wie früher die Ausdrücke der rechtwinkligen Componenten 


.. 


a 





ber Geſchwindigkeit des Bewegten unb mit ihnen ber Werth biefer Ge 
ſchwindigkeit felbft in Funktion der Zeit, während ber obige allgemeine | 
Ausdrud (J) von v? die Form erhält: 


Y—=vw+k(ln!—n?)+kln?—n?) , 
oder 


Pntklnt4n) +2) —kaa+rt4 2), 


und dadurch die Geſchwindigkeit in Function der Entfernungen ober ber 
Goordinaten gibt. 

Mit k, — O oder c—= 0 kommt man wieber auf ben in F. — 
behandelten Fall zurück; die dadurch ſich ergebenden Gleichungen unter 
ſcheiden fich indeſſen von ben dort gefundenen noch durch die allgemeine 
anfängliche Lage und bie algemeincre Richtung ber anfänglichen Ge⸗ 
ſchwindigkeit. 


Drittes Rapitel. 
Gezwungene Bewegung bes materiellen Punktes. 


- 
gen 


I. Bewegung in vorgefchriebeuer Bahn. 
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Unter gezwungener Bewegung verfieht man biejenige Be: 
wegung eines inateriellen Punktes, welche berjelbe annimmt, wenn er 
burch entgegenftehenbe Hinderniffe gezwungen wird, einen andern Weg 
zu befchreiben, als ben, welchen er vermöge ber bewegenden Kräfte, 
bie auf ihn wirken, ungehindert verfolgen würde. — Die hieher ge= 
hörenden Falle laſſen fich zuerft darnach unterfcheiden, ob das Hinderniß 
unverrädbar, ober ob es beweglich ift, und bann, ob durch das— 
felbe Die Bahn des Bewegten beftimmt vorgezeichnet, oder ob ihm durch 
basjelbe noch in einer ober der andern Richtung einige Freiheit in ber 
Bewegung geftattet wirb, und es tft einleuchtend, baß biefe beiben 
Hauptfälle, in der einfachften Weiſe betrachtet, wie bei ber Lehre vom 
Gleichgewichte, durch die Bewegung eines materiellen Punktes in einer 
beftinnmten Curve, und durch bie Bewegung auf einer gegebenen Fläche 
dargeftellt werben‘ fünnen. Beginnen wir alfo mit dem beftimmtelten 
Galle, mit ber Bewegung bes materiellen Punktes in vor- 
gefhriebener Bahn, db. h. in einer unverrüdbaren und ber Form 
nach unveränderlichen Curve. 

Seien f,(x,y)=0 und ß(x,z)=0 bie Gleichungen ber 
gegebenen Curve auf ein vechtwinkliged Coordinatenſyſtem bezogen, R 
bie Intenfität ber bewegenden Kraft, wenn ber Bewegte in einem 
Punkte M jener Curve angekommen ift, deſſen Goorbinaten x, y, 2 
find und 9 der Winkel, welchen bie Richtung ber Kraft R mit ber 
Tangente in dieſem Punkte bildet, und deſſen Gofinus durch die 
Gleichung: x d Yd z 4 

X Y 2 
eesd — 
Decher, Handbuch ver Mechanik 1. 25 


I _ 


ausgebrüdt wird, worin X, V, Z wie immer bie zu den Achfen parallcien 
Gomponenten von R vorftellenz; enblich feien A, u, » bie Winkel zwi- 
ſchen denfelben Achien und dem Krümmyngshalbmefler oder der Haupt- 
Normalen im Bunkttexyz, und A’, u’, » bielenigen, welche irgenb eine 
noch unbeftimmte Normale mit ihnen bildet. 

Da vorausgefeht wird, baß ber materielle Punkt vermöge ber Kraft 
R eine andere Bahn befchreiben würbe, ald er jebt wegen bes feſten 
Hinderniffes zurüdlegt, fo wirb er in Folge des Beſtrebens, bie vor- 
gezeichnete fefte Curve zu verlaflen, auf biefe einen Drud ausüben, 
befien Größe in dem Punkte xyz mit N’ bezeichnet werde, und deſſen 
Richtung mit den Achſen bie unbeftiumsten ober richtiger nicht ganz 
beftimmten Wintel X, u, »’ bilden wird. Diefe Winkel find nämlich 
nicht nur durch die Bebingungsgleichung: 


cos? 4’ + cos? u’ + os? vr —1 


unter ſich verbunden, fondern auch der weitern Bebingung unterworfen, 
daß fie einer Normalen zur Curve angehören, b. t. einer Geraben, 
welche auf der Tangente ſenkrecht ficht, eine Bedingung, Die befanntlich 
durch bie Blefthung: 


dx ‚..dy ‚, da W 
T ⸗α J +, ⸗ —=0 
ausgebrädt wird. 


Denten wir und nun, wie bei der Unterſuchung ber Geſetze bes 
Gleichgewichtes mit der Kraft R eine dem noch unbelannten Drude N’ 
gleiche aber entgegengefeßt gerichtete Kraft verbunden, fo wirb dieſe 
legtere bie Wirkung ber feſte Curve erfeßen, da diefe feinen großen 
Widerſtand zu leiften braucht, als ber auf fie ausgeübte Druck iſt, und 
wir werben ben Bewegten dann als ganz frei betrachten Tonnen. Die 
Gleichungen feiner Bewegung werben dadurch 


d?x 


m = X Neos 
\ 2 

a.) 1- cos u’ 
d2z 


fie geben, mie bei ber Lehre vom Gleichgewichte, einerſeits durch Eli⸗ 
mination ber unbekannten Größen N’, 4’, u, »’ die Geſetze der Bewegung 
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in der Curve, und dienen anderſeits mit dieſen wieber zur Beſtimmung 
jener Unbekannten. 


Die Elimination wird einfach dadurch ausgeführt, daß man die 
obigen Gleichungen der Reihe nach mit dx Ar : * „ multiplicirt 


ds ° ds ’ 
und dann ihre Summe nimmt; denn man findet mit ber Beachtung ber 
legten Bebingungsgleihung und ber analytifchen Formen: 


dx d3x , dy diy | dz ds 
dx d?x  dy dy  dz d’z dt di? di di? di di? 


ds’ au Tas am HERR de 
dt 
1 ds? 
_1, ee) @)\ _ 1.2") 
ds ds dt 
dt dt 
__ dis dv 
di de’ 
weiche aus den Gleichungen (66) und * in F. 59 folgen, dns Geſetz: 
d?s dv dz 
mn; 0 = +73 +22 =Ros$, (RX. 


welches mit der Gleichung (69) gleichbedeutend iſt und zeigt, daß 
auch bei ber Bewegung in einer feften fletigen Curve bie 
Aenderung ber Geſchwindigkeit allein durch bie nach ber 


Tangente gerichtete Gomponente T ber bewegenden Kraft 
Rbewirkt wirb. 


Ehenfo findet man das Aenderungsgejeb ber lebendigen Fr in 
Bezug auf ben zurüdgelegten Weg wieder, wenn man fie Ce 
oben voranftehenden Werth: 


1,(51% 1,, 
54(7) 74.v 


zus dem 





| a 7 
| einführt, indem dadurch wie in $. “ bie Beau: 
1 d.mv? 
2 ds =ıu +2 rated, 


BB 
und ale beren allgemeines Integral 


— EIER 222 +2 =) 


8 
dr 
-2[ü.n% 


hervorgeht. Es gelten alfo auch in biefer Beziehung alle Folgerungen, 
welche wir aus ber vorſtehenden Gleichung für die freie Bewegung eines 
materiellen Punktes in ben 66. 66 bis 70 abgeleitet haben. Die 
lebendige Kraft bed Bewegten wächft auch hier wie bie Arbeit ber be 
wegenden Kraft; fie bleibt unverändert und bie Bewegung wird eine 
gleihförmige, wenn biefe Arbeit fortwährend Null ift, d. h. wenn ent- 
weder R felbft Null, oder in allen Punkten fenfrecht zur Tangente oder 
normal zur Curve gerichtet iſt. Findet dieſes letztere nur in einzelnen 
Punkten ber Gurve ftatt, fo hat dort bie Setkhtminbigtei a gtößtm 


oder kleinſten Werth. Iſt ferner die Function x —_ =+ v57 + 25 


‚ eine vollftändige Abgeleitete einer Function F (x ; Y, 2) vr drei * 
aͤnderlichen x, y und 2, fo wird die Geſchwindigkeit des Bewegten 
immer benfelben Werth wieder erhalten, wenn jene Function denfelben 
Merth befommt, u. ſ. f. 


- g. 94. 


Um nun den Drud N’, welchen die Curve erleidet, und feine Rich⸗ 
tung zu beſtimmen, bringe ich die Gleichungen (a) unter die Form: 


91.) 


, dꝰ x 
Ncos — xX-m 
N’ cosw Yan 

dt2 
d2z 
Nov=2—m.;’ 


unter welcher fie ausfprechen,, daß bie drei Componenten bed Druckes N’ 
ben Unterſchieden gleich find zwiſchen ben Eomponenten X, Y, Ze 

2x _dy d2z 
bewegenden Kraft und ben drei Gomponenten m x 7) Min Mız 
ober bey Gomponenten einer Kraft F, weiche biefelbe Bewegung, wie fie 
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ber materielle Punkt durch die Kraft R und bie fefle Curve erhält, 
allein hervorbringen würde, wenn derfelbe ganz frei wäre, baß alfo der 
Druck N bie Refultirende tft aus ber bewegenden Kraft R und einer 
ber F gleichen und entgegengefeßten Kraft. Zerlegt man alſo ſowohl 
bie Kraft R, als die — F in ihre tangentiale und normale Gomponente, 
fo werden fich bie beiden tangenttalen Gomponenten als gleiche und ent- 
gegengefebte aufheben, bie normalen dagegen, welche wir mit N, unb 
— N, bezeichnen wollen und deren Refultivende ben Drud N’ vorftellt, 
fallen zwar beide in die Rormal= Ebene, aber im Allgemeinen nicht in 
biefelbe Richtung und wirken auch nicht immer in bemfelben Sinne, da 
die — N, immer nach dem vom Krümmungsmittelpuntte abgewendeten 
Theile der Haupt- Normalen gerichtet iſt, während bie N, irgend eine 
Richtung in ber Normal Ehene haben Tann. Bezeichnet aljo au ben 
Winkel, welchen die Richtung ber N, mit dem genannten Theile ber 
Danpt-Rormalen bildet, fo hat man 


N?—-N2+-N?-+2N, N, cos ıy . 


Dasfelbe ergibt fi) durch die weitere analytiſche Ausführung. 
man nämlich für bie drei Gomponenten der Kraft F die in F. 64 ab⸗ 
geleiteten Werthe: 














a.ydx 4a. * 

dx du._ ds _ dvd« ds 
Bu ma mama na m 
„dy d dy 

day d.uy “ds _ _dvdy a ds 
Te) m dt m ĩ Sm gr" ds 
dz dz 

de __ du _ ds _ dv da ds 
ur ZmI mi 1 tra 


und bezeichnet wie dort die nach ber Tangente gerichtete Gomponente 
m = ber Kraft F, welche, mie aus Gleichung (90) folgt, ber nach 


derſelben Geraden gerichteten Gomponenten R cos I der Kraft R gleich 
it, mit T, die nad) der Haupt= Normale oder gegen ben Krümmungs- 


mittelpunft der Curve gerichtete Gomponente: * ber Kraft F wie 
vorher mit N,, fo wird auerft wieder 
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d?x dx 
ma —=T7, +Nswsı 
diy dy 


und damit folgt dann: 
dx 
ds 


N’ u = TIL Nas 


Nost=X—TII—N, 004 


Nov =D TEN. oo». 
ds 
Run find offenbar x — T IX vd Z—_ TE dient: 
ds ' ds ’ ds " 


winfligen Gomponenten ber in bie Normal = Ebene fallenden Seiten 
traft N = YR?*— T2—=R sin $ ber bewegenden Kraft R, wie man 
ſich leicht Überzeugen Tann, wenn man jene Gomponenten zum Quadrat 
erhebt und ihre Summe nimmt. Die Richtung biefer Kraft N, in ber 
Normal-Ebene iſt durch den Durchſchnitt biefer letztern mit derjenigen 
Ebene beftimmt, welche bie Tangente und bie Richtung ber Kraft 
enthält. Bezeichnen wir demnach bie Winkel, welche die genannte Durch⸗ 
ſchnittslinie mit den drei Achſen einfchliept, mit A,, w,, »,, fo hat man 


N’ cos —=N, cos}, — N, cos A 

N coswW =N, cosu, — N, cos u 

N cosy’ —=N, cosvy, — N, cos» , 

und es geht aus biefen Gleichungen hervor, daß ber Drud N’, welchen 


die Gurve zu erleiden hat, die Reſultirende tft von ber normalen Seiten- 
traft N, der bewegenden Kraft R unb von einer der normalen Gom- 


. 2 
ponenten N, — m \ , welche für fih allein bie Acnderung in ber 


Richtung der Bewegung bewirken würde ($. 62 — 64), gleichen und 
entgegengefeßten Kraft; benn nennt man ben Winkel ziotfchen ber | 
Richtung des Drudes N, und demjenigen Theile ber Hauptnormalen 


MM 
bee Curve, weicher fih vom Rrümmungsmittelpunft entfernt, u, ſo 
bat man 
c08 A 608 A, 4 c08 u cos u, + 008 » cos “, = — cos 1Y 
und demnach auch, Indem man bie vorhergehenden Gleichungen zum 


Quadrat erhebt und abdirt: 


N2—N,2--N2-42N,N, cos. (N. 


Die Curve hat alfo nicht nur dem Drude N, ber Kraft R zu wiber- 
ſtehen, welcher berfelbe ift, al8 wenn der materielle Punkt durch eine 
nad) der Tangente gerichtete Kraft P im ruhenden Gleichgewicht erhalten 
würde, und welchen wir deßhalb den ftatifchen oder Gleichgewichts⸗ 


Drud nennen wollen, fondern au dem Drucke N, ober m u. wel⸗ 


cher durch die Bewegung oder vielmehr durch die von der feſten Curve 
bewirkte Aenderung in ber Richtung ber Bewegung erzeugt wird, welcher 
ber lebendigen Kraft bed Bewegten und der Gurve proportional, und 
nach dem vom Rrümmungsmittelpunftte abgewenbeten Theile 
ber Hauptnormalen gerichtet ifl. Nennen wir deßhalb biefen 
letztern Druck den dynamiſchen oder Bewegungsdruck, ſo können 
wir die obige Gleichung einfach ſo ausſprechen: Der Druck, welchen 
bie feſte Curve zu erleiden bat, iſt die Reſultirende aus 
dem Gleichgewichts- und dem Bewegungsdrucke. 

Wenn die Bewegung eine gleichförmige wird, ſo iſt der dynamiſche 
Druck nur mit der Krümmung ber Curve veränderlich, und wenn bie 
gleichfürmige Bewegung dadurch entfteht, daß R— 0 iſt, fo iſt auch 
ber flatifche Drud Null, und die Curve hat nur ben dynamiſchen zu 
erleiden, mas leicht daraus gefchloffen werben Tann, daß bie Curve in 
biefem Falle nur die Aenderung in der Richtung ber Bewegung zu 
bewirken hat. Iſt ferner bie gegebene Curve eine ebene, und liegt bie 
Richtung der bewegenden Kraft auch in ber Ebene biefer Curve, fo 
faͤllt bie Richtumg bes ſtatiſchen Druckes mit ber bed Bewegungs = Druckes 
zufammen, und man bat einfach: 


N=-N-+N ' 
oder auch ' u 
N=Rsn)+m; (93. 


d. 6. der Drud, welchen eine ebene Curve zu erleiden hat, 
in beren Shene bie Richtung ber bewegenben Kraft liegt, 
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tft glei der algebraifhen Summe bes ftatifhen und 
dynamiſchen Drudes. 

Endlih iſt noch zu bemerken, daß man wie beim Gleichgewichte 
Immer zwei verjchiedene Lagen bed Bewegten: auf ber Curve zu umter- 
fheiden hatz er Tann ſich nämlich entweder auf der converen Seite, oder 
auf der concaven Seite derfelben bewegen, und bie Forderung, daß ſich 
ber materielle Punkt nach einer gegebenen Curve bewege, wird im erſten 
Halle, wo er ſich auf ber gemwölbten Seite befindet, nur erfüllt werben 
Tonnen, wenn ber refultivende Drud N’ einen größeren Winkel, als 
> ze wit der Richtung des bynamifchen Drudes einfchliekt, währenb 
im zweiten Halle, wo er fich auf ber hohlen Seite bewegt, biefer Winkel 
Feiner fein muß, als 5 rs, wenn jener Sorderung ſoll entfprochen 
werben. Für ben einfachern Fall ber Bewegung in einer ebenen Curve, 
in beren Ebene auch bie Richtung der bewegenden Kraft liegt, muß 
daher der Winkel zwifchen diejer letztern Richtung und ber des dynami⸗ 
fhen Drudes Null, alfo ber refultirende Drud N’ im Sime des Be 
wegungsdructes gerichtet fein, wenn ber Bewegte auf ber concaven Seite 
bleiben fol; im entgegengefegten alle Dagegen, wenn er auf ber ge 
wölbten Seite fich bewegen fol, muß fi auch ein im entgegengefeßten 
Sinne, alfo*gegen den Krümmungsmittelpuntt gerichteter Druck auf bie | 
Curve ergeben, was nur möglich iſt, wenn ber flatifche Druck in dieſem 
Sinne wirkt und größer ft, als ber dynamiſche Druck. | 


$. 9. | 


\ Der dynamifche oder Bewegungsdruck wird häufiger mit dem Na- 
men: Gentrifugaltraft bezeichnet, weil der materielle Punkt, fo - 
lange die Bewegung in ber Curve dauert, ein Beftreben zeigt, fich von 
dem Krümmungsmittelpunfte ber Cure, tm welcher er ſich bewegt, zu 
entfernen, und weil man biefes Beſtreben zuerft bei ber Bewegung im 
Kreife, wo der Krümmungsmittelpunft unveränberlich ift, wahrgenommen 
und unterfucht hat. Diefer Name veranlapt jedoch häufig bie falfche 
Vorſtellung, als fei die Gentrifugalfraft eine von Außen auf den Be 
wegten wirkende unabhängige Kraft, welche ihn in ber Richtung bed 
Halbmeſſers fortzutreiben firebe und wirklich fortireibe, während es nur 
ein Drud tft, welcher von dem Bewegten felbft ausgeht, und bie 
Größe des Widerſtandes bedingt, ben bie Eurve bem Bewegten ent- 
gegenfegen muß, um ihn in ber vorgefchriebenen Bahn zu erhalten. 
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Die mit dem Begriffe: Sentrifugaltraft fo häufig verbundene Bor- 
Bellung einer Bewegung ober Geſchwindigkeit erzeugenden Kraft rührt - 
offenbar von ber einfeitigen Betrachtung ber Bewegung eines Körpers 
ober materiellen Punktes her, welcher gezwungen ift, auf einer feften 
Geraden zu bleiben, während biefe um einen feſten Punkt gebreht wirb, 
weil man babei immer nur bie relative Bewegung jened Körpers ober 
Punktes in Bezug auf diefe Gerabe und deren Drehungspunkt berüd- 
fihtigt. Unterfuchen wir baher dieſe Bewegung etwas näher, indem wir 
‚ biefelbe als abfolute betrachten, babei. aber von der Reibung noch Um- 
gang nehmen. 

Sei M, Fig. 83, ein materieller Punkt, welcher fich Tängs ber 
unbiegfamen Geraden CM ohne Reibung bewegen kann. Wirb nun 
biefe Gerade mit einer conflanten Geſchwindigkeit in ber Ebene ber 
Figur um den feften Bunft C gedreht, fo wirb ſich der Punkt M aller 
bings von biefem letztern entfernen, und fcheinbar auch in ber Richtung 
des Fahrſtrahles oder Halbmeſſers CM, in ber That aber wird er fich 
in dem erften Heinen Zeittheilchen = fehr nahe in der Geraben MN 
bewegen, welche zur anfänglichen Lage des Halbmefierd CM ſenkrecht 
ift, d. h. in der Tangente an dem Kreife, ben ein gleichweit von C 
entfernter mit CM feft verbundener Punkt m befchreibt; er wirb alfo, 
wenn bie Gerabe CM in die Lage CN gekommen tft, in N fein und 
fih um mN meiter von C entfernt haben, als er in M war, und er 
verläßt bie Richtung MN nur darum, weil ber Drud, ben die Gerabe 
CN auf ihn ausübt, nach und nach ebenfalls eine andere Richtung 
erhält. Betrachten wir alfo die Bewegung zuerft nur im erften Zeit- 
« theilchen z, fo werben bie Gleichungen biefer Bewegung in Bezug auf 
bie feften Achſen CX und CY nahezu mit den folgenden übereinftimmen : 


=gi, x=n ;  y=ntngo—rntagpt. 


worin r, bie anfängliche Entfernung CM von C bezeichnet, und 1, 9, 
wie leicht zu fehen, die anfängliche Geſchwindigkeit ausdrüdt. In Bezug 
auf die beivegliche Gerade CM dagegen wird bie Bewegung bes Punktes 
M annähernd durch die Gleichungen: 


r=nSseuo=nsegypt , v=rng lang wo secw 


vorgeftellt, und ift demnach fehr nahe eine gleichfürmig beſchleunigte. 
Denn ba der Winkel w ebenfo wie t nur fehr Flein vorausgefeht wird, 
fo bat man mit hinreichender Genauigkeit. 
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csu—=1— 08 , sea=147 w? 
und damit 


rent zngit 3  v=n9vo=ngit. 


Sf alfo m die Mafle bes Bewegten, fo kaun man fich biefe rela- 
tive Bewegung längs ber Geraden CM, oder in der Richtung dei 
Halbmeſſers im Anfang durch eine Kraft: 


voꝰ 


erzeugt denken, indem man bie fördernde Geſchwindigkelt r, 9 bes Punktes 
m mit v, bezeichnet. Soll nun ber Punkt M fortwährend dieſelbe 
Entfernung von C behalten, fo muß eine der F gleiche aber ent- 
gegengefeßte, gegen C gerichtete Kraft angewendet werben; wenn man 
baher ben Bewegten durch eine von C aus befchriebene Kreislinte wm- 
fhräntt, fo hat diefe die Functivn der genannten Kraft zu erfüllen, fie 
hat in jedem Augenblide einen ihr gleichen Wiberftand zu Teiften, ımb 
wird demnach auch in jedem Augenblide einen ebenfo großen Drud 
erleiden. Dasfelbe wird der Kal fein, wenn man den Punkt M burdı 
eine unausbehnbare Gerade, einen nicht dehnbaren Faden, mit bem 
feften Punkte C verbindet; biefer Faben wird mit einer Kraft F=mr, p? 
gefpannt werben, und zerreißen, wenn feine Feſtigkeit dieſer Spannung 
nicht gemachten ift, d. h. wenn er ein an ihm befeftigtes Gewicht F in 
Tothrechter Richtung auf die Dauer nicht zu tragen vermag. Winde 
biefe Abreißen in m erfolgen, ober wäre, dort bie Kreislinie unterbrochen, 
fo würde der Bewegte einfach wieder längs der Tangente mT in diefem 
Punkte, und zwar mit der conftanten Geſchwindigkeit vr, g@ fort 
gehen, und nicht in der Richtung bed Halbmeſſers Cm; denn ber 
dynamiſche Drud Tann mur fo lange dauern, als bie gezwungene 
Bewegung dauert, er hört in bemfelben Augenblide auf, wo 
ber materielle Punkt frei wird. 

Um nun aber die Bewegung unfered Punktes M allgemeiner zu 
unterfuchen, feten x und y feine Goordinaten am Ende der Zeit tin 
Bezug auf zwei feite Achſen in ber Ebene ber Bewegung, welche fid 
im Punkte C fchneiden und von denen die der x mit der anfänglichen 


Lage der beiveglichen Geraden zufammenfällt, r —Y x? + y2 feine Ent: 
fernung vom Drehungspuntte C, w ber Winkel, welchen Die beweglich 


F=mngo?!=m 
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Gerade mit ber Achſe der x bübet und 9 bie conftante Winkelgeſchwin⸗ 
digkeit berfelben; endlich fet N bie Intenſitaͤt des von biefer Geraden 
auf den materiellen Punkt ausgeübten Drudes, befien Richtung ſenkrecht 


zu ihr iſt und denmach ben Winkl I m + w mit ber Achſe ber x 


einſchließt. Diefer Druck wird bie einzige Kraft fein, welche auf ben 
Bewegten wirkt; ihre zu den Achfen ber x unb y parallelen Componen⸗ 
ten: — N sinw unb N cosw geben daher bie Gleichungen: 


d?x 


m — — N sin cu 
; (a. 
2 
— N cos cu 


durch welche die Geſetze der Bewegung beſtimmt ſind. 

Dieſe Gleichungen geben naͤmlich einerſeits, indem man die erſte 
mit cos co, bie zweite mit sin w multiplicirt und ihre Summe nimmt, 
ben Ausbrud: a⸗ 

X co 


dir u + Tino —0, 


und auf der andern Seite, wenn man bie erfte mit sinw, bie zweite 
mit cos» multiplicirt, durch ihre Differenz ben Werth von N, nämlich: 


Erſetzt man daun in dieſen Ausdruͤcken bie Goorbinaten x und y durch 
ihre Wertbe in r und w: 


xX=rTC8W „, y=rsinwo, 


aus welchen man mit ber Beachtung, daß bie Winkelgeſchwindigkeit 


do 
— — b. 
ı 7 ( 


umveränbderlich ift, die Aenderungsgefehe: 


d’x rw 2 sin amt 2 c08W 
da ge ar ? 


3 2 
27 22 nn sin W - * 2 4 cos u —r p? sin 


—⸗— 


zieht, ſo nehmen dieſelben die Form an: 
der N-2 dr 
c.) Fre Sue =2mp-7- 


Die erfte diefer Gleichungen, welche in Verbindung mit ber Gleichung (b) 
bie vollftändige Loſung unferer Aufgabe bieten, zeigt, baß bie Aenderung 
ber Geſchwindigkeit bes materiellen Punktes längs ber beweglichen Geraben 
allerdings einer veränberlihen Kraft mr? zugeichrieben werben 
Tann, welche in jedem Augenblidte oder für jede Lage bes Bewegten audı 
den dynamiſchen Druck besfelben vorftellt, wenn ex fich von C nicht weiter 
entfernen Tann. Dean wird aber nur eine fehr unvolllommene Kenntniß 
von unferer Bewegung erhalten, wenn man jene Gleichung unter der 
Vorausſetzung ableitet, Daß bie Gentrifugalfraft mry? die auf 
ben Bewegten wirkende Kraft ſei; denn man erhält auf biefe Weiſe 
burchaus Feine Kenntniß von ber Kraft N, welche auf bie beivegliche 
Gerade in ber Entfernung r von C, oder was dasfelbe ift, welche fenf- 
recht zu biefer Geraden auf ben Bewegten ſelbſt ausgeiibt werben muß, 
um bie gleichfürmige Bewegung der Geraden, ober bie conflante Winkel⸗ 
geichwinbigkeit des Bewegten zu erhalten, und man würbe fehr irren, 
wenn man für eine begrenzte Ränge ber beiveglichen Geraden bie Größe 
und Richtung ber Geſchwindigkeit des Bewegten in dem Augenblide, 
wo er diefe Gerade verläßt, nach der Größe und Richtung ber Gentri- 
fugalkraft in dieſem Augenblicke beurteilen wollte *). 

Es iſt alfo für bie richtige Erkenntniß unferer Bewegung und aller 
ähnlichen unumgänglich nothiwendig, fie in ber oben angegebenen Weiſe 
zu betrachten, und demnach bie fogenannte Gentrifugalfraft, welche 
immer nur eine Kolge ber eigentlichen beivegenden Kraft ift, als be- 
wegende Kraft aus ben Unterfuchungen ber Bewegung ganz und 
gar zu verbannen, und fie immer nur ba felbfiftändig einzuführen, wo 
fie ald dynamiſcher Druck wirkt, wo fie alfo entweder einer andern 
Kraft das Gleichgewicht hält ober durch bie Reibung einen Widerſtand 
erzeugt. | 

6. 96. 


Durch die vorhergehende Betrachtung haben wir übereinftimmend 
mit dem allgemeinen Werthe von N’, wenn man barin R Rull fest 


— —— — —— 


*) Die weitere Unterfuchung der Bewegung behalten wir dem folgenden Kapitel 
(88. 124 und 125) vor; dort wirb diefelbe als eine relative betrachtet, 
und dann auch anf bie Reibung Rüdficht genommen werben. 
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und v und o als unveraͤnderlich nimmt, für die gleichförmige Bewegung 
im Kreiſe den Bewegungédruck N, glei nr — mr? gefunden, und 


wir fließen daraus, daß die ſer Drud bei gleiher Entfernung 
vom Mittelpuntte dem Quadrate ber Wintelgefhwinbig- 
keit, bei gleicher Wintelgefhwinbigtett bem Halbmefferr 
oder der Entfernung vom Mittelpuntte bes befchriebenen 
Kreifes proportional if, und in allen Fällen wie bie 
Maffe des Bewegten zunimmt Mil man dann bie Wintel- 
geſchwindigkeit durch die Umdrehungszeit T erfeben, fo darf man nur 


Ratt 9 feinen Werth 7° in ben obigen Ausbrut enfüßeen, um dadurch 


8 
N=nrgp?=mr La 
zu erhalten, und daraus zu folgen, daß ber dynamiſche Drud bei 
gleicher Entfernung r im umgelehrten Berhältniffe zu dem Quadrate der 
Umbrebungszeit fiehet. 

Sn dem vorhergehenden F. haben wir biefen Drud für ben Fall 
betrachtet, wo ber materielle Punkt von einem feften Kreife umgeben 
ober durch einen unausbehnbaren Faden an einen feften Punkt geheftet 
iſt und fich gleichfürmig bewegt, alfo ohne eine bewegende Kraft. Neb- 
men wir daher, um unfere Vorſtellung zu erweitern, noch einige Bälle, 
in denen eine Kraft auf den Bewegten wirkt, und zwar eime folche, 
welche immer normal zu ber Kreislinie ober gegen beren Mittelpunkt 
gerichtet ift, damit die Bewegung eine gleichföürmige bleibt, und unter- 


ſuchen wir, welchen Einfluß der dynamiſche Drud auf die Größe bes 


beſchriebenen Kreiſes hat. 

Sei zuerſt ein materieller Punkt mittels eines dehnbaren ela- 
ſtiſchen Fadens ohne Maffe an dem Mittelpunkt C befeftigt, d. h. 
mittels eines Fadens, ber fich durch eine in der Richtung feiner Länge 
wirkende Kraft ausdehnen läßt, ber aber feine frühere Länge wieber 
annimmt, wenn bie Kraft zu wirken aufhört, und fehen wir voraus, 
daß bie Laͤngeneinheit dieſes Fadens durch bie Gemichtseinheit um A 
verlängert werbe, daß demnach feine urfprüngliche Ränge I,, wenn man 
ihn durch ein Gewicht P in lothrechter Lage fpannt, um Al,P größer, 
oder gleich 1, (1 AP) werde. Es wird umter biefer Borausfegung 
und unter ber weiteren, daß keine Schwere vorhanden ſei, einleuchten, 
daß der materielle Punkt im Anfang ber Bewegung ben Faben fpannen, 
und während berfelben auf gleicher Länge erhalten wirb, nämlich auf 


3% 


derjenigen, für welche bie Spannkraft dem dnamiſchen Drucke ale 
iſt. Bezeichnen wir diefe Länge mit x, fo {fl 


x—=h(1+AP) , P=nıg?, 
und demnach: 
a 


hi Hm) 


oder wenn man bie Mafle m des Bewegten durch das Gewicht p bes 
felben erjekt:. 
b — — ˖ 

g—Al,pp? 


Soll ber Baden geradeſo gefpannt werben, ald wenn ber Bewegte unter 
dem Einfluß der Schwere in lothrechter Richtung an bemfelben in Ruhe 
bleibt, jo muß 


— 1/8. 4 _- 1/8 


werden, wo 1, bie durch das Gewicht p erzeugte Länge bes Fadens 
vorſtellt. 

Ein ähnlicher Apparat, bei welchem der Haben Durch eine cylindriſche 
Spiralfeber erfeht und die Einrichtung geteoffen iR, daß bie durch bie 
bewirkte Ausbehnung ober Berlängerung ber Yeber gemeflen werben 
ann, könnte ſowohl dazu dienen, die Wirkung unb Größe des dyna⸗ 
mifchen Drudes mit ber eines Gewichtes zu vergleichen, und fo bie 
Angabe der Theorie durch den Berfuch zu beftätigen, wobei natürlich 
die Winkelgeichwinbigkeit der Bewegung belaunt fein muß, als auch im 
Fällen, wo diefe Winkelgeſchwindigkeit fehr groß tft, und nicht unmittel⸗ 
bar beobachtet werben Tann, fie nach der Berlängerung ber Feder zu 
berechnen. Dazu müßte aber der materielle Bunkt in eine fchwere Kugel 
verwandelt werben, gegen deren Gewicht das der Feder fehr gering wäre, 
und dann müßte man für genauere NRefultate auch die Reibung und 
ben dieſe Reibung vermehrenden Luftwiberftand in Rechnung bringen, 
worauf bier nicht weiter eingegangen werben Tann. 

Sei noch ein ſchwerer materieller Punkt M, Big. 34, mittels eines 
unnusbehnbaren Fadens CM mit einer lothrechten Achfe C A verbunden 
und werde mit biefer in eine gletchfürmige drehenbe Bewegung verieht, 
beren Winkelgeſchwindigkeit wieber 9 ſei. 

Im Anfang der Bewegung wird ſich der Bewegte raſch von der 
Achſe entfernen und eine ſolche Lage annehmen, daß ber ſenkrecht zur 


x = 


RR 


" 3 
Achſe wirkende dynamiſche Druck N der Wirkung ber Schwere das 
Gleichgewicht hält, ober was auf dasſelbe hinauskommt, bis bie Re⸗ 
ſultirende aus dieſem Drucke und dem Gewichte p des Bewegten nach 
bee Berlängerung des Fadens gerichtet - tft. Bezeichnen wir alſo ben 
Winkel, welchen ber Faden in dieſer Lage mit der Achſe bildet, mit 9, 
bie Länge bes Fadens mit I, fo tft bie Entfernung des Bewegten von 
ber Achje oder von dem Mittelpunkte bes Kreifes, den er befchreibt, 
I sin I, die Intenfität des Bewegungsbrudes alfo 


= m] ꝙ* sin 9 
und da dieſer zur Richtung der Schwere ſenkrecht iſt, fo wird bie Re- 
fultirende von N und p mit ber lektern einen Winkel I bilden, für 
welchen (6. 5) 
N 
tang 9 — ry 
iR, man hat daher auch 
p=m l op? cos 9 


und je nachdem 9 ober I gegeben iſt, 


— — —1/ —&_ 
u 7 =) Tc0s$ ' ‘ 


Es kann daher I nur durch einen unendlich großen Werth von 9 
oder mit andern Worten, nie ein rechter Winkel werben, ber Faden 
alfo auch nie eine wagrechte Lage annehmen. 
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Im Allgemeinen wird ber ganze Drud N’ ımter ber Borausfehung 
einer fortwährend normalen Kraft R und einer gleichfürmigen Bewegung 
im Kreife, den Werth 

N" —=+R+ mry? 


annehmen, je nachdem R den Bewegten vom Mittelpunkt entfernen, 
oder biefem nähern mil. Im erften Falle wirb deßhalb die Bewegung 
im Kreife nur dann ftattfinden, wenn fich ber materielle Punkt auf ber 
innern oder hohlen Seite bes Kreiſes befindet, ober wenn er mittels 
eines nicht dehnbaren Fadens mit deu Mittelpunkte verbunden if. Im 
zweiten Falle dagegen, wo R gegen ben Mittelpunft gerichtet ift, wird 
bie Bewegung fowohl auf ber Außen als duf der innern Seite ſtatt⸗ 
baben können, auf ber Iehtern aber nur fo lange, als N’ negativ ober 


, N 


__ 0 ___ 

mrgp? > R ift, während für bie Bewegung auf ber äußern 

R > mrg? fein muß. Der Drud auf die Curse ift in biefem 

dem Unterſchiede zwiſchen dem ftattfhen und dynamiſchen Drucke glei 
oder. anders betrachtet, der von bem materiellen Punkte in Folge 
Einwirkung der Kraft R im Zuftande des ruhenden Gleichgeiwichtes 

die Curve ausgeübte Druck wirb umfoviel vermindert, als Die au 
bie Rihtungsändberung feiner Bewegung verwenbete 
Kraft beträgt. 

Diefer Fall findet namentlich bei der Erde ftatt, auf welcher ber | 
Druck, den die Körper auf ihre Unterlagen ausüben, durch bie tägliche 
Achſendrehung berfelben vermindert wird, fo daß fie toeniger ſchwer finb, | 
ale wenn bie Erbe unbeweglich wäre. Diefe Verminderung ift offenbar | 
ber Entfernung r eined Körperd von ber Drehungsachfe proportional, 
da alle Buntte der Erde biefelbe Winkelgefchwinbigfeit haben, und dem⸗ 
nach am Aequator, wo biefe Entfernung von ber Drehungsachfe ben 
größten Werth Kat, am größten. DBezeichnet man aljo bie Winkel⸗ | 
geſchwindigkeit der Erde mit ꝙ, ben Halbmefler des Aequators mit Ru. 
fo wird bie dynamiſche Verminderung Des Gewichtes eines materiellen 
Punktes, defien Maſſe — m ift, durch mR, 2 ausgebrüdt, und wenn 
go die wirkliche Beſchleunigung beim freien Falle, G diefe Beichleunigung 
für die ruhende Erde am Aequator vorftellt, ſo hat man dort 


mgo =mG—mR, 9? | 
0=c(1-"R), 


alſo auch mit Hinlänglicher Genauigkeit, dba G nur fehr wenig von . | 
verſchieden tft, ober wenn man, was auf dasſelbe hinaus kommt, in | 


dem Ausbrude: | 
=e[1-7 (--)] 


die zweite Potenz der Heinen Größe Rp vernachläffigt, 


o=e(1-—Z) 


Mit dem früßer fchon (K. 88) angewendeten Werthe von ꝙ2, unb 
wenn R, = 6376000” , g, = 9, 78 genommen wird, findet man: 
1 


a Roy! _ — —— 
= = 0,0067 — 3 


und demnach 
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ind Damit 


Wenn demnach bie Erde unbevegti wäre, fo würden die Körper am, 
Mequator nahe um 5% ihres Gewichtes ſchwerer fein, unb es bebfrfte, 


Da 289 — 17? ift, ne 17 mal größeren Winkelgeſchwindigkeit ober 
einer 17 mal kleinern Umbdrehungszeit, um bie Wirkung ber Schwere 
Dafelbft ganz aufzuheben. 

Nördlich und ſüdlich vom Aequator nimmt der dynamiſche Drud 
ab, und feine Richtung bildet mit ber Richtung ber Schwere einen 
Winkel nr — 4; denn in einem Punkte M, Fig. 85, deſſen geographiſche 
Breite ACM—=P iſt, wird jener fenkvecht zur Achfe, alfo nah MF 
gerichtet fein, mährendb die Schwere, wenn man von ber Abplattung 
Umgang nimmt, immer gegen den Mittelpuntt C gerichtet if. Die 
Sntenfität F des dynamiſchen Drudes in bem Punkte M ift dann 
mr,gp?, wenn r, ben Abftand MO bezeichnet, oder wenn man ben 
mittleren Halbmefler der Erde dur R vorftellt, r, alfo R cos 4 wird, 

. F=mRpy?cosß.. 
Die ald Gewicht ſich Tundgebende Wirkung P— mg ift aber, wie leicht 
zu fehen, bie Refultivende von ber wahren Intenfität P,—=mg,, ber 
Wirkung ber Schwere und dem dynamiſchen Drude F; man hat daher 
nah 6. 5(2): 


mg — Vargs Img F cos ß 
ober wem für F ber obige Werth eingeführt wird, 
ge = 8? + R?p* 00028 —28,Rp? co? , 
_ R? p* cos? 8 sin? ß 
(8,—Rp DZ ur — Rp? 0083 8)3 ’ 
annähernd hat man demnad) 


Ro? cos? ß R? p* cos? 3 sin? 8 
—=h (- . 17 8,(8, — Rp? cos? #) 
und wenn noch das fehr Kleine dritte Glied vernadhläffigt wird, 


gg, GP) =.) ’ 


Dech er, Handbuch der Mehanit l. . 26 
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Die Verminderung ber Schwere durch ben dynamiſchen Drad # 
alfo bis auf fehr Heine Größen biefelbe, ald wenn nur die zur &b- 
oberfläche ſenkrechte Gomponente F cos$# —= Rp? cos? 8 dieſer Kraft 
vorhanden wäre, und wie man fieht, proportional dem Quadrat 
bes Coſinus der Breite. Die gegen ben Aequator gerichtete tar- 
gentiale Gomponente F sin # = Rp? c08£ sinß hat bemnach einen fc 
unbebdeutenben Einfluß auf die Größe ber Refultirenden, aber einen wict 
ebenfo unmerfbaren auf die Richtung berfelben; denn wenn man bi 
Abweichung diefer Richtung, d. 1. ber Richtung ber Lothlinie von be 
Normalen zur fugelfürmigen Erdoberfläche mit 78 bezeichnet, fo bet 
man nah 8. 6(3): 


g, sn 18 = Rp? cos ß sin(n— R— AP) 
— Rp! cosß sin(®+ AP) ; 


wenn man alfo die Function sin (0 IP) entwidelt und 
daß 18 ein ziemlich Heiner Winkel it, Daß alfo 1 für cos 48, AB 
für sin 18 gefebt werden darf, jo wird: 


(8,—Ry? cos 3) AB =Ry? cos ß sin ß 
und man zieht daraus: 


Roꝙ' cos ß Sin⸗ R , 

AZ Ta) TR. 

Hängt demnach ein Bleiloth von einer Höhe h herab, fo wird bie ' 

Richtung des Fadens mit der Richtung der Refultivenden P=—= mg = 

fammenfallen, folglih das untere Ende besjelben von ber Normale | 

zur kugelförmigen Oberfläche ber Erde nach Süden abweichen, md | 
zwar um 1.1 

— _R__ mn? si | 

h41ß > R r 9% sin 24 

Langeneinheiten, mithin ebenſoviel als auf der, ihrer Geſtalt nach um | 

veränberlichen Erbfugel bie fühliche Abweichung eines von ber Höhe h 

herabfallenden Atoms beitragen würde ($. 88), und ed wird nun ein 

leuchten, warum die Beobachtung Feine folche fühliche Abweichung nach 

weten konnte, auch wenn Die Erde wirklich eine volllommene und 

unveränberliche Kugelgeftalt hätte. 
In Wirklichkeit ift aber bie Erde Feine unveraͤnderliche Kugel; 
ihre Geftalt iſt vielmehr durch die Oberfläche einer Ylüffigkeit, durch 
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die Meeresfläche bebingt, welche wie im vierten Buche gezeigt werben 
fol, fih in pedem Punkte normal zu ber Refultivenden aller auf bie 
Flüffigfeitstheilchen wirkenden Kräfte richtet, welche alfo in jedem Punfte 
normal zur Richtung bes Bleilothes tft, und deßwegen in ihren Haupt- 
umriſſen bie Geſtalt eines Umdrehungs = Ellipfoid angenommen hat, 
defien große Achje, der Durchmefler des Aequators, ſowohl durch bie 
Gradmeſſungen, als durch Be Pendelbeobachtungen an verfchiebenen 


Drten ber Erbe nahezu um 27, 00 größer gefunden wird, als die Heine 


Achſe, welche zugleich bie — der Erde iſt. Eben dieſe 
Gradmeſſungen und Pendelbeobachtungen zeigen aber auch, daß bie 
verlängerte Meeresflaͤche bei genauerer Unterfuchung vielfältige Ab⸗ 
weichungen von ber Geftalt eines geometrifchen Ellipſoids befist, welche 
offenbar von ürtlihen Beichaffenheiten des Erdkoͤrpers herrühren, durch 
die ſowohl die Größe als die Richtung der anziehenden Wirkung diefes 
Körpers auf einen materiellen Punkt feiner Oberfläche größere oder 
Heinere Aenderungen erleidet in Bezug auf das allgemeine Geſetz biefer 
Anziehung, infoweit man nämlich ben Erbförper als aus homogenen 
eoncentrifchen Schichten gebildet, vorausſetzen kann. Man vergleiche 
hierüber bie Lehre von ber Anziehung im folgenden Buche, 


§. 98. 


Kehren wir nun wieber zur Unterfuchung ber Bewegung eines 
materiellen Punktes in einer gegebenen Curve zurüd. — Da hier bie 
Geſtalt ber befchriebenen Bahn bekannt tft, fo wird eine ber Gleichungen 
(90) und (91) genügen, um die Gefehe der Bewegung abzuleiten, 
und zwar. wirb man fih der eritern bedienen, wenn bie Intenſitaͤt ber 
bewegenden Kraft als Function ber Zeit gegeben tft, der letztern dagegen, 
wenn bie Kraft von der Lage oder von ber Gefchwindigfeit oder von 
dieſen beiden Zuftänden des Bewegten zugleich abhängt. 

Im eriten Falle muß man bie Function cos 9 burcch den Bogen s 


ber gegebenen Curve ausdrüden, und Bat dann einen Ausbrud von 
ber Form: a„⸗ 
8 


— 
zu integriren, worin F(t) die Kraft R und f(s) bie Function cos} 
Mt. 
SH dagegen bie Kraft als Function ber Goorbinaten x, y, z 
26* 
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— m — — 


gegeben, fo wird man die Gleichung (91), und «uw bieſer Veränder⸗ 
lichen als unabhängige nehmen, wodurch dieſelbe bie Form annimmt: 


v2 — my? = jüs (434235)). 


in welcher dann X, Y, Z nur noch Functionen ber unabhängigen Ber- 
änderlichen x vorfiellen, wenn man bie Veränberlichen y unb z mittels 
ber beiden Gleichungen ber Curve eliminirt hat. 

Die Kraft wird eine Zunction von ber Lage unb der Geſchwindig⸗ 
feit de& Bewegten, wenn ſich berfelbe auf einer feften Gurve mit Reibumg 
bewegt, weil diefe mit dem Drude N’ auf bie Curve von ber Ge- 
ſchwindigkeit des Bewegten abhängt. Bezeichnet dann f wieber ben 
Reibungscoeffizienten, fo hat man 


d. v2 , 
n-= 2X ds +7 +27, ) an 


da bie Reibung immer nach der Tangente und ber vorhandenen Ge- 
fchmindigfeit entgegen gerichtet if. Mit dem Werthe von N’ ans (92) 
folgt dann der Ausdrud: 


94.) —* —2R —2 R®sin?3>-+ (m -) +2mY Rsin3cosıy, 


aus welchem man mit Hülfe der Gleichungen der Curve und des Werthes 
von o alle Veränderlichen bis auf r und s eliminiren Tann, deſſen In⸗ 
tegration aber nur für fehr einfache Falle in gefchloflenen Ausdrücken 
möglich fein wird. 

Wenn R—=0 if, hat man einfach: 


d.v?2 
ds 





2 
=— 17, 


ober wenn man für — nach $, 31. ber Ginkeitung den Werth S° 


fest und 7 ald unabhängige Veränderliche nimmt, alfo v als eine 
Function bderfelben ketrachtet, 


d.y? 
dr 
Bezeichnet man demnach ben anfänglichen Werth von z, d. i. den | 


= — 2fv? 


IS _ 
intel, weiche die durch bie anfängliche Lage bed Bewegten gezogene 
Tangente mit einer fehten Geraden bildet, mit x, , fo wird 


2 
2f(T — 70) = logn Y 


und wenn bie Zahlen ftatt der Logarithmen genommen werben: 


—f(1r—-r) 
vz=Y196 ; 
die Bewegung ift aljo Feine gletchfürmig verzögerte, und die Gefchwin- 
bigfeit nimmt weber mit der Zeit, noch mit dem Wege ab, fondern 
6108 mit dem Winkel 7, fo daß es 3. B. gleichgültig iſt, ob fich ber 
materielle Buntt in einem Kreife ober in einer Ellipfe, oder in einer 
andern geichloffenen oder fptralfürmig gewundenen, ebenen oder boppelt- 
gefrümmten Curve bewegt; die Geſchwindigkeit tft nach einem Umlauf, 
d. 5. wenn bie Richtung der Bewegung ben Winkel: 277 befchrieben hat, 
in demfelben Berhältnifie Kleiner geworben, nämlich im Berhältniffe: 


2fn 
e :1; 


bie Bewegung wird daher nach jedem Umlauf in demfelben Verhältniffe 
langſamer; fie endigt aber erſt nad) einer unendlichen Anzahl von Um- 
läufen oder nie. Für die gerade Linie it = conftant, alſo — u —=0, 
und v=v,, weil hier ohne eine bewegende, Druck erzeugenbe Kraft 
auch Feine Reibung vorhanden tft. 

Für die ebnen Gurven wird der obige allgemeine Ausdruck etwas 
einfacher; wird nämlich für biefe cos » — 1, fo erhält man 

d.v? 


. e v2 
mn — 2R 09 2r(R sin %+=m—) (95. 


als Gleichung der Bewegung zwiſchen den Veränderlichen s und v. 


$. 9. 


Die einfachfte Anwendung bietet bie Bewegung eines ſchweren 
Bunttes in einer gegebenen Curve. Sei m die Maſſe diefes Punktes und g 
bie für die Ausdehnung ber Bewegung als unveränderlich angenomntene 
Beichleuntgung der Schwere, deren Richtung in jeder Rage bed Bemegten 
parallel zu berfelben Geraden bleibe, Die wir ald Achfe der z annehmen, 
unb zwar fo, baß bie pofitiven z von unten nach oben genommen wer⸗ 
den; es wird dann mp das Gewicht bed Bemegten und — me bie 
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yarallel zur Achſe der z gerichtete Gompomente Z ber bewegenden Kraft. 
Die Gleichung ber Bewegung nimmt daher, wenn keine Reibung vor- 
handen ift, unb 2 ald unabhängige Beränberliche eingeführt wird, bie 


Form an: . 
nv? — nu? = — 2[#: .mg 


Le 
ober wenn bie angebeutete Integration ausgeführt wird: 


%.) v—=vw2+2g(n—2). 


Die Geſchwindigkeit tft demnach unabhängig von bem zurückgelegten 
Wege, fie waͤchſt nur mit dem vertifalen Höhenunterjchiebe gerabe fo, 
als wenn ber Bewegte burch bie Höhe 2, — z lothrecht herabgefallen 
wäre; fie hat einen größten Werth, wo z einen kleinſten bat und um⸗ 
geehrt; fo oft 22, wird, iR auch vgleich vo, und in einem Bunte, 


wo man 


hat, wird v—0 fein. Fällt z. B. ein materieller Punkt in ber Gurve 
ABCD...FGH, Fig. 86, von A aus mit einer anfänglichen Ge- 
ſchwindigkeit v,, fo erhält feine Geſchwindigkeit in den tiefften Punkten 
B, D, F einen größten, und in ben höchften Punkten C, E einen 
Heinften Werth; tn allen Punkten a. b, c, d, etc., welche auf der⸗ 
felben magrechten Geraden Liegen, bat ex biefelbe Geſchwindigkeit; ebenfo. 
wird fie in G biefelbe fein, wie in A, wenn bie AG parallel zur Ebene 


2 
der xy iſt, und wenn ns— ober gleich der Fallhöhe für bie Ge— 


ſchwindigkeit vo tft, fo tommt ber Bewegte in H mit ber Gefchwinbigfett 
Null an und ändert von da an bie Richtung oder vielmehr den Sinn 
feiner Bewegung, indem er nun die Gurve rüdwärtd von H gegen F, 
C und A mit denfelben Geſchwindigkeiten durchläuft, wie er fie bei der 
eriten Bewegung beſaß. Diefelbe Bewegung wird ber materielle Punkt 
behalten, wenn die Curve ABC...GH um irgend einen vertifalen 
Eylinder gefihlagen wirb, da biebei "alle Punkte biefelben Höhenunter- 
ſchiede unter fich behalten. 

Um nun auch bie Zeit zu beftimmen, melche ber Bewegte braucht, 

um von einem Punkte A zu einem Punkte M auf der gegebenen Curve 
zu * , wirb man v2 durch feinen Werth: 


- 


a0 


*-HII-OIT+EI"E] 
erfeten, und dam fort. ZE und 7 die Aenderungsgeſetze für x und y 


aus den Gleichungen ber gegebenen Eurve in Bezug auf z einführen. 
Diefe lebtern werben bie Form: 


x=h(:) „, y=b(:) 
annehmen, und jene Aenderungsgeſetze demnach durch 
dx d 


dz =fi'’(z2) , = (2) 


bezeichnet werben. Dadurch ergibt ſich Dann der Ausdrud: 


t= 


Z — — — — 
Yo eg. 
Jo Vror+28(0—2). | 


in welchem bad obere Zeichen genommen wirb, wenn z am ro 
mit 6 wächlt und das ımtere, wenn das Gegentheil Haktfiabe, 


Tann aber auch bisweilen ebenfo leicht v burch feinen Bern — erjeßen 


und bie Goordinnten in Function von.s ausdrücken; man . dann 
einfacher, indem z — F(s) gedacht wird. 
‚ 
= —— —— (8. 
| Vro’ + 28(n —z) 
je nachdem s mit s wächft ober nicht. Jedenfalls wirb ber letztere Aus: 
druck nicht berfelben Zweideutigkeit unterworfen fein, wie ber vorher: 
gehende, ba berfelbe Bogen s nur einem einzigen Punkte ber Curve 
entſprechen Tann, während biefelbe Ordinate z mehreren angehört. 
Wenn ſich ferner ber materielle Punkt mit Reibung. in feiner 

Curve bewegt, fo wird man ben Ausdruck (94) anwenden, indem man 
barin — mg für R febt, wodurch er übrigens im Allgemeinen nicht 
viel einfacher wird. Iſt die gegebene Curve aber eime ebene, und ihre 
Ebene parallel zur Richtung der Schwere, fo Tann man diefe Ebene 
als die der xz annehmen, und hat dann. 

dz 


oe lt 


ds gs: wey-l; 
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ed wird daher, alles in Function von s ausgebriktt vorausgefeht, 


ds ( 3) (2 2 
dia 8 ds ds .e di) 





9.) oder nach (95) mit den Beränberlichen v und 3 
d.v? dz dx 2f 
\ ds -4(5-'% ,” 


bie Gleichung ber Bewegung. Wird biefe fodann integrirt, in Bezug 
auf v aufgelöfet, und für v einer ober ber anbere feiner Werthe: 


d d dx? 
Ir ober av‘ + (2) eingeführt, fo kann man wie int vor- 


bergebenden Falle, in welchem feine Reibung berüdfichtigt iſt, bie Zeit⸗ 
bauer der Bewegung in Function von s ober z beflimmen. 
6. 100. 


Die gegebene Curve fei zuerſt eine Gerabe ‚ welche den Wintel 
mit der Richtung ber Schwere bildet ‚ deren Gleichung daher 


x — ztangy 


ft, wenn man bie burch biefelbe gelegte Tothrechte Ebene als Ebene 
der xz nimmt. Daraus folgt 
dz 


x . 
—-=say , dd #7» 080; 


und die Differentialgleichung ber Bewegung wird mit Berüdfiähtigung 
ber Reibung: 


d?s . 
dız = g(cosy — f siny) , 


fie gibt durch Integration bie Gleichungen einer gleichförmig be⸗ 
ſchleunigten Bewegung : 


ds 
mr = gt(cosy — fsiny) 
s— 5 = 114 581 (008y — fainy) 


übereinftimmenb mit F. 51. 


Man hat auch 
-d.v? 
dz 
und daraus einmal 
— v2 —=2g(0. —z)(1—ftangy) 
und dann nach (97) 





= —2g(1 — flangy) 


1 1 
— Idee. — —— — — — 
|: Vrt+2g(m— 2) (1 —flangy) 97 
werans weiter bad allgemeine Integral: 


g (008y —fsinyJi=Yvo? +28 (m —z)(1—ftangy)— vo 


zur Beſtimmung ber Zeit in Function von z folgt. Es iſt übrigens 
leicht nachzumelfen, daß bie letzten Ausdrücke dasfelbe geben, was man 
durch die erften findet, wenn man beachtet, daß 2, —2==(8— 89) 0087 
it, daß alfo der Werth von t durch 


— 
— 


g (cosy— fsiny)t —=YVvo?+ 28 (008y—fsiny)(s— 9) —% 


ausgebrüdt werben Tann. 
Ohne Reibung, alfo wenn — O wird, hat man einfacher: 


1 
v=w-4tgteoosy ; sg —=Wt+ngtcoy 
und 


My +2g (u —ı) A gtosy—=Yvw?-+2g(» —ı)— ; 
bie Geſchwindigkeit iſt dann unabhängig von bem Winkel y, bie Zeit 
dagegen wächft für biefelbe vertikale Fallhöhe wie bie Sekante biejes 
Winkels. 

6. 101. 


Als zweite Anwendung unferer allgemeinen Betrachtungen ſei bie 
Bewegung eines ſchweren materiellen Punktes in einem Kreiſe, deſſen 
Ebene lothrecht fein fol, zu unterfuchen, und zwar ohne Berüdfichtigung 
ber Reibung, da biefe Bewegung auch ohne fefte Curve dadurch her⸗ 
vorgehracht wird, daß man den Bewegten durch einen unausbehnbaren, 
gewichtloſen und vollkommen biegfamen Faben mit einem feften Punkte 
verbindet, um welchen er ſich ohne Hinderniß bewegen kann. 
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Sea C, Fig. 87, der Mittelpunkt bes gegebenen Keiſes, befien 
Ebene wieber bie ber xz, und befien vertifaler Durchmeſſer AD —2r 
die Achfe der z fein fol, während ihn die Achſe der x im tieffien 
Punkte A berührt; feine Gleichung tft dann 


x? — 2rz — ı8 


und gibt: 
dx r— 2 dx\? r r 
dd x ’ v+@ *: Va 


Sft ferner B bie anfängliche Lage‘ ded Bewegten und v, feine Ge 
ſchwindigkeit in diefem Punkte, und fehen wir voraus, daß biefe ber 
Fallgeſchwindigkeit für bie Höhe HB—h gleih, b. h. diefelbe fet, ala 
wenn ber Bewegte auf ber Tangente h,B im Punkte B von h, and 
ohne anfängliche Geſchwindigkeit zu fallen angefangen hätte, unb bei B 
in ben Kreis eingetreten wäre, fo wird dieſe Geſchwindigkeit nach ber 


lei 96 
N ar 2en—n), 


welche unverändert auch für unfern befondern Fall gilt, längs bed Bo— 
gend BA noch ferner zu nehmen, und im Scheitel A ihren größten 
Werth esreichen, nämlidh: 
v= Ve": + 28% 

b. h. wieber denfelben, ald wenn ber Bewegte durch bie Lothlinie Ba 
ober bA gefallen wäre. Mit dieſer Gefchwindigfeit geht der Bervenke 
durch den Scheitel hindurch, und erhebt ſich auf ber rechten Seite von 
AD mit verzögerter Bewegung, fo daß in B’, welches mit B auf ber- 
jelben Wagrechten liegt, die Geſchwindigkeit wieber gleich vo, und in 
H Null wird. Don da kehrt der Bewegte lange des Bogens H’B’A 
wieder zurück, erhält in B’ und A wieder diefelbe Geſchwindigkeit wie 
vorher, und fieigt längs bed Bogens AB bis H, mo er ben Sinn 
feiner Bewegung zum zmweitenmal Ändert, um wieder nach H’ zurüd- 
zugeben, u. f. f. und ber Bewegte wird auf folche Weiſe längs Des 
Bogens HAH’ eine unbefchränkte Anzahl wiederkehrender Bewegungen 
ober Schwingungen vom gleicher Zeitbaner machen. 

Entſpricht aber die anfängliche Geſchwindigkeit v, einer größeren 
Höhe ald Db, ober tft fie fo, als wenn der Bewegte in einem über 
ber Wagrechien Dd liegenden Punkte h” auf der Tangente zu fallen 
angefangen Hätte, fo wirb feine Geſchwindigkeit nie Null werben; er 
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erreicht von A auffteigenb ben höchften Punkt D mit ber Heinflen Ges 
ſchwindigkeit, febt feine Bewegung in bemfelben Sinne gegen H und B 
fort, wo er genau mit berfelben Geſchwindigkeit wieder ankommt, und 
bejchreibt demnach eine unbefchränkte Anzahl von ganzen Kreisumfängen 
mit ab= und zunehmender Geſchwinbigkeit *). 

Wäre endlich die anfängliche Geſchwindigkeit vo gerabe ber dall⸗ 
geſchwindigkeit für die Höhe Db gleich, als wenn der materielle Punkt 
in d auf ber Tangente feine Bewegung begonnen hätte, fo wärbe ex 
don A auffteigend mit der Geſchwindigkeit Null in D ankommen, oder 
richtiger nie ankommen, da er eine unendlich große Zeit dazu braucht; 
denn man fieht leicht, daß von J aus bie Geſchwindigkeit viel raſcher 


abnimmt, als ber noch übrige Weg, daß das Verhältnig alſo 


{immer größer-wird und nach und nad) einen unbegrenzt großen Werth 
erreicht. 

- Die vorhergehenden Betrachtungen werden auf analytiſchem Wege 
am beften, nämlich ohne Zmweibeutigkeit, daburch unterftüßt, daß man 
die Zuge bes Bewegten am Ende der Zeit t durch den Bogen AM —=s, 
ober durch den Winkel ACM ausbrüdt. Bezeichnet man biefen letztern 
mit I, feinen anfänglichen Werth ACB mit «, fo hat man 


ı = r (1-0?) = (1-08), 


u=r (1-0*) —=r(1—cose), 


und bie Gleichung (98) wird bamit, Inden man beachtet, daß ber 
Bogen AM Pleiner wird, wenn t waͤchſt, 


*) Wenn man fidh die Ben enung in einem feſten Kreife flattfindend vorftellt, fo 
muß man annehmen, baß der wiaterielle Punkt bei feinem Durchgange durch 
die Endpunkte des horizontalen Durchmeflers von der hohlen auf bie gewölbte 
Seite des Kreifes, oder umgefehrt, übergehe, wenn die anfängliche Ges 
ſchwindigkeit nicht fo groß il, dag ter bynamifche Drad größer wird, als 
das Gewicht des materiellen Punktes. 


M2__ 


’ 


ober wenn man I als unabhängige Veränberliche einführt 


y” 
a.) t—= — a9. — —— , 
Vvo?+2gr (os $ — oose) 


Diefer Ausdrud Tann unter enblicher Form nur in dem Falle in- 
tegrirt werben, wo bie anfängliche Geſchwindigkeit v, ber Höhe DB 
entfpriht; man kann bann vo? burh 2g(2r — 20) oder durch 
2gr(1+cosa) erfehen, und die Gleihung (a) nimmt bie Form an: 





3 
= Id. — — — — . 
«a V?gr(1+0s$) 
Führt man dann für 1 + cos I ben Werth 200. 9 ein, unb fekt 


39=9, fo ergibt fi 


mg(7r+7e + ze °) 
ı=y fir a = Vom "eir+is) 


ober in anderer Form 


1 Er alone) 
= — — —2.. 


Man hat aber auch: 


1- ws— 
tang? 1 2 


und ber vorſtehende Werth kann damit die"Wrm erhalten: 


am (1+ sn 0)(1- sin 9) 
u 32V (G-smfa)(i+mmts) ) 
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Im Scheitel A it O—0, und demnach 


1+ ri 1 
ıY Zoom tang — gate)=zy &om 7 
1— ni, 


bie Zeit, melche der Bewegte braucht, um von B nad) A zu gelangen, 
hängt alſo im biefem Kalle weientlich von der Größe des Bogens AB 
ab. Um die Zeit zu finden, nach welcher ber Bewegte ben Punkt B’ 
erreicht, hat man — « für 9 zu feßen, unb findet, wie ſich von felbft 
verſteht, 

14 sin — « 








d. h. das Doppelte des vorhergehenden Werthes. Ebenſo wird man 
I=—r einführen, um bie Zeit zu berechnen, nach welcher ber Be- 
wegte in D ankommt, und man wird damit t— @ finden, wie oben 
behauptet wurde. Man findet aber auch — , wenn a = iſt, 
d. h. wenn der materielle Punkt feine Bewegung in D anfangen fol, 
und in der That nen er mit ber anfänglichen Geichwindigfeit Null, 
welche ihm in dieſem alle zufäme, den Punkt D, wo bie Richtung 
ber Kraft normal zur Curve tft, nicht verlafien. 
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In jedem andern, ald dem ebenbetrachteten Falle kann ber Werth 
von A burch eine Reihe ausgebrüdt werben; wir mollen aber dieſe 
Reihe blos unter der Vorausſetzung, daß vo kleiner ift, als bie ber 
Gallhöhe Db entfprechende, daß alfo ber Bewegte fortwährend mieber- 
kehrende Schwingungen um den tiefften Punkt A macht, und auch nur 
für Die ganze Dauer T einer ſolchen Schwingung entwideln d. h. für 
bie Zeit ber Bewegung von B nach B’ oder von B’ nach B. Unter 
diefer Vorausſetzung kann man vo gleich Null annehmen, indem man 
die Bewegung mit dem Anfange einer Schwingung oder in dem Punkt, 
wo die Gefchwinbigkeit des Bewegten Null ift, beginnen läßt. Es if 
dann nach der Bormel (97), in welche man ben obenangegebenen Werth 


von v+@ +G =) einführt, zuerft allgemein: 
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Vers — 22328 (m —z) 


da 2 tm Anfang ber Bewegung abnimmt. Für die halbe Schwingungs 
bauer ober für die Zeit ber Bewegung von B bis A, und mit einer 
leichten Umwandlung bat man daraus 


Mae en 


Vor—ı3 */ V'-3 







| 





Ferner findet man durch Entwickelung: 
— (— — 
) — 30 tele 
u” 
und damit ei ber vorhergehende Werth bie Form: 


1=y+ u tere) + (2) + — 


Das allgemeine Glied dieſer Reihe iſt offenbar: 


1.3.5... (21 - 1) 1 Me — z. 


— — — — 6 — d u 
2.4. 6. ....... 20 (2r)⸗ 3 Vz: — 22 
und der Werth von T hängt demnach von dem unbeſtimmten Integral: 











I 





— — 

Vz — 22 

ab, für welches man leicht eine Reductionsformel erhält, wenn man ed 
unter die Form: 


1 
(gem) | . — 
V»2 — 12 2” "Varna 


bringt, und das erſte Glied theilweife integrirtz man erhält dadurch 


dz. 


dz. 
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dz. — — — 4. z'Vz, Re rn 





I VYa-a 
und wenn man bann das mittlere Glied im Zähler und Nenner hit 


der Wurzelgröße Yzyz — multiplicirt, unb die nöthigen Rebuctionen 
vornimmt: 











—qt2-' — — 
TA vr Vz, 222 + I je eg 


Zwiſchen den Grenzen O und z, hat man bemnad bie beftimmten 
Sntegrale: 


1 Elfi ET M 
L Vz: — 73 zn % Vo: — 73 
— @2n—1)(2n—3) 
2n(2n —2) 




















20(2n—2).. ih 2 


und nach früheren Entwidelungen wird man leicht 


0 0 _ 
a. 1 _ — I. N —_ x 

Vz: — 22 Ze E 
- ableiten, dadurch alfo als m Glied 
1.3.5... 2. 1 J — "(2 ) 
24.6...... 20 (2 r)" — z—ı? 24.6.. 2n 


finden. Seht man nun für n die Werthe 0), 1, 2, u. ſ. f. fo ergibt fich 


VIEH EHI EI He 


als die Zeit einer Schwingung oder ald Schwingungsbauer. 


_ N... 4, — Ar. —1 








16 





Will man biefe Zeit dann wieder durch die Ausweichung « aus 
drücken, fo hat man 





und demnach wird 


e.) T- Va +5) inc) ® Sina tete 


Was nun noch den Druck betrifft, welcher auf bie Sure ausgeübt, | 
ober mit welchem ber Faden geipannt wird, fo findet man leicht für | 
ben ftatifchen Drud 


N =Rsu3=mg 








r—z 





für den dynamiſchen 


3 — 


der ganze Druck iſt ſonach 


und für ſeine beiden Grenzwerthe findet man 


r— 2 r+?22 _ 
mg —— ’ ng ’ 
fie geben daher den Werth: 
Img 


ald größten Unterfchleb in demſelben. 
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Ein materieller Punkt, welcher mittel eines unbehnbaren Fadens 
mit einem feften Punkte verbunden ift, und zu beiden Seiten feiner 
Gleichgewichtslage Kleine Schwingungen macht, wird ein einfaches 
oder mathematifches Pendel genannt, im Gegenfabe zn einem 
feften Körper, der um eine horizontale Achfe ſchwingt und welcher ein 
zufammengefestes ober phyſiſches Pendel barftellt. Die in 
ben vorhergehenden F. F. entwidelten Geſetze brüdten alfo auch bie Be— 
wegungs-Geſetze eines einfachen Pendeld aus, wenn man 2, gegen r, 


417 * 
oder wenn man den Winkel &, welcher nun bie Ausweichung bes 
Pendeld genannt wirb, ziemlich Klein annimmt. Man findet unter 
diefer Vorausſetzung, und wenn bie Länge bed Pendel, d. i. bie 
Lange des Fadens ober ber Halbmeffer bed befchriebenen Kreisbogens 
nun mit 1 bezeichnet wird, für die Geſchwindigkeit der Bewegung 


v —=Y2g8 (u — 2) = V2gl(o0s $4- cose) ; 


und im tiefften Punkte, wo das Pendel durch feine Gleichgewichtslage 
geht und 30 iſt, 


v —Yasil1 —cns a). 


Seht man dann für cos « feinen Werth: 1— arte, und ver- 
nachläffigt die vierte Potenz von «, fo wird 


v=alVsl; 


bie Geſchwindigkeit im tiefften Punkte if folglich bei ſehr kleinen 
Schwingungen fehr nahe ber Ausweichung proportional, und verhält 
fh bei verſchiedenen Pendeln und gleicher Ausweichung wie die Qua⸗ 
dratwurzel aus ihrer Länge. 
Für die Schwingungsbauer T ober für die Zeit eines Hin= ober 
dehenges folgt dann aus den Werthen (b) und (c), wenn barin 


* ober Sr — —sit a als fehr Klein angenommen und vernachläffigt 
ei ‚ 


= ; 
8 


und wenn man bloß bie höhern Potenzen, als bie erſte, desſelben 
Bruches wegläßt, 


BERGES BET ee) 


Um aber diefe Werthe durch den Winkel « auszubrüden und ben Grab 
der Annäherung in Bezug auf biefen erfichtlicher zu machen, will ich 
fie unmittelbar aus ber Gleichung (a) ableiten. Ich ſetze dazu in diefer 
“=0, I fürr, und erhalte zwifchen den Grenzen —a und —« 
für I das beftimmte Integral: 


Decher, Handbuch der Medhanit 1. 27 
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1 V: Ihıs._—ı__ 
+a V2( eos $— cosa) 9 — 0080) 
als Ausdruck für die Schwingungsdauer. Beſchränkt man ſich nun 
zuerſt für eos und cosa auf die Werthe: 
1 


w3—1— 9 , wa=1— 08, 


14: 
T=1/ —ja3.——— «Vr. I 
8 +a Va ad FF 
wie vorher. Behält man dagegen noch bie vierten Potenzen ber Winkel 
o und 3 bei, fo ergibt ſich das Integral: 





jo wird 








T- je — — 
I Vo BRITEN TEE 
und mit ben beiben erſten Stieden der Entwickelung von 
(1-5 (+9) "14 4002492) +0. 
wird dasfelbe 
AR: #98 
— 11a: 10. —_1_ lag. _—__ 
'-Yz ‚( a ) ee 12 te a 
Es tft aber nach frühern Kusbrice letät zu fehen, daß man bat: 


19. _—=4.29 Va» + lalas. —i_, 
2 2 Vea?-39% 




















und darnach wird zwifchen unfern Grenzen 


1° — 1 1y,.1 
-Yz d$.——— I1+-.a? == Y 1+..e? 

& 44 —— 16 ) 16 
was mit dem letztern ber beiden vorhergehenden Wertbe con T über- 
einftimmt. | 
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Aus biefen Werthen folgt, daß für fehr Meine Ausweichungen bie 
·Schwingungsdauer als unabhängig von ber Größe der Ausweichung 
angenommen werben barf, daß fie aber, mit weitergehender Annäherung 
berechnet, mit der Ausweichung etwas zunimmt. Werben 3. B. um die 
Größe biefer Zumahme fühlbar zu machen, für die Ausweichung bie 
Werthe: 1%, 5%, 109 gefeht, fo hat man in unferm Winkelmaaße 


„A 5 10 
57,3 ° 57,3 ° 57,3 ° 
und damit wirb:e 


F⸗⸗ — 0,000019 , = 0,000476 , = 0,001904 . 


Wäre alſo «Vz — 1 Sehmde, wonach das entfprechende Pendel 


bei kaum merklicher Ausweichimg 86400 Schwingungen in einem Tage 
machen wArbe, jo würde es bei 1%, 5° und 109 Ausweichung ber Reihe 


nur 
oo 86400 86400 


— — — — 


1,0008 ° Tom ’ T,0mM’ 
638,3 5,7 ,  80235,8 


Schwingungen in 24 Stunden machen. 

Aus dem Werthe von T folgt ferner, daß für gleihe Aus- 
weihungen bie Schwingungszeiten zweier Penbel von 
ungleicher Länge fich wte bie Duadratwurzeln aus diefen 
Längen verhalten, daß alfo erft ein Pendel von ber vierfachen 
Lange die doppelte Zeit zu einer Schwingung braucht ober halbſoviele 
Schwingungen in berfeiben Zeit macht, als bas von einfacher Länge. 


$. 104. 


Zuletzt fchließen wir aus ben obigen Werthen von T, baß bet 
gleiher Ausweihhung und gleiher Schwingungsdauer bie 
PBenbellängen an verfhhiedenen Orten ber Erde fich mie 
die Befchleunigungen der Schwere an biefen Orten ver- 
halten, und dadurch wird und das Pendel das einfachfte und genauefte 
Mittel, um die Intenfität der Schwere an ben verfchiebenen Punkten 
der Erboberfläche zu vergleichen, und das Belek ihrer Aenderung aus- 
möräden. Denn es ift einlenchtend, baf die Schwingungsdauer eines 

27° 
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Penbeld durch die Beobachtung während einiger Stunden ſchon ich 
genau erhalten werben kann, und daß ed nur barauf aufommt, bie 
Länge besfelben genau zu beftimmen, Diefe Beſtimmung der Länge if 
inbefien nicht ebenfo einfach, wie die ber Zeit, weil wir fie nick 
an mathematifchen ober einfachen Penbeln beobachten, fondern an zu⸗ 
ſammengeſetzten, felbft wenn man fich ein ſolches aus einer Meinen 
möglichft dichten Kugel an einem möglichft leichten und biegfamen Kaben 
bildet, eine Gonftruction, welche übrigens ihre Nachtheile bat wegen ber 
Dehnbarkeit des Fadens und der Veränberlichkeit des ſtatiſchen und 
dynamiſchen Drudes, und weil diefe Pendel alle in ber Luft ſchwingen, 
welche nicht nur einen Wiberftand verurfacht, fondern auch das Gewicht, 
alfo bie bewegende Kraft bed Pendels vermindert, abgejeben noch von 
einigen andern Schwierigkeiten, auf weldhe wir bei ber Unterſuchung 
ber Bewegung eines phyfifchen Pendels zurüdtommen werben. 
Durch bie bisherigen fchon ziemlich zahlreichen Verſuche bat ſich 
ergeben, daß übereinftimmend mit dem, was in F. 97 bei ber Betrach 
tung bes durch die Achfenbrefung der Grde beroorgerufenen bynamifchen 
Drudes gejagt wurde, die Länge des einfachen Sekundenpendels, für 
die Meeresfläche und ben leeren Raum berechnet, am Aequator am 
fürzeften ift und gegen die Pole Hin zunimmt, und u, der Unterfchieb | 


in dieſer Ränge an ben genannten Orten oßngefähe 27. on derſelben be⸗ 


traͤgt, woraus denn nach dem oben ausgeſprochenen ah folgt, daß | 
auch ber Unterfchieb in ber Sntenfität ber Schwere oder in dem Gewichte 
eines Körpers 3 fein muß. 

Sn $. 97 haben wir gefunden, baß bie Berminderung ber Schwere 
burch den dynamiſchen Drud dem Quadrat bed Gofinus ber Breite 


proportional tft, daß an einem Orte, beffen geographiiche Breite 2 if, 
die Befchleunigung ber Körper beim freien Falle um 


Ro? cos? 


Heiner ift, al8 wenn die Erde Feine Drehung um ihre Achfe beſäße, fo 
daß wenn biefe Beichleunigung im lebten Falle mit g, bezeichnet wird, 
bie wirkliche Beichleunigung g durch 


g = (1-7 cos? 4) , 


oder wenn man den Sinus ber Breite ftatt bes Coſinus einführt, durch 
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Ro? ⸗R 
e=3(1-H er ng), 


ausgebrüdt wird. Wäre nun bie Erde eine vollfommene Kugel und bie 
Sntenfität der Schwere ohne den dynamiſchen Drud an allen Orten 
ihrer Oberfläche (ber verlängerten Meeresfläche) biefelbe, fo wäre 


offenbar 
GT) = 


die wirkliche Beſchleunigung * am Aequator, und man hätte 
allgemein: 


8 * 80 (i +E RE D 


indem man bei bem kleinen Bruce AP Fr den kleinen Unterſchied zwi⸗ 


ſchen g, und g, vernachlaͤſſigt; es würde alſo die Beſchleunigung ber 
Schwere vom Aequator gegen die Pole Kin proportional dem Quadrat 
ded Breite Sinus zunehmen. 

Es wird aber im nächften Buche bei ber Lehre von der gegenfeitigen 
Anziehung ber Maſſen gezeigt werden, daß auch bie von ber Abplattung 
herrührende Aenderung in ber Intenfität der Schwere vom Aequator 
gegen bie Pole pofitiv und bem Quadrat bed Breite-Sinus proportional 
ift, fo daß wenn G, diefe‘Kraft für bie unbewegliche Erde am Aequator 
G für einen Paralleltreis, deſſen Breite — 4 ift, und A einen Pleinen 
eonftanten Yactor bezeichnet, man hat | 

G=G(1-+4Rsi$)=g, ; 


damit folgt fodann 
ge —=GW(1-+4 sin?P) (1 —* + np) 


oder wenn man entwickelt, g für © G- >) fett, und das 
fehr kleine Glied: 
Ro?, ., 
Keine 8 gegen (?+ 
vernachläffigt,, einfach 
g=m(1-4 wsin?P) , 





Ron 24 __ sin 
7) si ß = o sin / 


BE I 


wonach alfe Die wirklich Rasthbabende Aenderung ber Inten- 
fität der Schwere bis auf fehr Eleine Größen no bem 
Quadrat des Breite-Sinus proportional if. Der Ausbrud: 


T- „- 4 
b6 
gibt dann fr T=1, g=n?l, 60 =n2l, , und damit nimmt 
ber vorhergehende auch die Form an: 
I=h(1+wsin?ß) , 

worin I, bie Länge bed Sekundenpendels am Aequator, und 1 bie eine 
Sekundenpendels unter der Breite A, aber immer an der Meeresflaͤche 
- genommen, vorftellt. 

Aus einer großen Anzahl der verläffigften und ſoviel möglich in 
gleichen Breiteunterfähieden genommenen Pendelbeobachtungen erhält man 
nach der Methode ber Heinften Quadrate: 

,=0",991013 , w=0,00518 , 
und demnach für irgend einen Ort, deſſen Breite 8 tft, 
1—=0",991013 (1-+ 0,005188 sia? £) 
und ebenfo mitteld der Sleihung: 9, — nl, , 
g = 9", 78091 (1-+ 0,005188 sin? 8) . 
An den Polen tft sin? 8 —1, und demnach 
1=0",9614 ;„ g=9",83165 ; 
ber Unterfchieb beträgt baher in ber Pendellänge 0",00514, in ber 
Beichleunigung ber Schwere 0",05074, bei jebem alfo etwas mehr ale 
5 des mittleren Werthes. 
Den vorhergehenden Ausdrüden gibt man gewöhnlich noch eine 


andere Form, indem man flakt ded Quabrates des Breite- Staus ben 
Coſinus der doppelten Breite einführt; man hat nämlich 

1 1 

sin? = — 7 00828 j 
und erhält damit 


r=pl+20— zu 828) = g(1— w' cos2Pß) , 
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wo nın 8 —=g, (140) bie Intenfität ber Schwere unter einer 


Breite von 45°, und w’ den Bruch ausdrüdt. Mit ben vor- 





w 
2+0 


hergehenden Werthen wird g’ — 9,80627 , w' = 0,002587 , 


g = 9,80627 (1 —0, 002587 00828) R 
und ebenfo findet man 


Verſetzt man ferner ein Pendel vom ber Länge J von einem Orte, 
befien Breite 3 if, an einen andern unter der Breite 9’, fo wirb «8 
langſamer gehen, wenn 8’ < 8, und fehneller, wen 8’ > ß itz 
denn an dem erſten Orte hat man 


— 
T= aaremm 
an dem zweiten ebenfo 


] J 
T=n 


9 (i+tosmf)’ 
und daraus, Indem man ben lehtern Werth durch den erftern bivibirt: 


_ 1+wsin?£ 

- et " 

Will man biefen Unterfchted durch bie Zahl ber Schwingungen aus- 
drüden, welche in 1 Minute gemacht werben, fo hat man 


1 1 , 


L * N — RB, 


W /1+wsif _ 
n—_n 1+0 sin? 8 ’ 


die Zahl der Schwingungen wird folglich größer ober Meiner mit ber 
geographifchen Breite bed Beobachtungsortes. Ein Pendel 3. B. das 
unter ber Breite von 450 gerade Sekunden ſchwingt, würde an bie 


Pole verjebt 
L_ 1,005188 _ 
n = 00 Vase — 60,0776 


und demnach auch 
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am Aequator dagegen nur 
” — 41 _ | — 
’ = 0) „un = 0m 


Schwingungen in einer Minute machen, an dem erſten Orte aljo in 
einem Tage nahe um 112 Sekunden voreiln, an bem Aequator da⸗ 
gegen um ebenſoviel zurüdbleiben ober nachgehen. 

Die Intenfität der Schwere nimmt aber auch, wie wir wiffen, ab 
mit wachſender Entfernung von ber Meeresfläche; e8 wird alfo für bie 
felbe Penbellänge bie Schtwingungsdauer mit dieſer Entfernung zunehmen, 
ober für gleiche Schwingungsdauer bie Länge bes Pendels Fleiner werben 
müflen, und zwar wird man für eine Höhe h über ber Mieeresfläcke, 
nach 6. 53 


T — yıH$- 1(1++) 


als Aushrud für die Schwingungsbauer bei unveränberter Länge und 
umgefehrt 








m _ Ro _,_R| 
578 (RI oO Rr2h 
als bie erforberliche Länge finden, damit die Schwingungsdauer biefelbe 
bleibt. Aus dem Werthe von T’ ergibt fi), daß es für ein Sekunden? 


pendel nur einer Erhöhung von 74” bedarf, um in einem Tage eine 
Verzögerung von 1 Sekunde zu erhalten. 

Der Werth von I! wird gewöhnlich angewendet, um bie Länge 
eines beobachteten Pendeld auf die Meeresfläche zu rebuziren, d. b. bie 
Xänge 1 eined Pendels zu berechnen, welches an demfelben Orte, aber 
an die unter das Land verlängerte Meereöfläche verſetzt, Schwingungen 
von berfelben Dauer machen würde wie das beobachtete von der Länge. 
Man bat dazu die Formeln: 


I=r(1+42 4=r, 


worin Al die der beobachteten Länge Y beizufügende Reduction iſt. 
Wenn ber Beobachtungsort unter ber Merresfläche legt, fo Bat 
man nach G. 52 


g’ =g- 0 =s(1-}) 





gr 


15 _ 


und denmach auch fir gleiche Schwingungsdauer 


h 
Y.=1 (1-z) ; 


alfo umgekehrt bie Beziehungen: 


⸗ h — h ⸗ 
=r(14,) ‚, dr=4at, 
um die beobachtete Pendellänge I auf bie Meeresfläche zu vebuziren. 


| g. 10. 


Die Cycloide bietet ein anderes und fehr einfaches Beiſpiel für den 
Fall eines ſchweren Atoms auf einer gegebenen Curve dar. Nehmen 
wir dazu wieder ben Scheitel A, Fig. 88, ald Anfangspunft, bie 
Tangente dafelbft als Achfe ber x, und bie Normale in bemielben 
Punkte, welche der Richtung der Schwere parallel vorausgefeßt wird, 
als Achſe der z, und zwar fo,.daß der Krümmungsmittelpunft C nad) 
oben auf die pofitive Hälfte dieſer Achfe zu Liegen kommt, und bezeichnen 
wir den Durchmeffer des erzeugenben Kreifes mit 2a, fo haben mir als 
Arnderungsgeich der Coordinaten (vergl. F. 32 des 2ten Buches) 


2a—z 





und ziehen daraus ald Aenderungsgeſetz bed Bogens 


ds _ je 
da z 

Die Gleichung (96) für die Geſchwindigkeit bleibt wieber unverändert, 
und ebenfe bie daraus für die Bewegung im Kreife gezogenen Yolge- 
rungen für den Fall, daß bie anfängliche Geſchwindigkeit vo nicht 
größer ift, als V2g (2a — 20), was benn auch für das Folgende vor- 
ausgeſetzt werben fol. Der Bewegte wird demnach zu beiden Seiten 
feiner Gleichgewichtölage A wieder eine unbeſchraͤnkte Anzahl von 
Schwingungen machen, und bie Dauer eur bihen kann durch 


T=2 
0 IT rer rear; 
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ober wenn wir v. gleich Null umb befär =, sm feriel größer uchmen, 
und ben obigen Werth für * einfͤhrn, durch 


— dz. 1 
Jo Var 


ansgebrärtt werden; babei Tau Die Bewegung audi vom tieffien Punkte 
anfangend vorausgefeht werben, und z, ben Werth von z am Enbe ber 
Zeit T vorftellen. Man bat dann noch 














—. aro cos 22 
Zu 8 
und damit 
T=?2r Ay 4a . 
8 8 


von der anfänglichen Lage bed Bewegten, alſo auch von der Grüße bes 
befchriebenen Bogens oder von der Ausweichung, und ber Bewegte 


braucht biefee Zeit 7 = Ia y* um mit ber anfaͤnglichen Ge— 


ſchwindigkeit Null von M nah A zu gelangen, wie von B nach A, | 
und von A nach B’. Wegen biefer Eigenfchaft wird bie Cycloide auh 
Tautochrone genannt. 

Diefe Schwingungsbauer ift ferner, wie man durch Bergletchung | 
des zuletzt erhaltenen Werthes von T mit bem in 6. 103 gefundenen 
ſehen wirb, dieſelbe wie bie eines mit fehr Heinen Ausweichungen im . 
Kreife fchwingenden Pendels, beffen Länge 1 dem doppelten Durch⸗ 
mefler AC—2AD bes erzeugenben Kreifes ber Cycloide gleich ift, und 
man wird mitteld ber in $. 30 der Einleitung für den Krümmungs- 
halbmeffer einer ebenen Curve abgeleiteten Formel fich leicht überzeugen, 
daß biefed auch bie Ränge bed Krümmungshalbmeſſers in dem Scheitel- 
punkte, daß daher C ber Krümmungsmitselpunft für den Scheitel ift; 
denn man findet nach der genannten Formel für die Cycloide allgemein 


o==2Y2a(2a—z). 


Bei der Cyeloide iſt daher die Schwingungsdbauer gaͤnzlich unabhängig 
| 
| 
| 


_ Bi | 
ir fchließen daraus, dag br Werth T—= «V4 für die Schwin- 


gungsdauer des Kreispenbels nur für folche Ausweichungen, und infoweit 
richtig tft, als der Kreisbogen mit dem Bogen ber Cycloide, für welche 


am Zi it, zuſammenfallend angenommen werben kann, und daß für 


fehr Kleine Schwingungen um ben tiefften Punkt irgend einer Curve bie 
Schwingungsbauer benfelben Werth erhalten wird, ald wenn bie Be- 
wegung im Krümmungskreiſe biefes tiefften Punktes ftatt hätte, 

Die Bewegung eined materiellen Punktes in irgend einer ebenen 
Eurve kam man immer dadurch erzeugt benten, daß berfelbe an einem 
volltommen biegfamen, aber unausbehnbaren Faden befeftigt werde, 
welcher fih bei der Bewegung an bie Evolute ber zu befchreibenden 
Gurve anlegt. Bei ber Cycloide iſt dieſe Evolute eine der gegebenen 
ganz congruente Cycloide, welche bie Bahn des erzeugenden Kreiſes der 
gegebenen zur Tangente im Scheitel und diefen felbft tm Anfang B oder B’ 
der gegebenen Cycloide hat. Sind alfo CB und CB’ zwei folche halbe 
Cycloiden oder cyeloibifche Eylinberflächen, an welche fich ber vollfommen 
biegfame Faden CM anlegen Tann, fo wird ber materielle Endpunkt 
besfelben, fi in der Cycloide BAB’ bewegen, und ganz gleichdauernde 
Schwingungen machen, wie groß auch bie Ausweichung fein mag. Die 
Spannung, welche der Baben bei biefer Bewegung erleibet, wird für 
irgend eine Lage burch 


⸗ 2a — 2 8 (m —z) 
N= ne 5 +m 
2a V2a(2a— z) 
ausgedrückt. In der größten Ausweichung tft fie baher 


2a — 
= / * I 


in ber Gleichgewichtslage dagegen 


mg (145%) 


Mr ,—2a, db. h. wenn bie Bewegung in B anfängt, ift dem⸗ 
nad die Spannung in B Rull und in A gleih Zmg; es if nämlich 
in diefem Kalle ber dynamiſche Drud in A gerade dem Gewichte des 
Bewegten gleich. 





a _ 
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| Es dürfte nun von Intereſſe fein, zu unterfuchen, ob die Cycloide 
bie einzige ebene Curve iſt, bei welcher bie Zeit bes Falles von jedem 
beliebigen Punkte bis zum Scheitel ober tiefften Punkte diefelbe ift, 
ober bei welcher die Dauer ber Schwingungen um ben tiefften Punkt 
biefelbe bleibt für große wie für Feine Schwingungsbogen. 

Wenn diefes der Fall fein fol, fo muß ber Werth von t nämlich 
bas beftimmte Integral: Ä 


Zo ds 2. V dx 

— + — 

| = |. = 
0 V?s(n-:) , o V?sls—:) 


awifchen den angezeigten Grenzen 20 und O für die Veränberlihe z ge 
nommen, von ber willfirlichen Größe 20 unabhängig werben, wobei 
vorausgefegt ift, daß bie Gleichung ber gejuchten Sure in Bezug auf 
ein Goorbinatenfoftem, beffen Achſe der x bie Curve im tiefflen Punkt 
berührt, bie Form habe: 

x—=f(z).. 


Diefe Bebingung kann aber offenbar nur befriedigt werben, wenn das 
unbeftimmte, Integral eine Function von wird. Bezeichnet man alſo 


mit p die Länge einer Geraden, welche ber betreffenden Curve ins⸗ 
befondere angehört, und durch welche allein ober mit andern in ber 
Curve vorkommenden, ihre Geftalt beftimmenden Linien, die abſolute 
Größe und Ausdehnung berfelben bedingt ift, fo Tann und muß bie 
Zeit t gemäß ber Geſetze der Homogeneität, ba biefelbe immer auf die 
abfolute Einheit bezogen ift ($. 44), burch eine Gleichung von ber 


Form: 
_y/P rl 
1* —1*7 7.5 6) 
ausgedrückt werden, in welcher die Größe p unter dem Functionszeichen 
F nur mit den anbern in der Gleichung der Curve enthaltenen con⸗ 


ftanten Größen in ben Formen: re *. etc. vorkommen kann, d. h. 
in Formen von Brüchen oder Quotienten, deren Werth von cder 


J 


aicgeinen kann, ba dieſe der Bebingung entgegen find, daß t zivifchen 
ben Grenzen z, und O für z von z, unabhängig wird. Die Function 
( ) Tann folglich außer dem angezeigten veränberlichen Quotieten 


nur noch conftante Zablenwerthe &, 4, etc. enthalten, welche entweber 
Factoren bes veränderlichen Quotienten ober von Yunctionen desſelben 
find, oder mit biefen durch die Summenzeichen verbunden werben, was 
man dadurch andeuten kann, daß man 


Gn2) er) 


ſchreibt. Man hat demnach . 











1 de —— 
V: y 2 
[3 dz. 4d.Flo,ß 
0 Vel»-:) 28 0 ( * 
mb darnach au 


3 . 
a dz _ı/?r.8 Fle,8 
GT Yela—:) V% rer 


worin die erfte Abgeleitete der Function F mit F’ bezeichnet iſt, und 
woraus man das Aenderungsgeſetz: 


ds _Yp.2 yo _ 
Tr =Y»- „V® Fr (e8 =) 

des Bogens s in Bezug auf bie Veränberliche z zieht. a 
Nun folgt aus ber Ratur der Sache, daß ber Werth von 2 


welcher blos von ber Geftalt ber Curve abhängen kann, unabhängig 
fein muß von ber wilftürlichen Größe z,, welche erſt durch bie Be— 
trachtung dee Bewegung eingeführt wich; es muß baher ber Ausbruf: 


V:C-HIre »BZ)=ta,83) 
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— — — — — 


werben, d. h. frei von 20 und nur eine Function von z und den Zahlen 
größen a, ß, eie., fo “ man einfach | 


ze — Vr p f(e,ßz) 
erhält. Man ficht aber hier fogleich, daß diefer Werth der von jeber 
befondern Einheit unabhängigen Größe rn welche mit einer Winkel- 
Zunction homogen tft, ben Gefehen der Homogeneität nur durch bie 
einzige Form: | 


’ 
2 


f(a,p2)= — 
V 


worin y einen Zahlencoeffizient, wie « und 8 vorftellt, Genüge thun 
fann, weil in diefem Werth num noch bie beiden Größen p und z auf 
bie Einheit der Länge bezogen find, unb daß man demnach 


du,_ 7 


haben muß. Daraus wird man ſogleich 


dx _ (4 I r—3 
dı 47707 z 


ableiten und den Schluß ziehen, baß bie Unabhängigkeit ber Zeit dee 
Falles von ber Größe der anfänglichen Ausweichung aus ber Gleich 
gewichtölage nur bei derjenigen Curve ftattfinden Tann, beren Gleihung 
ein Aenderungsgefeb von der Form: 


gibt, wenn 2a ftatt y2p gefeht wird, alfo nur bei der Eycloide. 
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Gine andere hieher gehörende beachtenswerthe Unterfuchung iſt bie 
Beantwortung der Frage, in welcher Curve ein ſchwerer materieller 
Punkt herabfallen muß, um ohne anfängliche Geſchwindigkeit in ber 
Meinften Zeit von einem gegebenen Punkte A zu einem gleichfalls ge: 
gebenen tiefer liegenden Punkte B zu gelangen. 
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83 leuchtet bei diefer Unterfuchung von felbft ein, daß diefe Curve 
durchaus in ber parallel zur Richtung der Schwere durch die beiden 
gegebenen Punkte gelegten Ebene enthalten fein maßz wir wollen in- 
defien die DVerhältniffe ganz allgemein, aber dabei möglichſt einfach 
betrachten. 

Dazu nehmen wir ben höher gelegenen Punkt A als Anfang der 
Coordinaten, bie Achſe ber z parallel zur Richtung der Schwere und 
abwärts pofitio, fo daß die Fallgeſchwindigkeit des Bewegten im einem 
Punkte, befien lothrechte Entfernung von ber durch den Punkt A wag- 
wecht gelegten Ebene der xy gleich z ift, einfach durch 


ds _ Yig: 


ausgedrückt wird. Kerner legen wir die Ebene der xz durch. ben tiefer 
‚ liegenden Punkt B, und bezeichnen feine Eoordinaten, b. i. feine wag⸗ 
rechte und feine lothrechte Entfernung von A mit x,, z,. Sind dann 


ı=f,(r) ’  =h(:) 


die unbelannten Gleichungen der gefuchten Curve, welche nur ber Be- 
dingung zu genügen haben, daß die Curve burch die gegebenen Punkte 
geht, daß alſo für 2—0 fonohl x ald y Rull wird, und daß für 
2=z, man x—=x, und y—0 erhält, fo hat man 


VE 


und für die Zeit t, welche ber Bewegte Braucht, um von A zu einem 
um z tiefer gelegenen Punkte M zu gelangen, ben Werth: 


q ds 
= dz — 
0 V2s: 


Das Aenderungdgefeb von t in Bezug auf = hängt alfe von dem 
Werthe von 3. ober wie dieſer von den unter ſich ganz unabhängigen 


Berhättniften S® und ST ab, bie fih für denſelben Werth von = 
von einer Sun zur andern verändern, und wenn man bas Verhaͤltniß 
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| Es dürfte nun von Jutereſſe fen, zu unterfuchen, ob die Cycloide 
bie einzige ebene Curve ift, bei melcher die Zeit des Falles von jedem 
beliebigen Punkte bis zum Scheitel oder tiefften Punkte biefelbe ift, 
ober bei welcher die Dauer ber Schwingungen um ben tiefſten Bunft 
biefelbe bleibt für große wie für Meine Schwingungsbogen. 

Wenn dieſes der Fall fein fol, fo muß ber Werth von ı nämlich 
das beflimmte Integral: 


” re 1 V'+: 
ıi= dz. _ lt == dz. 2 
o V2sl(n-:) ), V2es—:) 
zwifchen ben angezeigten Grenzen z, und O für die Veränderliche z ge⸗ 


nommen, von ber willfürlichen Größe z, unabhängig werden, wobei 
vorausgefegt ift, baß die Gleichung ber gefuchten Curve in Bezug auf 





ein Coordinatenſyſtem, deſſen Achie der x bie Curve im tiefften Punkt 


berührt, die Form habe: 
x—=f(z). 


Diefe Bedingung kann aber offenbar nur befriedigt werden, wenn das 
unbeftimmte, Integral eine Yunction von Fr wird. Bezeichnet man aljo 


mit p bie Länge einer Geraben, welche ber betreffenden Curve ind- 
beſondere angehört, und durch welche allein oder mit andern in ber 
Curve vorkommenden, ihre Geftalt beftimmenden Linien, die abfolute 
Größe und Ausdehnung berfelben bedingt ift, fo Tann und muß bie 


Zeit t gemäß der Geſetze der Homogeneität, ba biefelbe immer auf die 
abfolute Einheit bezogen tft ($. 44), durch eine Gleichung von ber 


Form: 
1/2 4. rl 
—E VE d.F 6) 
ausgedrückt werden, in welcher die Größe p unter dem Functionszeichen 
F nur mit den andern in der Gleichung der Curve enthaltenen con⸗ 
ſtanten Größen in den Formen: *. ete. vorkommen kann, d. h. 
in Formen von Brüchen oder Quotienten, deren Werth von eder 


* 





— ⸗ 


beſondern Einheit unabhängig iſt, die alte bloße Zahlengrößen vertreten, 
und es iſt leicht zu ſehen, daß darunter keiner von ber Form: 
I) oder z 
‚ P pP 
erfcheinen kann, da diefe der Bedingung entgegen find, daß t zwiſchen 
den Grenzen z, und O für z von z, unabhängig wird. Die Function 
F (-) Tann folglich außer dem angezeigten veränderlichen Oustienten 


nur noch conftante Zahlenwerthe &, 4, etc. enthalten, welche entweder 
Factoren bed veränderlihen Quotienten ober von Functionen besjelben 


find, oder mit diefen durch die Summenzeichen verbunden werden, was 
man dadurch andeuten kann, daß man 


Ge) mr) 


fhreibt. Dan hat demnach 


nd _ 
dz p * 
dze.. — — = -— I.Fle,ß— 
o V2s(»—:) 26 0 ( ) 
und darnach auch | 


8 
dt dz P -) 
— u — —— — , — 
de Vırla—:) 25 r r( 


worin die erfte Mbgeleitete der Function F mit F’ bezeichnet ift, und 
woraus man bad Aenderungsgeſetz: 


d — —— 2 
Fr =Vr.ZYn—i.F (2,8) 
des Bogens s in. Bezug auf bie Beränderliche z zieht. 
Rum folgt aus ber Natur der. Sache, daß ber Werth von I, 


welcher blo8 von ber @eftalt der Curve abhängen Tann, unabhängig 
fein muß von ber willfürlichen Größe z,, welche erft durch die Be— 
trachtung der Bewegung eingeführt wird; es muß daher ber Ausbruf: 


———— 


0 


werben, d. h. frei von z, und nur eine Function von z und ben Zahlen 
größen a, 4, ete., fo daß man einfach 

T =yp lo,p:) 
ehält. Man ficht aber hier fogleich, bap diefer Werth der vom jeber 
bejondern Einheit unabhängigen Gröpe 5 . welche mit einer Winkel⸗ 


Function homogen iſt, den Geſetzen — " Homogmeität nur durch bie 
einzige Form: 
Ken)= m, 


worin y einen Zahlencoeffizient, wie « und 4 vorftellt, Genũge thun 
kann, weil in diefem Werth nur noch bie beiden Größen p und z auf 
bie Einheit der Länge bezogen find, und daß man demnach 


d,_ 1/® 
dz z 
haben muß. Daraus wird man ſogleich 
dx _ ds\2 , _ y2p—ı 
da vv 1= V 2 
ableiten und ben Schluß ziehen, daß die Unabhängigkeit der Zeit des 
alles von ber Größe ber anfänglichen Ausweihung aus der Gleid- 


gewichtölage nur bei berjenigen Gurve ftattfinden Tann, deren Bleichung 
ein Aenderungsgefeb von der Form: 


gibt, wenn 2a ftatt y2p gefeht wirb, alfo nur bei ber Cycloide. 


$. 107. 


Gine andere hieher gehörende beachtenswerthe Unterfuchung iſt bie | 
Beantwortung der Trage, in welcher Gurve ein fchwerer materieller 








Punkt berabfallen muß, um ohne anfänglie Geſchwindigkleit in der 


kleinſten Zeit von einem gegebenen Punkte A zu einem gleichfalls ge: 
gebenen tiefer liegenden Punkte B zu gelangen. 
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Es leuchtet bei diefer Unterfuchung von ſelbſt ein, daß biefe Curve 
durchaus in ber parallel zur Richtung der Schwere durch bie beiben 
gegebenen Punkte gelegten Ebene enthalten fein muß; wir wollen in- 
befien die Berhältniffe ganz allgemein, aber dabei möglichft einfach 
betrachten. | 

Dazu nehmen wir ben höher gelegenen Punkt A ald Anfang ber 
Coordinaten, die Achfe der z parallel zur Richtung der Schwere unb 
abwärts pofitiv, fo daß bie Fallgefehwindigfeit des Bewegten in einem 
Punkte, deſſen lothrechte Entfernung von der durch den Punkt A wag- 
zecht gelegten Ebene ber xy gleich z iſt, einfach durch 


= = Vs: 


ausgebrüct wird. Ferner legen wir bie Ebene der xz durch. den tiefer 
Hegenden Punkt B, und bezeichnen feine Goordinaten, b. t. feine wag⸗ 
rechte und. feine lothrechte Entfernung von A mit x,, z,. Sind dann 


x=h(2) ; =bß(2) 


die unbelannten Sleihungen der gefuchten Curve, welche nur der Be— 
dingung zu genfigen haben, daß die Curve durch bie gegebenen Punkte 
geht, daß alſo für 2—0 ſowohl x ald y Null wird, und bag für 
z=z, man x—x, md y—0 hält, jo hat man 


+G)+@ 


und für Die Zeit t, welche der Bewegte braucht, um von A zu einem 
um z tiefer gelegenen Punkte M zu gelangen, ben Werth: 


Das Aenderungsgefeh von t in Bezug auf = hängt alfo von dem 
Werthe von = , oder wie diefer von den unter fich ganz unabhängigen 


Berhättnifen TE und ST ab, bie ſich für benfalben Werth von x 
von einer Sr zur andern verändern, und wenn man bad Berhältni 
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2 mit v, 3 mit s’, und fo bie beiden legten mit x’ und y’ 


zeichnet, fo bat man einmal v 
2 — 2 1 48 _,x es _Y , 
ber Werth von t’ Tann dann als eine Function der beiden unabhängi 
Beränberlichen x’ und y’ betrachtet werben, und gibt demnach als A 
rungsgeſetz dieſer Function in Bezug auf eine unbeftimmte Große 
welche für alle Punkte einer der durch A unb B gelegten Curven 
veränberlich tft und deren Geftalt und Größenverhältniſſe bedingt, 
welche fich von einer zur andern ftetig ändert, den Ausdruck: 
gr _ dr dx , dr dy 
ok . dx’ dk ' dy ok 
oder mit dem aus bem Werthe von t gezogenen Werthe von v’: 








g g 
sr __V2sz ax , _V?2ex sy 
6ok dx ok dy ok 


Man zieht daraus für ein von k unabhängiges z, ober für den Ueber 
gang von einer Curve zur andern in einer zur xy parallelen Chem, 
bad Mebergangsgeieh : 


or 1 X! dx  yY 6y 


— TE — — — © 


Ik Wagıts ν 





welches mit den Werthen von x’, y’, #, !, und wenn bie Ordnung is 
den durch die Zeichen d und d angebeuteten Webergängen nad 6. 9 
der Einleitung gewechfelt wird, die Form annimmt: 


dt Öx öY 
.E_ 1 (x. SE, '*) 
dz Var: ds ds dz " 


Sntegrirt man biefen Ausdrud nun in Bezug auf z zwilchen Den Grenzen 
z, und O, ober zwifchen den gegebenen Punkten A und B, ſo findet man: 


L, d dx dy 
®_l..1 (88,0%) 
ok ds dz ds dz 

0 5” 
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Richtung des Druckes angeben, vollftändig durch bie Gleichungen ($.34 
der Einleitung): 


d 
co — VI R 000 = VI R ar—=vE 
oder durch: | 
a Zi , mV » = —V 


beſtimmt fein, worin zur Abkürzung wieder 


— "9 


erzmoze) 
geſetzt iſt 


Sind ferner wieder X, Y, Z bie rechtwinkligen Componenten ber 
bewegenden Kraft R am Ende ber Zeit t, und N’ die Sntenfität bes 
normalen Drudes auf bie Fläche oder des von ihr zu leiftenden Wider- 
ſtandes, alfo 


und ebenfo 





N cos) „ N cosu „ N’ cos v 


die drei zu ben Achlen parallen Gomponenten desfelben, jo wird man 
wieder 
X—N cos) „ Y—N cos , Z—N cos» 


ald die Seitenkräfte einer Refultivenden finden, welche dem materiellen 
Punkte diefelbe Bewegung, wie er fie mittels ber feiten Fläche und ber 
Kraft R erhält, ertheilen würde, wenn er ganz frei wäre, Die Oleichun- 
gen feiner Bewegung find demnach: 


d2x , 
ma AN cos A 

m u 

ms — Y— N cou (a. 
d?z 


uw =t-Nwsv 





— 


aus denen man durch die erſte Integration 





At d4_,-o 3 | 1 _ 
V2g: ds , Y2s: 8 
und durch Glimination von Y2gz bie Gleichung: 
dy „dx dv _ß 
ds er oder dx a 





1 dx 1 dy,. 


V? gz ds V28z "ds 
einen ber gegebenen Punkte, alſo entweder für 0, oder für 2*31, 
vorſtellen. Dieſe letzte Gleichung iſt aber das Aenderungsgeſetz der 
Gleichung einer zur Achſe ber z parallelen Ebene, die geſuchte Curve 
muß alfo eine ebene, und ihre Ebene lothrecht fein. Die Gleichung 
biefee Ebene tft allgemein 


y- £ (x —x,); 


findet, worin & und 8 die Werthe von —— 





ba aber nach unferer Annahme y Null werden muß, forwopl wenn x—0, | 
als wenn x—x, iſt, fo fällt die gefuchte Eurve In die Ebene ber zz, 
und man hat überhaupt 


dy __ dy dy _ 
u u ou 


Die zweite der Bleichungen (d) kann daher nichts weiter mehr geben; | 
bie erſte Dagegen wird mın einfacher, unb zwar wenn man SE wieher 
durch x’ erfeht | 


1 x 


d. — — 
V2gz Yi+x® 
dz — 


y=0, 





I 


fie gibt durch Ausführung der angebeuteten Ableitung nach einigen Re 
ductionen den Ausbrud: 


2.58 — 479) =0 


als bezeichnende Gleichung ber gefuchten Curve. Wird dieſelbe integrin 
und der Werth von 


BB 


ı(1+x°) 
x 2 
füz=z,, x=x, mit 2a bezeichnet, fo findet man 
z(1+x2)—2ax? 
ober in Bezug auf x aufgelöfet, das Aenderungsgeſetz: 


__ dx z 
’ — + i 
x — Ir V ’ 


und dieſes ift wieder bie Differentialgleichung einer Eycloide, welche bie 
Achſe der x zur Baſis hat. Die Gleichung ber Curve felbft ift daher 
da8 allgemeine Integral: 
& . 
x = Ida. — — — aare cos — 


V2az — 2 


da x mit z Null wird; fie gibt für den Punkt B 
— —Y2a z,—ı?3 











— — Ylaz— 





A — 
x, = a aro cos 





und ed Tann dadurch ber Bath von a, von welchem die Größe ber 
Cycloide abhängt, gefunden werben. 

Will man noch die Zeit des Falles von A bis B ausdrüden, fo 
muß man in ben in 6. 105 gefundenen Werth von t als Grenzen 
von z bie Werthe zu, — 2a , = 2a z, einführen, unb wird da⸗ 


2a 
dz . —j — — I are cos“ 
28 —1, er V: 
ald den Werth der kleinſten Zeit finden, in welcher ein materieller 
Bunkt durch bie Wirkung ber Schwere von A nach B gelangen Tann. 


Ziegen bie beiden Punkte auf derfelben lothrechten Geraden, fo hat 
man z,—0, und damit wird 





a — 2, — — 
a are 008 — Y2az,— —0 


oder wenn man arc 0 = u jebt, 


u — sinu , 


BB _ 





was nur möglich iſt, wenn u — sinu — O wird. Dadurch Mai 
man aber 
a— 2 


'—1 





und folglich entweder z,—0, was im Allgemeinen nicht ftattfinden fol, 
oder a— 0 „ wodurch die Gleichung ber Cycloide in x0 übergeht, 
während der Werth von t die unbeftimmte Form: 0.00 annimmt; brüdt 
man aber biefen Werth durch den Sinus des Bogens u aus, anftatt 
durch feinen Coſinus, fo ergibt fih 


22, z3 
, = z uc sin ni, 


und wenn bier der Sinus für den Heinen Bogen gelebt, rebuzirt, und 
a— X genommen wird, fo folgt 


V 
, = — 
8 


als die Zeit für den Fall durch die lothrechte Höhe z, - 


HR. Betweguug auf einer feiten Fläche. 
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Wenn ein materieller Punkt bei feiner Bewegung ber Bedingung 
unterworfen tft, auf einer gegebenen Fläche bleiben zu müflen, fo ift 
die Richtung feiner Bewegung oder feiner Geſchwindigkeit durch femme 
Lage auf dieſer Fläche nicht mehr vollftändig beftimmt, fondern nur 
infomelt, daß diefelbe mit der an bie Fläche gelegten berührenden Shen 
zufammenfallen muß. Dagegen ift nun bie Richtung bed Drudes, 
welchen der Bewegte auf die Fläche ausübt, oder bes Widerſtandes, 
ben biefe entgegenfegen muß, blos eine Function von der Lage des 
Bemwegten, und unabhängig von der Intenfität und Richtung der Kraft. 


amli 
Sit nämlich F(x, y; 2)—=0 oder 2 =f(x, y) 


bie Gleichung ber gegebenen Flaͤche zwiſchen rechtwinkligen Eoorbinaten, 
unb bezeichnen A, u, » bie brei Winkel, welche die Richtung ber Nor⸗ 
malen mit ben drei Achſen bildet, fo werben biefe, welche auch bie 
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Richtung des Druckes angeben, vollftändig birqh die Gleichungen ($.34 
ber Einleitung): 


dF dFE dF 
cos = V-- , wu=Vi, , sy =V- 
oder durch: 
dz dz 
= — = V — — — V 
cos 4 Fra a 77 V iy ° c08 y 


beſtimmt fein, worin zur Abkürzung wieder 
ME — 
v@) + ( +) 
y 
V+@) 2); +) 
geſetzt iſt. 


Sind ferner wieder X, Y, 2 die rechtwinkligen Componenten der 
bewegenden Kraft R am Ende der Zeit t, und N’ bie Intenſitaͤt bes 
normalen Drudes auf die Fläche ober des von ihr zu leiftenden Wider⸗ 
ſtandes, alfo 


und ebenio 





N cos) „ N cosu „ N cosv 


bie drei zu den Achien parallen Gomponenten besfelben, fo wird man 
wieder 


X—Ncos ,„ Y—Ncosu ,„ Z-—N cosv 


als die Seitenkräfte einer Refulttvenden finden, welche dem materiellen 
Bunfte diefelbe Bewegung, wie ex fie mitteld der feiten Fläche und der 
Kraft R erhält, ertheilen würde, wenn er ganz frei wäre. Die Gleichun- 
gen feiner Bewegung find demnach: 


da IN cos A 
2 

m =Y—N os (a 
d?z 


— 8ß— 


alſo der Form nach dieſelben, wie bie Gleichmgen (a) im $. 93; fe 
unterfcheiden ſich aber von ihnen barin, baß fie nur bie einzige Un 
befannte N’ enthalten, da bie Winkel 2, u, », wie fchon bemerft, 
beftimmte Functionen ber Coordinaten x, y, z des Bewegten find. 
Man erhält daher durch Elimination diefes unbefannten Druckes wie 
bei dem Gleichgewichte, zwei Bebingungsgleihungen, und man ficht 
leicht ein, daß man in die dort ($. 20) abgeleiteten Gleichungen (16) 
nur die Ausdrüde: 


2 2 2 
X mi: , Y_m&Y , Zimt: \ 


für X, Y und Z einführen darf, um bie Gleichungen für bie Bewegung 
zu erhalten; man findet dadurch 
2 3 
m(“ x dF dYy FT — yar 


— — — —— — 


di? dy di dx 
diz dF dx —19 dF dF 


u 
- 
u 
” 
= 


100.) 


ar 'dx du dz 

Diefe Gleichungen find indeflen nur anwendbar, wenn X, Y, 2 

conftante Größen oder Functionen von t find; man fucht deßhalb die 

Unbelannte N’ noch auf andere Weiſe zu eliminiren. Zuerft fieht man, 
daß auch hier die Bedingung: 


b.) SE 0002 + You + Ser = 0 


in welcher s ben Bogen der von bem Bewegten auf der gegebenen Flaͤche 
befchriebenen Burve, von einem beſtimmten Punkte an gemeſſen, aus: 
drückt, ftattfinden muß, baß alfo N’ aus den Gleichungen (a) wieder 
dadurch entfernt werden Tann, daß man fie der Reihe nach mit 
3 ae , ni multiplicirt und ihre Summe nimmt. Dadurch 
entfteht dann wieder die Gleichung: 


101.) ent ir GE+r2 +25: 


an welche fich denn auch wieder alle fchon früher gemachten Folgerungen 
fnüpfen, namentlich die, daß auch hier die Geſchwindigkeit unveränder- 
ih und die Bewegung eine gleichfürmige wird, wenn man für alle 
Bunfte 
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+ 1415 =0 


dat, d. h. wenn entiweber bie bewegende Kraft felbft Null, oder wenn 
ihre Richtung überall normal zur Flaͤche iſt. 





Beachtet man ferner, daß man hat: 
dx dx dx 
dx 477 Barren ds, 1 dx d.v2 
dı? dt ds — ds 2 ds ds 4 
u. ſ. f. 
ſo kann man die Gleichungen (100), aus denen noch eine dritte 


Gleicheng entſpringt, wenn man bie er mit S-, bie gmeite mit n 


multtplietrt, und die Summe der Producte —8 unter bie Form bringen: 


x 4.97 \ 
„jaF ds dP "ds „1 d.mv!(dF dx_dF dy) 
“läy ds dx d)' 2 as iv dx ds 





dF 
=i7-15 
a.d: a, dx 
amt dF ds dF det, 1 d.mv?(dF da en 
dx ds dz ds 2 ds (dx ds dz ds)\. ce 
dF dF 
=1, I 
dy ‚4: 
mıjdF_ ds dF "ds, 1d.mv3(dF dy dr da} 
dz ds dy ds)'&Z ds ldz ds dy ds 
dF _dF | 
dahrt man endlich für — EP" feinen Wert: 





dx 
33 424 


und beachtet die Bedingungsgleichung zwiſchen den Functionen 
ee etc. , und bie Gleichung (b), fo findet man die neue Form: 


f 


— — 


dy ds dz ds 


dF dx dF dz dF dy dF dx 
Nana) t anne) 


E a. 
an) ir Cie _ ar Sie) _defglif.de_ dr dr 
dy da dx ds) ds ( ds 


dy ds dx ds ‘ds 

dz dx 
102.) „or Cie _ ar "a —79 
m x ds dz ds ) ds 


d dy dz 
my? dF_ ds _ dF ds — ix 
dz ds dy ds \ ds 
worin ber Ausdrud: 
dF dz dF 7) dF dx dF dız dE dy dR dx 
ur ga _ #4 vi -. ___.Z —_,.y 8 0x 
x dy ds dz ds r dz ds dx ds r2 dx ds dy 1) 


einftweilen zur Abkürzung durch T, erſetzt worden iſt. 
Will man die Gleichung der Fläche unter der Form: 


z=ff{x,y) 
anwenden, fo darf man nur 
dz .. dE dz dF dF 
ds für dx ’ dy für dy 3 —1 fü iz 
feßen; die Gleichungen (102) werten dadurch: 
dx dy 
„1dz 45 dz d ds dz 
mv?2)—- — —i — 
dy ds dx ds ’ds 
am ad: 
102...) i ds dz ds) _ 7 dy 
mv ds dx ds) ds 
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und ber Werth von T, ntmmt die Form m: 
dz dz dz dz dz dy dz dx 
IK ta 1)" te 7)+2 dx ds dy ds 


worin die Differentialgustienten n n die aus der Gleichung ber 


Fläche gezogenen Aenderungsgeſetze der Eoordinaten parallel zu ben 
Ebenen der xz und yz vorftellen. — Kann demnach v2 durch bie 
Gleichung (101) als eine Function ber drei Veränderlihen x, y, 2 
ausgebrüdt werben, fo Tann man zwei ber Gleichungen (102) ober 
(1022) als bie Differenttalgleihungen ber Bahn des Bewegten auf der 
gegebenen Fläche betrachten, obwohl ihrer Integration auch in fehr ein⸗ 
fahen Fällen unüberfteigliche Hinderniſſe entgegenftehen. Wir werben 
übrigens bald auch eine mechanifche Bedeutung biefer Gleichungen kennen 
lernen. 


$. 109. 


Um nun den Drud zu berechnen, welchen die fefte Fläche zu er- 
tragen hat, multiplietre man die Gleichungen (a) der Reihe nach mit 
cos A, cos, cos y, alſo mit den entiprechenden Goeffiztenten von N’, 
und nehmen ihre Summe. Man — ſo: 


an en a) 


oder in anderer Zufammenftellung : 


d?y d?z 
N Xcos 14 Yeosut Zoos» (2 Frokaalerrr} cosu + 7,7007 ) 


und jchließt aus der erften Korm, daß N’ bie nach der Normalen ge— 
richtete Componente einer Kraft ift, welche als Reſultirende gedacht 
werden fann von R und einer der Kraft F, bie für fich allein diefelbe 
Bewegung hervorbringen mwürbe, mie fie bie Kraft R mitteld ber feften 
Flaͤche erzeugt, gleichen und entgegengefebten Kraft. Die zweite Form 
dagegen drüdt aus, daß ber Drud N’ die nach ber Normale gerichtete 
rechtwinklige Gomponente von der Refultirenden aus ber Kraft R und 
dem dynamifchen Drucke auf die befchriebene Curve, oder aus ber Kraft 


2 
R und einer der zur Richtungsänderung nothwendigen Kraft m ri 


gleichen und entgegengejehten Kraft if. Denn einmal kann man, wie 
früßer, indem man ben Winkel zwifchen ber’ Richtung ber Kraft R und 


BE. 





dem pofltiven vom Krũmmungsmittelpunkte fich entfernenden Theile be 
Normalen mit 3 bezeichnet, 


XcooA-+Yoosu-+Zes»v—=Rcos$=N, 


feßen, und wenn man dann bie brei lebten Glieder wieder mie bie 
dx 


Gleichungen (100) behandelt, naͤmlich —- für J u. ſ. f. ein 


führt, entwickelt und die Bedingungsgleichung (b) beachtet, endlich fir 
c08 A, etc., deren obenangegebenen Werthe einführt, fo nehmen bie 
felben die Form: 


dx dy dz 
„‚dF I  artis ar "ds 
MY lax ds ! dy ds "ds ds 
oder ı 4 ’ 
x y 2 
DEE er dz d 7 n 
mv?) — . — —. — — — 
dx ds dy ds ds 
an, worin nun bie Veränberliche t eliminiert und ber Bogen s wieder 
ber Form nad) als unabhängige VBeränberliche eingetreten iſt. Vergleicht 
man aber diefe Ausdrüde mit den in $. 39 der Sinleitung erhaltenen 
. Werthen von cos zu, d. i. von dem Gofinus des Winfeld, welchen bie 
gegen ben Krümmungsmittelpunft gerichtete Haupfnormale ber Bahn 
bed Bewegten in dem Punkte xyz mit der Normalen zur Fläche im 


bemfelben Punkte bildet, fo ergibt fiih, daß die vorhergehenden Aus- 
brüde durch ben einfachen: - 


m sy = — Non | 


erjet werden Türmen, worin 25 bas Supplement von oder ben Winkel 
zwiſchen dem vom Krümmungsmittelpuntt abgeiwenbeten Theile der Haupt= 
normalen und ber Zlächennormalen bezeichnet. Durch biefe Ummwanblungen 
hat man denmach 





| 
N —Reoss-4 v3 | 

—=Rcos4-+ m— cos W ! 

103.) e v 
—=N,+-N ws y' | 


und fchließt daraus übereinftimmend mit dem, was oben behaupte 
wurde, baß der Druck N’ die Refultivende ift aus bem flatifchen Drucke N, 
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oder R cos > und ber nach ber Blächennormalen gerichteten Gomponenten 
2 
des dynamiſchen Drude N=m-—. 


4 
Mit diefem Werthe folgt denn auch, daß in dem Falle, wo fi 
der materielle Punkt mit Reibung auf ber Fläche bewegt, die Gleichung 
(101) die Form annimmt: 


i dx „dy, „da i v? 
ar 1 ds GEHE —2 | ds. Rcoss-Hn”ooey‘) (104. 
So 8. 


alſo nahe dieſelbe wie bei der Bewegung in einer ebenen Curve. 

Sn dem angeführten $. der Einleitung iſt ferner abgeleitet worden, 
dag wenn P den Krümmungshalbmefler und K bie Krümmung des 
Rormalfchnitted der Fläche bezeichnet, welcher die Tangente mit ‚ber 
Bahn des Bewegten gemeinfchaftlich hat, j 


“=; ober zoosy=K 


ft, woraus denn auch 


2 2 
— uy=g-ark 


und der Schluß folgt, daß ber Drud, welchen bie fefte Fläche 
während der Bewegung In irgend einem Punkte zu erlet- 
den hat, berfelbe ift, als wenn fi der materielle Punkt 
in bemfelben Augenblide in bem burd feinen Ort ge 
gogenen Normalfchnitte bewegte, welcher bie Richtung 
feiner Geſchwindigkeit zur Tangente hat. 

Zerlegen wir ferner die beiwegende Kraft R in drei umter fi 
rechtwinklige Somponenten N, T und T’ nach der Flächennormale, nach 
der Tangente an ber Bahn des Bewegten, unb nach ber Tangente bes 
zu diefer ſenkrechten Normalichnittes. Dazu bezeichnen wir bie Winkel, 
welche die Tangente an ber Bahn mit den drei Eoorbinaten = Achen 
bildet, mitl, m, n, bie, welche die Flächennormale mit ihnen einfchließt, 
Wie vorher, mit 2, u, », und die, welche bie dritte Richtung, Die zu 
ben beiden vorhergehenden ſenkrecht ift, beftimmen, mit 1’, m’, u’. Da- 
mit iſt zuerſt 

T=Xcsl/+Ycsm +Zcosn, 


* 





— 


und man bat nach $. 21 der Einleitung 
cool! —=t(cosm ws» — cosn 008 14) 
cosm' —+t(cosn cosA— osl cos») 
cosn’ —T(cosl cosu— cosm cosi) , 


oder mit den befannten Werthen von cosl, cos à, etc. | 


m — dx ds de 
con — vl tr. dF_dy, dF | 
— ds dy ds ix ) | 


und dieſe Werthe zeigen, baß ber im vorhergehenden $. mit T, bezeid- 
nete Ausbrud mit V multiplicirt unferer Gomponenten T gleich wird, | 
daß man alfo hat: vr | 


Auf der andern Seite kann man auch den dynamifchen Drud N 
in zwei rechtwinflige Gomponenten zerlegen, von denen die eine, Schon 
vorher betrachtete N cosıy’ nad) der Normale zur Fläche, und bie 
andere N sin ap’ nad) der Tangente des zur Bahn bed Bewegten ſenk⸗ 
rechten Normalſchnittes gerichtet iſt. Man erhält dann für dieſe leten 
mit dem obigen Ausdrucke für cos den Werth: 






dx ir dz 2 

d. — d. = d. — 
1 dr "ds dF dE ds 
Aany We vg: [eis iy ir Hr 1) 


und wenn man innerhalb des Wurzelzeichens für — 
Ausbrüde: 


Ss 
„+ +) 


dx )2 dy 2 dz )? 
1_ d. * d. . d. — 
oe (ds ds \ "(a 


einführt, fo nimmt bie Wurzelgröße die Form an: 


und — bie | 
0? 


— — ——— — Sparer 
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y)? 2 
I. ©“ uk 2 ar 9 IR r ar © Ei 
dy ds dx er ds dy. ds 
—8 man aber dieſe wie den Werth von oe in $. 30 ber 
dx 
d. * 


Einleitung, d. h. bringt man das Aenderungsgeſetz — unter die 
Form: 


dx 
ds 

ET er 
ds "ds dx ds 


im — — — © 


ds ds ds ds 
und führt den Ausdruck: 





dx dx dyd!y dzdiz ._ "ds 
ds da tan Fri ds? hir ds 


ein, jo daß ſich mit Beachtung ber Gleichung : 


y- 


dx 
ds _ dy (dy d’x_ dx d’y dz ydı dix dx diz 
ds ds Ads ds? ds ds? ds Ads ds? ds 1) 
N gi 


ergibt, und wenn man ähnliche Formen für * und ableitet, 
ſo gelangt man nach mehrfachen Umwandlungen zu einem rationalen 
Ausdrucke für N sin’, welcher ſich indeſſen viel leichter auf folgendem 
Wege ergibt. 


Der Winkel 5 ze — Y, welchen die Hauptnormale MN, Fig. 89, 


der Bahn des Bewegten mit der Tangente MT’ des zu ihr fenkrechten 
Rormalfchnittes bildet, iſt dem Winkel gleich, welcher von ber Nor- 
malen MS zur Krümmungsebene der Bahn mit ber Flächennormalen 
MN’ eingefchloffen wird, und für diefen Winkel wurbe fchon in 6. 39 
der Einleitung der Ausdruck des Coſinus abgeleitet, nämlich 


sin au’ == cos A c08 A,—+ cos u cos u, + C08 v 08», , 
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deren Wirkung fie vermindert, zufammen, und man bat daher immer 


noch T=0, alfo aud) y — 0, wodurch bie Krümmungscurve bedingt 





wird. Wenn RO ift, fo findet man für die Bewegung in dieſer 
Curve biefelben Gleichungen wieder, wie im $. 98 für die Bewegung | 


in einer feften Curve. 
6. 110. 
Das im vorhergehenden F. erhaltene Ergebniß, wonach der Be 


wegte einen größten ober kleinſten Weg auf ber gegebenen Fläche ein | 


fhlägt, um von einem Punkte befielben zu einem andern zu gelangen, 
wenn bie bewegende Kraft überall normal zur Fläche gerichtet ober Null 


tft, bildet in einer befondern Beziehung betrachtet, einen befondern Fall 


eines allgemeinen Gefehed ber Bewegung eines materiellen Punktes, 
deſſen Bahn nicht unabänberlich vorgefchrieben tft, alfo fomohl für Die 
freie Bewegung, wie für Die Bewegung auf einer feften Fläche. 

Sind nämlich die Kräfte, welche an bem Bewegten angreifen, von 
der Art, daß man hat: | 

dx dy dz__d.f(x,y,z) 
rare ’ 
bag alfo ſowohl für die Bewegung auf, einer gegebenen Flaͤche, wie für 
bie freie Bewegung die Gleichung: 
mv? — my —=2f(x,y,2)—2f(9,):%) 

befteht, fo befist Die Curve, welche er befchreibt, die bemerfenswertbe 
Eigenſchaft, daß ber Werth des Integrals | dx.vin, in welhen s 
und v, da fie nach der vorfiehenben Gleichung Functionen der brei ver- 
änderlichen Gonrdinaten find, mitteld der Gleichungen der Bahn des 
Bemwegten in Function von x allein ausgebrüdt angenommen werben 
fonnen, zwiſchen zwei Punkten A und B biefer Curve genommen, ein 
Heinfter oder größter ift unter denen für die andern Gurven, welche 
man entweder überhaupt durch die beiden Punfte A und B legen kann, 
wenn ber Bewegte ganz frei tft, ober welche, wenn er fich auf einer 
gegebenen Fläche bewegen muß, auf biefer durch die genannten Punkte 
gezogen werben können. 

Um dies nachzumelfen, muß gezeigt werben, daß das Integral 


8 
| — zwiſchen den Grenzen a und a, von x genommen, für 
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bie beſchriebene Gurve einen größten ober kleinſten Werth erhält 


a 
ds 
a. az * 
—— (107. 


daß alſo 


ru 


it, wenn k einen von einer Curve zu anbern ſtetig fich ändernden, für 


jede einzelne Curve aber unveränberlichen Parameter bezeichnet. 
Nach $. A3 der Einleitung iſt nun zuerſt 





So 
m 


ſodann hat man bie Beziehung ($. 59): 


dx dy dz 
‚aut, ten’ 


aus welcher man leicht den Ausbrud : 


] „d 
_ dx _ du | dy du | da du 
ok ck dı Jdk dx dk 
dx dy dz 
d.— "ix d. 7 





trug tu Fee 
zieht, worin ber Symmetrie wegen bas Glied 








du _ du dx du, _ du, dy ou, du, da 


eine — Eh ne — 


Lamb damit wirb 
Decher, Handbuch ber Mechanik 1. 29 





. dy du — du, dy ds du — du, dox 


— e — — — —— 
®. — . 


dx ok dx k_ °’ dx dk dx &K’ 


Führt man nun diefe Werthe in bie erſte Zeile des vorhergehenden 
Uebergangsgeſetzes ein, unb wechfelt in ber zweiten Zeile bie Ordnung 
der durch die Zeichen und d angedeuteten Uebergaͤnge, fo folgt: 


dx 06x du, dy du, , dz du 
dk ok rt ek x TE 


+, tr 77 +. — dx 


und die zweite Seite bildet nun, wie aus ber Bergleichung der über: 
einanberftehenden Glieder leicht zu erfehen ift, ein vollftändiges Aende- 
rungsgeſetz; es ift nämlid: 


ds dz 
6.17 63 55 4 ST + %: 5: 
ok = 


und wenn man integrirt, folgt Demnach 


a R „gs 

dx dz 

dx. — 2* 

IR dk * GE TU ok 
An den beiden Grenzen A ımb B find aber bie Vebergangsgeick 
= = 4 gleid Null, ba alle Curven durch biefe Punke 
gezogen vorausgeſetzt werden; es tt alſo au bie vorſtehende Differ 
ober ber Werth des SIntegrals zwiſchen biefen Grenzen Null, und damit 
bewiefen, daß für Die von dem Bewegten befchriebene Curve ber Werth 


a 
des Integrals | dx.vZ2 ein größter ober kleinſter if 





% 

Diefer Sat, welcher gewöhnlich: Princip der Eleinften Wir 
fung genannt wird, läßt ſich am leichteften für bie beſondere Voraus⸗ 
feßung, Die dem vorhergehenden $. zu Grunde gelegen ift, anwenden 
und verftändlich machen, da man hier feine Bebeutung in Worte kleiden 
fan. Hinter dieſer Vorausfehung tft nämlich bie Geſchwindigkeit u 
veränderlich; es wird Demnach 
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— 


a a D 
ds ds 
je = Air: = vol 

8 % 


indem man bie Länge bed Bogens zwiſchen ben Punkten A und B mit 
I bezetchnet. Nach bem eben beivtefenen Satze wird alfo der Bewegte 
eine folche Bahn befehreiben, daß diefe Bogenlänge eine kleinſte ober 
größte ift unter den Linien, welche durch die beiden Punkte A und B 
gehen und dem Bewegten zu befchreiben geftattet find. Iſt er Daher 
ganz frei, fo wird biefe Bebingung nur durch Die gerade Linte 
erfüllt werden, welche bie genannten Punkte verbindet, unb es iſt dann 
fein größter Werth denkbar; muß er dagegen auf einer Fläche bleiben, 
fo wird er der durch die Punkte A und B gehenden Krümmungscurve 
folgen, und es ift in dieſem Falle auch ein größter Werth möglich. . 
Rehmen wir z. B. bie Kugelfläche ald gegeben an, fo wirb ber Be— 
wegte, wie ſchon bemerkt, einen größten Kreis ACBD, %ig. 90, auf 
berfelben befchreiben, und man ficht hier, daß wenn feine Geſchwindigkeit 
im Anfang von A gegen D geriöhtet iſt, der Bogen AB der kleinſte, 
‚ wenn fie aber gegen C gerichtet tft, bee größte unter allen Kreisbogen 
fein wird, bie auf der Kugel von A nach B gezogen werben Türmen, 
und ähnliche Faͤlle werden auf jeder Fläche vorfommen, auf welcher es 
eine größte gefchloffene Linie gibt. 


6. 111. 


Das Princip ber Fleinften Wirkung, defien Beweis in dem 
vorhergehenden $. ganz unabhängig von ben Geſetzen der Bewegung 
gegeben wurde, kann dazu bienen, fowohl im Allgemeinen, als in be= 
ſondern Fällen mit Hülfe bes Lehrſatzes (71) für die lebendige Kraft 
die Bleichungen der Bahn des Bewegten abzuleiten, und obwohl biefe 
Ableitung felten einfacher fein dürfte, als dns bisher angewendete Ver- 
fahren, fo müſſen wir doch die Art und Weile diefer Anwendung näher 
andeuten. \ 

Wenn der Bewegte ganz frei iſt, fo find bie Variationsgeſetze 
a j * ‚worin y und z noch unbeſtimmte Functionen von x find, 
ganz unabhängig von einander; entwidelt man aljo das Uebergangs⸗ 
geich von für. v I? für irgend einen Werth von x, fo muß ber 


Coefficient einer jeden der beiben Variatlonen = mb FE für ſich 
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Rull werben, und man erhält dadurch bie beiden nothwendigen @leihus- 
gen zwiſchen y, z und x für bie Bahn bes Bewegten. 
Seht man dazu allgemein 
4. =2 [dx (+, +1 — A(x,y,z) 
und beachtet, daß man für ein beftimmtes x einmal 
dv dv dy _ dv da 


dk dy dk ' dz &k 


mv dk Kt mr dk’ 
hat, und dann wie in $. 45 der Einleitung 


eV 5 2 F 


= — 5 


* ds dk 3 dk’ 


fo findet man nach und nach: 
ö 
ds x x 
1. dx ds dv 
nn — x == dx. +rv 
ok ok x dx 9k 
_ ee de du 
mv dx kt mv dx dk 


dy dr | 
d. — d. — \ 
ok dz dk 
je rer eat iterrae 


Integrirt man dann das Iehte Glied theilweiſe in Bezug auf di | 
dz 
| 





Variationen I und Sr, und. beachtet, daß biefe Hebergangögriehr 
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an beiden Grenzen x, und x für x Null werben müffen, fo nimmt ber 
orerehende Ausdruck die Form an: 


je F — 
Y de __ds OY 
mv dx sk 


iv dz 
z ds “as dz 
Ba mv x dx \ck 


und die Bebingung, daß dieſer Ausdruck Null werben fol, führt nach 
der vorhergehenden Bemerkung in Betreff der Unabhängigkeit ber Ueber⸗ 
gangsgeſetze, auf die beiden Gleichungen: 


» 











dy dz 
Y ds — d “is DZ ds — ds 
mv dx dx i mv x dx ’ 
oder 
d ‚Ay 
Y= mv d 
— ds 
R (108. 
dz 
d.v— 
7 ds 
— m! x 


welche bie Gleichungen der Bahn des Bewegten vorttellen, wenn man 
die Größen Y, Z und v als Functionen von x, y, z einführt. Diele 
Werthe kann man dann auch unter die Yorm bringen: 








a dy zd.mvs 
— ma_? ı 2, 
Ye * —— 
a.* 4. uv⸗ 
2 = mya_ 48 + de 2 
ds ds ds ? 





2 
und aus ihnen d f “ Aiminiren. Man kann aber auch vorher noch 
einen ähnlichen Werth für X mitteld ber Gleichung : 





— — 


d.mv! _ „dx , „dy 2% 
ss "tr + 


ableiten, indem man bie beiden vorhergehenden, be erfte mit 27, 





die zweite mit‘ 2 r = multiplict und bie Gumme diefer Produce vom 


ber letzten Biken abzieht; biefes Verfahren gibt mit der Beachtung 
ber Bebingungsgleichungen: 


dy\2? (% 2 
++) - 
‘x dy dz 

dx ‘ds  dy "ds , dz "ds 








a un ann 
für X den Werth: 
F dm a.vix * 
X = mv? de | dX 2  _av de 
— ds ds ds ds 








aus biefen drei Werthen von X, Y, Z gibt wieder zwei neue Bleichun- 
gen für bie Bahn des Bewegten, nämlich 
dx dy __ „jdx d?y dy dx 
Feel Pa) 10 sim) 
dx dz_ _ my dx d2z dz d?x 
ds ds ds ds? ds ie) 


worin nım s als unabhängige Verimderliche auftritt; bie Integration 
biefer Gleichungen, für welche X, Y, Z und v als Functionen von 
x, y, z eingeführt werden müfjen, und welche fich viel einfacher aus 
ben Gleichungen (68) ableiten laſſen, wird indefien immer unüberfleig- 
liche Schwierigkeiten darbieten. 


*) Man wirb leicht ſehen, daß die Gleichungen (108), deren ber zulekt ans 
geführte Werth von X entipricht, ef ne Gleichungen (68) zurädfommen, 
wenn man für Zr v Sr , J — = bie frühere Bezeichnung: ux, Uy, Us 


einführt, v durch + erfeht, und t als unabhängige Beränberliche nimmt. 





Multiplicirt man noch bie vorhergehenden Wertbe von X, Y, Z 
tn diefer Ordnung mit: 





a. 4.9 9— 
cos PERPEEL.L. PFEIL. ———— 
N ds ° PET ’—oT ’ 
fo gibt ihre Summe: 


X cos2-+-Y u + zn 


unfere frühere Gleichung (70) wieder. 
Wenn mun der Bewegte auf einer gegebenen feſten Fläche bleiben 
muß, beren Bleichung: 
F(x,y,2)=0 


fei, fo ſind bie Uebergangegefepe ST und re nicht mehr unabhängig 


von einander, fondern find ber Bedingung unterworfen, daß ber neue 
Punkt, auf welchen fie überletten, noch ber gegebenen Fläche angehört; 
fie ftehen demnach durch die Bebingungsgleichung : 


dr öy ‚AR de, 
dy dk ' dz dk 


unter fich in Verbindung. Bieht man daraus ben Werth von ST 
und führt ihn in den Ausdrud (I) ein, fo. enthält diefer mr noch bie 


einzige Willkürliche A , und bie Bebingung, daß derſelbe Null wird, 
gibt die Gleichung: 


dy dz 
dF dE NdF d.vzs _dF d.z 
dz dy * de ds dy ds )’ 


welche offenbar auch dadurch erhalten wird, daß man tn die obigen 








Werthe von J und Z für bie freie Bewegung wieber Y— N’ cosıw, 


und Z— N’ cos» einführt, dann bie erfte mit EV — c08» , bie 


zweite mit * V cosu multiplicht, und ihre Differenz nimmt, two- 
durch N’ Heransfällt. Entwidelt man, fo ergibt ſich bie Gleichung: 





a.dy a, 
yir_„dF ‚jur li dF "ds 
dz ds dy ds 





1 a. mv? (dF dy dEF dı 
+37 Gay) 
welche mit ber dritten der Gleichungen (c) in $. 108 übereinkommt. 
Man voird leicht einſehen, u man wieder minus der Gleichung: 
1d. A 
2 ds + F + 2: Fr 
unb ber vorhergehenden zwiſchen Y mb zZ — den Gleichungen (c) 
entſprechende zwiſchen X und Y und zwiſchen X und Z ableiten Tann, 
und wenn man bann aus dieſen neuen Gleichungen oder aus einer ber- 
jelben und der vorhergehenden zwiſchen Y und Z das Aenderungsgefck 


F mv" eliminirt, fo findet man bie Gleichung (105) wieber. 
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Um mn einige Anwendungen der für bie Bewegung auf einer 
feften Fläche gefundenen analytiſchen Beziehungen zu geben, werde zuerft 
bie Bewegung eines ſchweren Punktes auf einer beliebig gegen bie Rich⸗ 
tung der Schwere geneigten Ebene unterfucht. 

Das Goorbinatenfgftem merden wir dazu wieder fo annehmen, baf 
die Achfe ber z zur Richtung der Schwere parallel ift; ihre poſitive 
Hälfte fol nach Unten gerichtet, und bie Lage ber Achfe ber x noch 
eine beliebige fein, fo daß bie Lage unferer Ebene noch allgemein durch 
die drei Winkel 2, u, » beftimmt wird, welche ihre Rormale mit ben 
brei Goorbinatenachfen einichließt, und ihre Gleichung (Einl. 6. 18) 
bie Form: 








xcosA+ycosu+z cosy —0 


erhält, welche vorausſetzt, daß ber Anfang der Coordinaten in ber Chene 
felbft liegt. Es wird auch ber Allgemeinheit der Unterfuchung fein 
Eintrag thun, wenn wir für diefen Punkt denjenigen annehmen, 
welchen ſich der Bewegte am Anfang ber Zeit t befindet und bie * 
ſchwindigkeit v, beſitzt, deren Richtung gegen bie Coordinatenachſen durch 
die Winkel &, A, y beſtimmt ſei. 

Nehmen wir nun von jedem Widerftande Umgang, fo haben wir 
einmal für Die Gomponenten ber bewegenden Kraft die Werthe: 


i=0 , Y=0, Z=zp=mg; 
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die Gleichung der Ebene gibt ferner 


dr _ dF _ dF 
dx = 0084 > yon 9 dz = 008 v 
und damit nehmen die Gleichungen (100) die Form an: 
dir. day 
je OH da cos —=0 . 
d?z d%x (a 
a SA - ̃ sy —=g cosi 


unter welcher fie unmittelbar integrivt werden können. — Die erfte 
Integration gibt die Gleichungen: 
= u. 08 Av, (Cosa cos —cosß cos1) 


di (b. 


z, cos 1 sn (cos y cos - cos cosy) + gt cos}, 


und die zweite Integration führt auf die Beziehungen: 
xc0su —ycosi=vyt(cosa 008u — cos ß c081) 
(c. 


108 A — X 008 y—Yyt (0087 cos — cos a 0089) +81? cos2. 


Eliminirt man nun aus biefen lebten Gleichungen die Zeit t, unb be= 
achtet, daß bie Richtung ber anfänglichen Gefchwindigkeit jedenfalls tm 
der gegebenen Ebene liegt, alfo zur Rormale derſelben fenkrecht ift, daß 
man alfo einmal bie Bedingung : 
cos cosA-+- cosß cos + cosy cos v —= 0 

hat, und daß ferner die Coſinus der Winkel 1, m, n, welche bie zur 
Richtung ber anfänglichen Geſchwindigkeit fenkrechte Gerade mit ben 
drei Achfen einfchließt, nach $. 21 der Einl. durch die Ausdrüde: 

cos = cos ß c08 v — cos y cos u 

cos M—=C08 9 cos A — COS « COS v 

cos n — 008 & 008 u — cos ß 008 A 
beftimmt werden, fo findet man zwiſchen den drei Veränderlichen 
x, y. z bie Beziehung: 


2 
(x 008 u —y je cosn(xcosl+ycosm+z cosn) :=0, (d. 





En 


B8 
weiche bie Gleichung einer Fläche (eines zur Ebene ber xy ſchiefen 
paraboltfchen Cylinders) vorftellt, deren Durchſchnitt mit ber gegebenen 
Ebene die Bahn bes Bewegten fein wird. Gliminirt man daher aus 
biefer Gleichung mittel ber Gleichung ber Ebene bie Beränberliche z, 
fo erhält man bie Gleichung ber PVrojection jener Bahn in ber Eben 
der xy ober bie-Bleichung ber zu diefer Ebene fenkrechten Sylinberfläcke, 
welche die gegebene Ebene längs ber Bahn des Bewegten burchfchneidet. 
Mit Beachtung der vorausgehenden Beziehungen findet man bafür bie 
Gleichung: 


e.) —DOO—— ya), 


welche offenbar einer Barabel oder einem parabolifhen Eylin- 
ber angehört, unb aus weicher zu fchließen ift, daß auch bie Bahn ſelbſt 
in ber gegebenen Ebene eine Barabel fein muß. 

Diefe Gleichungen nehmen übrigens eine einfachere Form an, wenn 
man die Ebene der xz durch die Normale zu ber gegebenen Ebene legt, 
was bie Allgemeinheit nicht beeinträchtigt; man hat dann cos =), 
cooA—sinv, alſo eos n — cosß cos A —=— cos ß sin» und bamit 
folgen die Gleichungen: 


x sin» -2 cosy — (0) 
.) gy? sinv cos» —21,2c08ß (y cos & - x c0sß) 


für die Bahn des Bewegten. Die Achfe der Parabel in ber Eben 
der xy tft Demnach immer parallel zur Projection ber Normalen ber 
gegebenen Ebene, und ihre Entfernung b von biefer Profection ober 
von ber Achfe der x wird beſtimmt Durch die Gleichung: 


für die Entfernung a des Scheitel derfelben von ber Achfe der y bat 
man daher ben Ausdruck: 
a voꝰ cosꝰ « 1, cos I. cot 
Tino 2 oo % e 
worin dann e ben Winkel zwiſchen ber Projection ber anfänglichen Ge 
ſchwindigkeit und ber Achfe der x bezeichnet, wie dies nothwendig aud 
aus ber bekannten Eigenſchaft der Subtangente ber Parabel folgt, da 
die Richtung der anfänglichen Geſchwindigkeit offenbar eine Tangente 
an der Bahn bes Bewegten bilbet. 
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Für #==0, d. h. wenn die Richtung der anfänglichen Geſchwin⸗ 
digkeit fenkrecht tft zum Richtung der Schwere, hat man einfacher 


2 vg3 , 2 voꝰ 


ı— — —— ———, 
| ’ . gsiny 008» x g sin? y u (8 
fr = Ir, a» ergibt fich Dagegen 
y=0, 


wie in dem Falle, wo w=0 iſtz bie Bewegung wird dann eine 
gerablinige, und ihre Richtung faͤllt mit der Projection der Richtung 
der Schwere auf Die gegebene Ebene, d. 1. mit der Richtung ber 
größten Reigung oder mit bee Wafferlinte zufammen. 

Was enblich bie Geſchwindigkeit und Dauer der Bewegung für 
irgend eine Lage bed Bewegten betrifft, fo gibt die Gleichung (101) 
fogleich das Helanute 

v4 2gz (h. 


wieder, und aus ber erſten unferer Gleichungen (b) zieht man umter 
ber Borausfekung: cos u 0 den einfacheren Werth: 


y=weoß.t, 


welcher im bie zweite ber Gleichungen (f) eingeführt, die Zeit ı als 
Function von x, und mitteld ber erften in Function von z gibt, umb 
umgelehrt biefe in Function von t; man findet nämlich fo die Be 
jiehungen 


gsi. — 2, ex 23 


I=— — = — i. 
— 





mit welchen unfere Aufgabe vollſtaͤndig geloͤſet iſt. 
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WS zweites Beiſpiel für bie Bewegung auf einer feiten Flaͤche 
tollen wir bie Bewegung eines ſchweren materiellen Punktes auf einer 
Kugelfläche betrachten. 

- — Dee Mittelpunkt diefer Fläche werde ald Anfang ber Goorbinaten 
genommen, jo bat ihre Gleichung bie Form: 


F(x,y.)=@d y2 +22 — a0 
erhält, und die Aenderungsgeſetze: 


— — — — — — 





gibt. Nehmen wir dann wieder Die Achſe der z parallel zur Richtung 
ber Schwere unb bie pofitive Hälfte berfelben im Sinne diefer letztern 
ober abwärts gerichtet an, fo find wie früher bie brei Somponenten ber 
bewegenden Kraft p—=mg, melde das Gewicht des Bewegten aus- 
drückt, 


XÄ=0 , Y=0, Z=p=mg, 
unb bie Gleichung (101) gibt nun 
a.) Y—nw+2g(2—%); 


wo v, feine anfängliche Geſchwindigkeit und z, feine anfängliche Ent- 
fernung von der Ebene der xy bezeichnet. Die Geſchwindigkeit bes 


Bewegten iſt demnach immer biefelbe, ſobald er wieber tn biefelbe zur 


Ebene der xy parallele Kreisebene eintritt. 
Die erſte ber Gleichungen (100) wird 
dx _d?y 
al Ya m) - 


und zeigt, daß für bie Bewegung ber Profection bes Bewegten in ber | 


Ebene der xy, ober daß für feine horizontale Bewegung dad Princip 
ber Flächen gilt. Bezeichnet man alfo den Winkel zwifchen der bie 
Kugelfläche berührenden Richtung der anfänglichen Geſchwindigkeit und 
der Achie der y mit 40, und legt bie Ebene ber xz durch den anfäng- 
lichen Ort bes Bewegten, fo wird v, cos A, die zu biefer Ebene ſenk⸗ 
rechte Somponente ber anfänglichen Geſchwindigkeit fein, und bas 
allgemeine Integral ber obigen Gleichung nach $. 73 bie Form annehmen: 


d 
b.) X— — Zerenn0sß , 


worin ?—=a?— 2? bie wagrechte Projection des zu dem Bewegten 
gezogenen Halbmeſſers a am Ende ber Seit t, und n —=V a? — z3 
biefelbe Profection am Anfange ber Zeit vorftellt, und wo wie immer 
ber Winkel ift, welchen der Fahrſtrahl r mit ber pofitiven Achie der x 
bildet, und ber für die Bewegung von biefer Achſe gegen die poſitive 


Achſe der y poſitiv genommen wird. Dabei iſt es einleuchtend, daß 
ber Werth von z, in Berbindung mit dem gegebenen Halbmefler a bin- 
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reicht, Die anfängliche Lage des Bewegten feſtzuſtellen. Ebenſo genügt 
der einzige Winkel 40, von O bis 275 genommen, um bie Richtung der 
anfänglichen Geſchwindigkeit zu beſtimmen; denn bie durch den anfäng- 
lihen Ort des Bewegten an bie Kugelfläche gelegte Tangentialebene, 
welche jene Richtung enthält, fieht auf ber Ebene ber xz ſenkrecht, 
und ihr Riß in biefer Ebene bildet mit ber Achſe der z einen Winkel d, 
für welchen man 


csd—— I 
a 


bat, und die Winkel @u, Y., welche die Richtung ber anfänglichen 
Geſchwindigkeit gegen Die Achfen der x und der z beflimmen, werben 
darnach Durch: 


cos ag sin f, Bd ,;„  C0OSYy,—sin fo sind 


ausgedrückt. 
Bringen wir nun die erſte Abgeleitete der Gleichung der Kugel⸗ 
fläche unter bie Form: 


dx dz 
air Tee Arms u, 


und abdiren ihr Quadrat: 
dyy?__ dz 
a) 


zu dem der Gleichung (b), fo folgt 


SER ICHESC HERE, 


worin C? zur Abfürzung für 1,2 vp2 cos? A, fteht. Die Gleichung (a) 
gibt ferner, wenn v9? — 2g2, —=k? gefeßt wird, 


dz\2 
(F) +2) =rHre-6G). 
und aus der Gleichung der Kugelfläche zieht man 
2 y2—g2-— z2 ; 


werben biefe Werihe alfo .in den vorhergehenden Ausdruf. eingeführt, 
ſo wird berfelbe: 


(a - 2) [e +22: - (7 1) IeHrG )> 





unb gibt für die vertikale Gomponente ber Geſchwindigkeit ben Wert: 
d I — — — 
— +22), 
woraus für die Zeit das allgemeine Jutegral folgt: 
5 . 
d.) til. — A. 
„ Va —2%)(k? + 2g2)— 0? 
Diefer Ausdrud nimmt nach ausgeführter Integration die Yorm 
t=F(z) an, md gibt in Bezug auf z aufgelöfet, die Orbinate z 
in Yunction der Zeit t, alfo die Lage bed Parallelfreifes, in welchem 
fih der Bewegte am Ende der Zeit t befindet, wenn ber in ber Ebene ber 
xy liegende größte Kreis ald Aequator angenommen wird. Wird endlich 
ber vorhergehenbe Werth von I durch bie Gleichung (b) unter der 
Form: 
(2) =c 


dividirt, fo erhält man das neue Aenderungsgeſetz: 


1: 4 ZEV A) + 2g)— 


und daraus burch das allgemeine Integral: 





e.) o—:+t * — — — — 
„ (#—)YlR— 22) (+2g7)— 0° 


den Werth von w in Function von z, und durch dieſes mittels des 
Borhergehenden in Function von t. Dadurch iſt denn auch bie Rage 
einer lothrechten Ebene beftimmt, welche ben materiellen Punkt enthält, 
und folglich der Ort desfelben am Enbe ber Zeit t vollftäudig befamnt. 

Die Auflöfung der Aufgabe tft alfo von ber Ausführung der bei- 
ben allgemeinen Sntegralin (d) und (e) abhängig, melde inbeffen 
bis jet nur auf dem Wege ber Annäherung flattfinden kann. 

Wenn bie anfängliche Geſchwindigleit Null, oder = in, 
fo wird C=0, alſo auch w=0, und die Bewegung erfolgt in bem 
durch die Ehene ber xz gebildeten größten Kreife ber Kugelfläche, eine 
Dewegung, bie wir ſchon früher unterfucht haben. 
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Der Druck N, welchen die Kugelfläche zu erleiden hat, wird ſehr 
leicht durch die Gleichung (103) und mittels der darauf folgenden 
Bemerkung gefunden; denn man hat offenbar 


$— — 4 cos —4 
cos J — 2 j 0 y-537=7 
und damit wird 
, z N 3z x? 
Non, ta,suel,t, 


So lange alfo z pofitiv, ober der Betvegte auf der untern Halbfugel 
ift, bleibt die Richtung bed Drudes vom Mittelpunfte abgewendet, und 
der materielle Punkt muß ſich auf der hohlen Seite der Aläche bewegen; 
{ft dagegen z negativ und k? 382 geworden, fo wird ſich bie Rich— 
tung bes Drudes dem Mittelpunkte zumenden, und der Betvegte wirb 
dann nur auf der gewülbten Seite ber Kugelfläche bleiben können. 


$. 114. 


Die Bewegung in einer Kugelfläche Tann auch dadurch hervor⸗ 
gerufen werden, daß man ben zu bewegenden materiellen Punkt durch 
einen unausbehnbaren Faden ohne Gewicht mit einem feiten Pumkte 
verbindet, ihn aus feiner lothrechten Gleichgewichtslage entfernt, und 
ihm dann eine Geſchwindigkeit ertheift, deren Richtung nicht in bie 
durch den Faden gelegte Vertikal-Ebene fällt. Man erhält auf biefe 
Welle Die allgemeinfte Bewegung bes einfachen Benbelg, 
und wenn man die Winkel, welche basfelbe mit der Lothlinie bildet, 
Immer nur fehr Klein vorausfebt, fo können die Integrale bes vorher⸗ 
gehenden $. tn endlichen Ausdrüden dargeftellt werben. 

Kehmen wir daher, um diefe Betrachtung möglichft einfach zu 
machen, eine folche Lage des Bewegten ald die anfängliche, wo feine 
Geſchwindigkeit eine magrechte Richtung hat, und erfeßen wieber den 
Halbmeffer a durch die Länge I des Pendels, fo wird 00 —=0, und 


[C=nyenYlR—z?. Bezeichnen wir ferner wieder die Aus— 
weichung bed Pendels aus der Gleichgewichtslage am Ende der Zeit t 
mit 9, feine anfängliche mit &, fo erhält man mit Bernachläfftgung 
der höhern Potenzen von « und 9, als bie zweite, 

= 109=1(1— 9) , n=1(1- 00), 


Kk—y2-+2gl—gle , A=vlsinta—v2l?oR, 
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und der Ausdruck fuͤr die Zeit nimmt die Form an: 


— 49 
Sr 
se’ 1 2 
6 v’ (te *) I 


voꝰ 
oder wenn noch Ti geſetzt wird, 


:yaf 
Ver — 9,9) cm a) 


Hier fällt fogleich in die Augen, daß I immer zivifchen den Greu⸗ 
zen a« und A eingejchloffen ift, und daß für ben all, vo ?=a d. h. 
ve —=gla? wird, wo alſo die horizontale anfängliche Geſchwindigkeit 
mit derjenigen übereintömmt, welche ber Bewegte burch ben Fall länge 

des Bogens « in der lothrechten Ebene erlangen würbe (6.103), fort 

während I—a bleiben muß, und ber Bewegte einen Parallelkreis 
befchreibt. Der Ausdrud für die Geſchwindigkeit | 


2— vw +1g(0?2— 9?) = vy2 | 
zeigt dann auch, daß diefe für denfelben Fall conftant, bie Yervegung 
alſo eine gleichförmige tft. 

Um nun den obigen Ausdrud zu integriren, bringt man die Größe 
unter dem Wurzelzeichen bed Nenners unter bie Formen: 


(5) -6-755 
(FSAILE-CEF)T 


und febt dann: 





und 





29 — a2 — 92 
— — u; 
dadurch ergibt ſich: 
1 du 
7 (0 #°) 2d 








VIſſ. = +1 1, are cosu , 
a 2y® 
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a die dem Werthe Sa entfprerhende Grenze von u gleich 1, und 
wc co81 0 iſt. Umgekehrt hat man mit dem obern Zeichen 


u — —2* 


md durch Einfũhrung bes obigen Werthes von u wird 
92 —— re + —— — 2 


der, a ber Werth: u — wi 


tefet wird 


392 — 02 005? y% + ? sin? y& . 


Aus biefem Ausdruck geht hervor, daß die Bewegung in Bezug auf bie 
Achſe der z eine wiederkehrende iſt; insbeſondere hat man für t=0, 


hbereinftimmend mit der Annahme, Pal; für ———— 


l 
D fi = / 4 wieder 92 — a, ze 


wieder 92 42, u. f. f. Denkt man ſich bemmach durch bas Pendel 
eine lothrechte Ebene gelegt, welche fih mit ibm um bie Achfe ber z 
breht, fo wird ſich basfelbe in Diefer Ehene zwiſchen den Lagen CA 
unb Ch, Fig. 91, von denen bie erfte den Winkel 200 — «, bie 
weite den Winkel bBCO— 4 mit der Bertifalen CO bildet, auf und 
abbewegen, und bie Dauer einer ganzen Oſcillation ober ber Bewegung 
bon A nach B und wieber zurüd, wich. 


T= -V: 
.8 


b. h. diefelbe fein, weldhe ein einfaches Pendel von berfelben Länge ge- 
braucht, um tin einer vertifalen Ebene ſchwingend, zu beiben Seiten ber 
Bleichgewichtslage, eine jehr Eleine hin= oder hergehenbe Bewegung zu 


en. 
Mitteld des vorhergehenbes Werthed von 92 kann ferner. auch das 


Beich für die drehende Bewegung der Ebene ACO be Bene durch 
Decher, Handbuch ver Mechanik 1. 
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bie Gleichung (b) in 8. 113 ausgedrückt werben. Erſetzt man naͤmlih 
in derfelben r2 durch 18 sin? 9 ober 199%, C3 durch ben obenaugegebenen 


Werth: a vol, umd 2 durch ey. jo gibt fie nach und mag 
für bie Winkelgeſchwindigkeit die Werthe: 






7 — 5 


welche zeigen, daß dieſe Winkelgeſchwindigkeit im umgekehrten Verhalt⸗ 
niſſe des Quadrats der Ausweichung ſteht, und daß ſie am einer ber 
beiden Grenzen dieſer letztern jedesmal der andern Grenze proportional 
iſt; denn man findet 


oe, wenn J=a , 9=«y. wenn 9 4 


iſt. Wird dann It dieſem letztern Ausdrucke 92 durch feinen Werth in 
Function von t erfeht, fo ergibt ſich das Aenderungsgeſetz 


d 1 
Le eat — 
8 N & 
a? we $ + a /E 


und daraus in einer andern bie Integration vorbereitenden Ferm: 


| syr—— 

j Zu wn/ 
WW coq [u 3 
8 
0 Fa tang?t T 


man ſchließt daraus leicht: 


ware tang: — Em 4 


wenn wo gleih Rull angenommen, d. b. ber Winkel m von ber an 
fänglichen Lage des Fahrſtrahls x aus ganefien wird. Für ben Fall 
we Aa tif, folgt aus ber vorfichenden Gleichung, welche man and 
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tang c * 
ſchreiben kann, 


u=1y8; 
i 


in dieſem Falle iſt alſo, wie wir übrigens ſchon geſehen haben, die 
drehende Bewegung eine gleichförmige, und die Zeit 2T für eine Um- 


drehung wird wieder 
2T = 2— 
8 


Ein ſolches Pendel hat man ſonſt Centrifugal-Pendel genannt. 
Sn allen übrigen Fällen weicht dieſe Bewegung der vertikalen Ebene 
bes Pendels um bie Achſe der z von einer gleichfürmigen etwas ab, 


aber nur fehr wenig, ba der Bruch £ dem Werthe: 1 fehr nahe 
tommt, und man flieht babei leicht ein, daß in allen Punkten ober 
Settabfchmitten, für welche bie Function me # durch bie Werthe: 
0 ober o geht, auch tang w denfelben Werth annimmt, baß alfo für 
diefe wieder » = 1/20 tft, und daher jeder Onabrant in berfelben 


1,1 1. _ T 


immer eine ganze Umbrehung gemacht wird. In den bazwifchenliegenden 
Buntten weicht ber Werth von w von bem ber Kunction 12 ab; 


nman findet ey £=5r, tang 0 — £ ‚ alſo einer ober 


größer, als 1, je nachdem 4 Beiner ober größer als a iftz bie brebenbe 

g wird folglich immer in ber Nähe der kleinſten Ausweichung 

bie größte Geſchwindigkeit Haben, wie ans bem Werthe ber Wintel- 

geſchwindigkeit oben ſchon geſchloſſen wurbe. Endlich folgt noch aus 

dem Vorhergehenden, daß die lothrechte Ebene des Pendels in derſelben 

Zeit einen rechten Winkel durchlaͤuft, in welcher dasſelbe in dieſer Ebene 
308% 
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ben Bogen Ab vor= ober rũckwarts zurũcklegt, woraus man jdhliekt, 
baß die Grenzen ber Ausweichung immer um einen Quabrauten ven 
einanber entfernt find. 
Zulekt kann man noch bie Geflalt ber Babn bes Bewegten be 
ftinmmen, unb zwar zuerft deren Proiection in der Ebene ber xy. 
Führt man nämlich in die Gleichung: r?— 12 92 ben oben cerbal- 
temen Werth von 9? in Aunction von t ein, fo wird 


len y/Ermny/E). 


und durch Glimination von ı mittels bed Werthes von w ergibt fich 
daraus bie Gleichung 
2_ a g3]8 
a3sin? w + HR cos? w 


ober in der gewöhnlichen Form 


sin? cos? w 


Pat wor 


Die genannte Projection ift alfo eine Ellipſe, welche ihren Mittelpunit 
im Anfangspunlt hat, und deren Halbachfen durch ben größten und 
Aeinſten Abftand I und 18 des Bewegten von ber Gleichgewichtälage 
vorgeftellt werben. 
Mit rechtwinkligen Coordinaten hat man für biefelbe Curve bie 
Gleichung: 
x? 


Aatnami: Ar+pn=apn, 


und wenn man damit aus ber Gleichung der Kugelfläche bie Veränber- 
liche y elimintrt, fo folgt 
(a? — 82) x24 a? 23 — a@a(1 — 42) 12 ; 
bie Projection ber Bahn des Bewegten in ber Ebene ber xz ift mithin 
ebenfallö eine Ellipfe, welche ihren Mittelpunkt im Anfangöpunft hat; 
ihre halben Achſen find: 
If und Iyi— BR; 


1—[I_ 


o? 
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während denmach die lothrechte nur ſehr wenig von I verſchieden iſt, 
erhält die wagrechte einen um fo größern Werth, je näher ber Bruch & 


der Einheit Tommt, jo daß die durch ben größten Kreis ber Kugelfläche 
begrenzte Projection der Bahn in der Ebene der xz nur unmerklich von 
einer Geraden abweicht. Cie wirb genau eine foldhe, wenn A= « iſt. 

Will man, endlich die Koordinaten x und y noch als Functionen 
ber Zeit barftellen, fo geben die Beziehungen: 


x2 r72 cos? „ y?—=r2 sin? w 


mit den obengefundenen Werthen von r und w bie Ausdrüde: 


= arm )/ 4 , vorm E, 


welche zeigen, daß bie zur Horigontal=Chene parallele Bewegung in 
zwei ganz unabhängige gerablinige zerlegt, ober aus biefen zufammen- 
gefebt werben kann, tote in dem Falle, wo die gegen den Anfang ber 
Koordinaten gerichtete Kraft der Entfernung des Bewegten von dem⸗ 
felben Punkte proportional iſt. Es muß indeflen dabei darauf aufmerffam 
gemacht werben, baß hier nur fehr Feine Ausweichungen vorausgefeht 
find, und zwar fo Klein, daß die Projertionen der Bogen Ix und 14 
auf die Ebene der xy, wo fie bie Halbachfen ber Ellipſe bilden, biefen 
Bogen ſelbſt gleich werden, und man wird in ber Folge fehen, baß die 
obenbemierkte Zerlegbarkeit in zwei unter fich rechtwinklige, von einander 
unabhängige Bewegungen nur ein befonbderer Zall eines allgemeinen 
Geſetzes für fehr Heine Bewegungen ift. 


§. 115. 


Sn F. 107 wurbe die Curve gefucht, auf welcher ein fchwerer 
materieller Punkt herabfallen müfle, um in der fürzeften Zeit von einem 
gegebenen Orte A zu einem andern B zu gelangen. Wir wollen biefe 
Aufgabe nun noch dahin abändern, daß wir die Curve fuchen, längs 
welcher der Bewegte auf einer gegebenen Fläche herabfallen muß, 
um, von einem Punkte A diefer Fläche mit ber Geſchwindigkeit Null 
ausgehend, eimen andern B in möglichſt kurzer Zeit zu erreichen. 

Im Allgemeinen tft e8 hier ber gegebenen Flaͤche wegen nicht vor⸗ 
tbeilfaft, den Anfang der Goordinaten in ben. oben Punft A zu 
verlegen. Wir bezeichnen deßhalb bie Entfernung dieſes Punktes von 
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ber bene ber xy mit 120, unb erhalten baum, bie pofltisen = abwärts 
genommen, wie ſchon öfter: 

”=2g(:—-2) | 
als Ausbrud für die Geſchwindigkeit des Bewegten in einer beliebigen 
Entfernung z von berfelben Ebene. Daraus folgt dann, bag man bie | 
zur Beſtimmung ber gejuchten Curve nothwendige Bebingungegleichung 
haben wirb, wenn man in ber Gleichung (J) in $.107, —z, flattz | 
fegt, wobei ber Bactor/ 28 im Nenner wegfallen kann; bieſe Be | 
bingungsgleichung nimmt baher die Form an: 








z 1 dx 1 dy 

Ey de ı  —g 

1..)92_ Ve—n" , dry Ve—m 't_ 
Jı "fdk dz ok ds — 





Dieſes Integral wird auch im jetzigen Falle zwiſchen den gegebenen 
Grenzen genommen , wicht für alle beliebigen Formen ber Vebergange- | 
gefche IE, Sr Rull werben konnen, wenn wicht bie Größe unter bem 
Sntegralzeichen ſelbſt Null if. In dem jebigen Falle find aber biefe 
Mebergangsgefehe nicht mehr unabhängig von einander, fonbern fichen 
wieder burch die Bebingung in Verbindung, baß ber neue Punkt, zu 
welchem manübergeben will, noch ber gegebenen Fläche angehört, und wenn 
F(x,y,2)=0 

bie Gleichung biefer Fläche vorftellt, fo hat man für denſelben Werth 
von z, oder file den Mebergang in einem zur Ebene der xy parallelen 
Schnitte, die Bedingung: 


x“ kn 0 
Daraus folgt fofort 
dF 
dy _ __ dx dx 
dk  dF dk’ | 
dy 


und bie vorhergehende Bebingungsgleihung wird durch Ginfährung 
dieſes Werthes, und mil * weitern Beachtung, daß um ber Coeffigient 


ber millkürlichen Größe 97 = Rull werben muß: 











f 1 dz Ai 1 dy 
af Vı — , 4° iR Vi: — 1, #8 
——— ——— — ———— ———— — nn EEE — 0 . (d. 
dy dz dx dz 


- Set zuerft eine Ebene gegeben, welche mit ber Richtung ber 
Schwere ben Winkel y bildet, deren Gleichung alfo bie einfache Form: 


Z X 


cos y siny 


erhalten Tann, wenn man bie Ebene ber xz fentrecht zu ber gegebenen 
Ebene annimmt. Man zieht daraus 


aF 1 dF dx 
FF "Vs A Zr huden 1 


und die Gleichung (d’) kommt damit anf die einfachere: 


dy _ Z— 2* 
ds 2a 
2Zay?=(3—n)(1+4+x?+Y?) 
jurüd, worin 2a bie Gonftante ber Integration, db. h. ben Werth des 
Ausdruckes: 


©) 


für einen beftimmten Werth von z bezeichnet, und y’ für 2, x für S 


ſteht. Erſetzt man dann ben letztern Quotienten durch feinen Werth 
tangy, und zieht ben Werth von Y heraus, fo findet man: 








— 0 








oder 





und das allgemeine Integral: 


— — — — 
— 3—n 
(Y—Yy) = ja Von 


Die Projection ber geſuchten Curve in ber Ebene der yz iſt alfo eine 
der Syeloide aͤhnliche Linie, bei weicher bie zur Achle ber z parallelen 
Ordinaten alle im Verhaͤltniſſe 1: oos/ verfüngt find; die Bahn des 
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Bewegten in ber gegebenen Ebene ſelbſt muß daher wieder eine Cycloide 


| 
| 


fein, deren erzeugender Kreis bie Conſtante 2a zum Durchmefler Hat, 


und deren Bafis zur Achſe der y parallel und in ber gegebenen Ehen: 
um er Längeneinheiten von ihr entfernt if. Die Bedingung, baf 


biefe Gurve auch durch ben zweiten gegebenen Punkt geht, wirb, mie 
in dem früheren Falle, zur Beſtimmung bed Durchmeſſers 2a führen. 
ALS zweite Anwendung nehme ich die Rugelfläche, deren Mittel- 


puntt im Anfangepunkte liegt und deren Halbmefler r it; ihre Gleichung: | 


F(x,y.2)=0)=®?+yYP%+23—r 
ibt, wie 
gibt, früher ar ar 


4" dy 


und verwandelt die Gleichung (d’) in 


— „Au 
Ve TE 
TI mt. 
Integrirt man alfo, und beachtet, daß man Bat: 
1 dx dy 


dz dz 
fo ergibt fich die Differentialgleichung: 


dy _1/a-7 = 
Y1, 1% =V?ala) 


worin bie Gonftante Y2a nun ben Werth von 


dx _ „de 
Ya ds , 
Vz—» 


für einen gegebenen Werth von z, alfo 3. B. für den Punkt B be 
zeichnet, wo zz, iſt. Bringt man dann biefe Bleichung unter bie 
Form: 
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d — — 
— 5 


A— 14 22 +(2 " ( 
und elturirt SY vi ber in Abgeleiteten der Kugelgleichung: 


a Ttı=0, 


fo erhält man bie ı neue Gleichung 


ner rte tg, +@?-+yY’) 2). Ya) 


X 


welhe in Bezug auf SE aufgelöft, und mit Beachtung ber Gleichung 
der Rugelfläche den Werth gibt: 


dx lat—n) 
d2 ter a y2 — 2a(z—z,) 


Ebenſo findet man für SI _ dem Werth: 


dyy _ _ _y2___rx 2alı— un) 

de day xiıy x2 y2 — 2a(zı—z) 
und wenn man nun ben erſten dieſer Ausbrüde mit y, ben zweiten 
mit x multiplicht, ihren Unterfehteb nimmt, und x2-4y2 durch r?—z2 


eriegt, fo findet man für it den neuen Werth: 


dx dy _ 283(2—2,) 
a Van 5 


welcher als Differentialgleihung zwiſchen ben brei Beränderlichen 
x, y und z das erfle Aenderungsgeſetz ber Gleichung einer Yläche 
vorftellt, welche bie gegebene Kugelflähe nach ber gefuchten Curve 
fejneibek Dividirt man biefelbe auf der linken Seite durch x? + Y?, 
auf ber rechten durch r2— 22, fo kann fie unter bie Form gebracht 
werden: 


FR. OO 
1 Yı__r 2a(2— 2) 
2 d B— 2 — 22(2—ı,) 


unter welcher bie Beränberlichen etvennt erſcheinen, und Die Integration 
möglich wirb. Das aflgemeine ral nimmt bann bie Form an: 


2a(2—2) 


L 
x I r TUI 
8) aretang are BI = Baer, R— 2? — 22 (z—2) 


und zeigt, baß bie enbliche Löfung ber Aufgabe noch von ber Aus 
führung bed angebeuteten Integrals abhängt, welche inbefien wieder 
nur auf bem Wege der Annäherung flattfinden kann, felbf in dem 
einfacheren Falle, wo man ,=0 febt, ben Punkt A alſo in ber 
Ebene ber xy annimmt. 

Bemerkenswerth dürfte e8 daher noch fein, baß ſich der Bogen ber 
gefuchten Curve in einem ziemlich einfachen gefchloffenen Ausdrude bar- 
ftellen läßt. Bergleicht man nämlich bie beiden Werthe (e) unb (f) 
des Aenberungsgefebes : 


dx dy 
da ‘3% 
mit einander, fo wird man baraus bad Aenderungsgefe : 
ds r 


da Ya_a_ 2a(z— 2) 
und das allgemeine Integral 
s—r(ansin rt? 9) 

Vr?-+2ax, +22 
ziehen, wo vorausgeſetzt iſt, daß ber Bogen s in dem obern Bunte A 
anfängt, und wo d den Ausdruf: 


arc sin ——— —— 
VERIDET, 


vertritt. Dabei iſt jeboch zu bemerken, daß bie Größe a in biefm 
Ausdbrüden noch unbekannt ift, und daß Diefelbe nur aus ber vollſtaͤndig 
integsirten Gleichung (g) dadurch gefunden werden kann, daß man in 
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dieſelbe bie Goorbinnten x,, y,, z, bes tieferliegenben Punktes B ein- 
füßrt. Würde man dagegen bie Sage bes Punktes B durch bie Ordinate 
s, und bie Länge 1 des Weges, welchen ex befchreiben folk, beftimmen, 
fo würbe man aus bem obigen Werthe von s bie Gleichung: 


a+2,—=Vrr+2an ta (+2) 


ziehen, durch melde der Werth von a unmittelbar gefunden werden 
tan. Gele . 8. 1= rer fein, fo würbe man 


er) 


{1 _ _ 


unb bemmach 
a—=Vr—n3—s, 


finden. Für I= rer dagegen ergäbe ſich 2a=— (1, 2,) was bie 
frühern Ausbrüde im Allgemeinen imaginär macht, und fo lange als 
2, nicht negativ iſt und größer als z,. Man wird ſich von biefem 
Ergebniſſe leicht Rechenfchaft geben, wenn man beachtet, daß bex fallende 
Punkt, welcher von A mit bee Geſchwindigkeit Null ausgeht und bis B 
‚einen Weg er zurücklegen foll, jebenfalld eine tieffle Lage und eine 
größte Geſchwindigkeit erhalten, und mit biefer wieder fleigen muß, 
aber der Ebene der zy nicht näher kommen Tann, als es ber Punkt A 
iR, weil für eine gleiche Entfernung z, feine Geſchwindigkeit wieber 
Null geworben if. Kür ein pofitived =, tft demnach die Bebingung: 
—=ser für ihn unmöglich. Für ein negatives z, müßte man aber an- 
nehmen, daß der Bewegte anfänglich fih auf ber gewölbten Seite ber 
Kugelfläche befinde, und beim Durchgang durch bie Ebene ber xy in 
bie hohle Seite eintrete. 
In dem befondern Zalle, daß gerade, = — z, fein foll, hat man 
a=0, und bie Bleihung (g) wird 


x x yo 
arc tang — = arc tang — — !0y 
y yo ’ u. 


alſo die Gleichung einer lothrechten Ebene; der Bewegte muß dem größten 
lothrechten Kreife folgen, und dabei, wie leicht zu fehen tft, durch ben 
tefften Punkt der Kugel kommen, ba nur biefer größte Kreis zwiſchen 
ben gegebenen "Punkten bie gegebene Länge rer beſtht. 
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REN. VBelwegung auf einer beiveglichen Fläche ober Curve. 


$. 116. 


Wenn bie Fläche oder Curve, auf welcher fih ein materieller 
Punkt bewegen fol, nicht feſt ift, fo wird ber Drud, welchen derſelbe 
auf biefe Hinbernifle ausübt, auch feinen Sinfluß auf deren Bewegung 
äußern, da dieſe Dinderniffe Dann aber ald materielle und ber Wirkung 
gegebener Kräfte unterworfen angenommen werden müſſen, twibrigenfalls 
fie fo gut wie nicht vorhanden wären, fo haben wir es in diefem Kalle 
nicht mehr mit einem einzelnen materiellen Punkte, fondern mit einem 
Syſteme von folchen Punkten zu thun, und zwar mit einem veränder- 
lichen Syftem, für welches das britte Buch bie Geſetze bes Gleich— 
gewichted und ber Bewegung unterfuchen wird. 


Mas ferner die Gefehe ber Bewegung betrifft, welche ber Bewegte 
befigt, wenn man feine Lage und Geſchwindigkeit auf Punkte der be 


weglichen Flaͤche ſelbſt bezieht, und biefe fich als unbeweglich denkt, fo 
ergeben fich biefelben nach denen ber bezüglichen oder relativen Be 
megung überhaupt, von denen bas folgende Kapitel handeln wirb. 
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Viertes Rapitel. 


Relative Bewegung bes materiellen Punktes. 


§. 117. 


Die Bewegungen, welche wir bisher betrachtet haben, wurden 
immer auf ein feftes, feiner Rage nach unveränderliches Eoordinaten- 
Syſtem bezogen, und demnach als abfolute Bewegungen gebadht; 
ſolche Bewegungen gibt e8 aber, ftreng genommen, für und in ber 
Wirklichkeit nicht, da wir Feine fefte Punkte haben, mit denen wir bie 
Bewegungen, welche wir beobachten, vergleichen könnten. So nehmen 
alle Körper der Erde an ber boppelten Bewegung berfelben, um ihre 
Achſe und um bie Sonne, Theil, und ein materieller Punkt, welchem 
auf der Erdoberflaͤche noch eine eigene, von den Punkten biefer Ober⸗ 
fläche unabhängige Bewegung ertheilt wird, Hat demnach ſchon eine 
dreifache. Es muß deßhalb unterfucht werden, welchen Einfluß bie dem 
ganzen Syſteme gemeinfchaftlichen Bewegungen auf bie befonbere Be⸗ 
wegung eined Punktes innerhalb bes Syſtems haben, dem auch ber 
Beobachter angehört, ober doch als angehörend gebacht wird, ober mit 
andern Worten, es find noch die Geſetze ber relativen Bewegung 
eines materiellen Punktes zu unterfuchen, ber einem in Bewegung be- 
fndlichen Syſteme angehört, und zwar für einen Beobachter, welcher 
ebenfalls Theil an ber Bewegung bed ganzen Syſtems nimmt. 

Dazu wird es offenbar genügen, einen Punkt bes Syſtems zu 
wählen, gegen welchen ber Beobachter in einer unveränberlichen Lage 
bleibt, und durch benfelben ein Coordinatenſyſtem zu legen, deſſen 
Achſen gegen ben Beobachter ebenfalls eine unveränberliche Lage behalten, 
im Nebrigen aber fich mit dem Syſteme fowohl fortfchreitend als drehend 
fortbewegen, und dann bie Beziehungen zwiſchen ber Bewegung des be= 
treffenden materiellen Punktes in Bezug auf ein feſtes Coordinatenſyſtem 
und feine Bewegung in Bezug auf das nad) befannten Geſetzen beweg⸗ 
liche Achſenſyſtem zu unterfuchen. 

Seien allo am Ende der Zeit ı bie Coordinaten bed Bewegten in 
Bezug auf ein fees unveränberliches Achſenſyſtem mit x, y, @, in 
Bezug auf ein bewegliches Syftem dagegen, deſſen Anfangspunft A in 


\ 
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demfelben Augenblicke durch die Goorbinnten x,, y,, =, in Bezug auf 
das fefte Syſtem beftimmt wirb, mit E, 7, Jbezeichnet. Die Achſen 
bes beweglichen Syſtems werben bann mit denen bed feſten bie Winkel: 
tr, BE Er, 7. ns m, etc. bilden, für welche 
cos a —8 J cos 52 = e 
— — 
a.) i eos x — a, ony=b , eos 72 — cd 


Fr — — 
os x — a „ oty=h" ,„ wslı= «e 
fein fol. Ferner wollen wir uns burch ben beweglichen Anfangspunkt 
A ein zweites Coordinatenſyſtem gelegt denken, deſſen Achſen ber 
X, Y, z fortwährend einzeln den entfprechenben feften Achſen ber | 
x, y, z parallel bleiben, während fie mit den beweglichen Achſen bie- 
ſelben Winkel bilden, wie bief. — Man hat dann zwiſchen ben Coor⸗ 
binaten x, y, z des Bewegten in Bezug auf das fefte Syftem und 
feinen Eoordinaten x’, y’, 2’ in Bezug auf das parallele bewegliche 
Syſtem, bie Gleichungen: 
x x, x Zu y=y+Y 9 s—=3,-+7), 
aus benen in Bezug auf bie Zeit t bie erften Aenberungsgefebe: 
dı dx 


umb bie Aenderungsgeſetze zweiter Ordnung: 
dix__dix, , d’x diy diy, day 
wat ’ mut | 
de dir, dir 
die — dı® ; Tee a 
folgen. Aus ben brei erften fchließt man unmittelbar, baß bie Com⸗ 
ponenien: | 


_dz we, nl 
a —Ir 0 — 77 * a 


ber wahren Beicntubigket T tm Beup mut bes Iris Bipirafypen 
einzeln gleich find ben Reſultirenden aus ben entfpreifenden Gom- 
ponenten: 





. 
’ 
— [on 
[ 


dx. d d 
X hr , = * wo zZ, 
der Geſchwindigkeit V, bes beweglichen Aufangspunktes, und ben Gom- 
ponenten: ix ar Ar " 
r—_ IX — I —_ 12 
= 7 dt v= dt 
der Geſchwindigkeit V’ des Bewegten in Bezug auf bad zum feiten 
parallele bewegliche Syſtem; es wirb baher auch bie Geſchwindigkeit V 
ſelbſt in jedem Augenblide ber Refultirenden aus den Geſchwindigkeiten 
V, und V’ ber Größe und Richtung nach gleich fen. Umgekehrt hat 
man auch: 


=u—u, v=v-v, w=v-—w (109. 


und es kann bemaufolge die relative Geſchwindigkeit V’ in Bezug anf 
das parallelbleibende bewegliche Syftem als bie Refultirende aus feiner 
wahren Geſchwindigkeit V und ber in entgegengefeßtem Sinne genom- 
menen Gefchwindigfeit V, des beweglichen Coordinatenſyſtems angefehen 
‘ werben, was auf den Schluß führt, daß bie relative Geſchwindigkeit 
zur abjoluten würde, wenn dem beweglichen Anfangepunfte in jedem 
Augenblicke eine ber V, gleiche aber entgegengefehte Geſchwindigkeit er⸗ 
theilt werden Tünnte. 

Aehnliche Beziehungen fprechen die drei Iehten Aenderungsgefebe 
für die Kräfte and. Denn bezeichnet man die Refultivende aller Kräfte, 
welche an bem bewegten materiellen Punkte thätig find, alſo ſowohl 
derjenigen, welche von außen auf das ganze Syitem wirken, bem der⸗ 
felbe angehört, als berjmigen, welche innerhalb des Syſtems thre 
Thätigfeit äußern, mit R, ihre Gomponenten mit X, Y, Z; ebenfo 
mit X,, Y,, Z, bie biefen parallelen Componenten einer Kraft R,, 
welche als die Mrfache der Bewegung bed Anfangspunftes A in Bezug 
auf das fehlte Syſtem angejehen werben kann, fo daß man, hat: 


d?x, d? dRz, 
nam =ÄK, N my, N na db 


ſo fließt man aus den brei letzten Aenberungsgefeßen, indem man fie 
mit m multiplicht, bie Gleichungen: 
„Ex „Ay . diz 


nz=X—X,, m =V-Y, n-,=2-2,, (110. 


— — — ——— 





welche ausſprechtn, daß bie Kraft R’, welche bie Bewegung bes materiellen 
Punktes in Bezug auf das parallelbleibende bewegliche Goorbinatenfoften 
hervorbringen würde, wenn dieſes in Ruhe wäre, in jedem Augenblide 
ber Refultirenben der Kraft R und ber in entgegengefeßtem Sinne ge- 
nommenen Kraft R, gleich fein muß, alfo der Refultirenden aus ber 
wirklich thätigen Kraft R und einer Kraft R,, welche bem Anfange- 
punkte A eine feiner vorhandenen gleiche und entgegengefehte Bewegung 
erteilen, ober welche benjelben im Gleichgewichte halten würbe. 


$. 118. 


Gehen wir nun von dem parallel ſich bewegenden‘ Goorbinaten- 
Syſtem zu bem ſich drehenden über, fo haben wir zwifchen ben Coor⸗ 
binaten x’, y’, z’ bed Bewegten in Bezug auf das erftere und feinen 
Goordinaten E, n, & tn Bezug auf bas zweite nach $. 32 ber Einl. 
in jebem Augenblide die Beziehungen: 
x=aötante) 

b.) Yy=bE+bn+rt 
K=cöten+tet, 

in benen fowohl die Goorbinaten &, y), 5 «al8die Eofinus a, b, c, etc. 


als Functionen der Zeit t zu betrachten find. Man zieht deßhalb aus 
ihnen die Aenderungsgeſetze in Bezug auf t: 


dr _ F „4; 
di J te +sgHtn + ? 
e) Fr at re arten ar 


de _ = dd 
1” +97 14e EHER tT re * 
welche zeigen, daß bie Componenten ber Geſchwindigkeit V’ in Bezug 
anf bie paralleibleibenden Achſen wieder aus ben Componenten von 
zwei andern Geſchwindigkeiten zufammengefebt find, oder im biefe zerlegt 
werden Tonnen. Bezeichnet man nämlich bie relative Geſchwindigkeit 
des Bewegten in Bezug Auf bie fich drebenben Achſen ber E, n, & 
mit V;, ihre Gomponenten parallel zu denfelben Achien: 

dä dn 


d 
At mit ür 5 Fra mit Yo; 2 mit we ; 


— — 


und ihre Componenten nach ben parallel ſich bewegenden ober nach ben 
feſten Achſen mit 
ſo hat man offenbar 


9 Vz | Wr 


“Saytende malte re’ S 
vabyt+hg tb bl 4 in r 


m=eyt+entem=celte 4 "x 


Dentb man fich ferner einen zweiten Punkt, —* in * auf das 
ſich drehende Syſtern am Ende ber Zeitet dieſelbe Lage hat, wie ber 
Bewegte, welcher aber mit biefem Syftem von bemjelben Augenblicke 
an feft verbunden bleibt, fo daß feine Goorbinaten E, 7 und Z unver- 
Anderlich werben, und bezeichnet man bie Geichwinbigfeit dieſes Punktes 
in Bezug auf das parallelbleibeude Syftem mit V,, ihre Componentey 
nach ben drei Achien ber x’, Y, 2’ mit W, Ya, wg, fo iſt aus ben 
vorhergehenden Gleichungen Ch) in denen nun E, n unb Z unver 
aͤnderlich find, leicht zu fehen, daß man haben muß 


da da’ da” 
% ana 567 


db dh” 
J—— a 


ED} 


ev) 
m) 
ef 


vs — „ie dt HN + de er t . 

MU diefen Ausbrücken ſchließt man en aus ben Gleichungen (c) 
v=a4+% , vevwtn, vw=Wmtm; 
es kann demnach die Geſchwindigkeit V” als bie Reſultirende ber beiben 
Geſchr indigkelten Vz und V, andeſehen werden, und umgekehrt die 
Geſchwindigkeit V, als bie Refultirende der Geſchwindigkeit V’ und 
einer der V, gleichen aber entgegengeſetzten, d. h. einer Geſchwindigkeit, 


durch welche bie drehende Bewegung bed Coordinatenſyſtems der 5, 7, & 
aufgehoben würde, 
Beachtet man num bie Bedingungsgleichungen zwiſchen ben Winkel⸗ 
functionen a, b, c, a’, b’, c’, eto., nämlich 
Decher, Handbuch der Mechanil I. 31 


— — En ann 





a 5 0 ==1 ad +-bh od —=0—0 
«2 -V2 +03 — aa” -- bb” -- ee’ —= 0 
"3 924 011 aa + bb’ + ce = 0 
und bie daraus folgenden Aenderungsgeſetze: 4 
da db de 
‚de ‚db de _ 
“nr trier 
„da „ab” „de 
* ’r + 1 =. 
‚da ‚ab ‚de _ 
° it ur gr di rem” (« a rb dt re ir) 
de db" de 


Hr Fr +0 j F ( dt TH —* +e ir) 
fo wird man die Werthe von up, Yp, wg aus ben vorhergehenden 
Gleihimgen (c) stehen, wenn man biefe ber Reihe nad) zuerſt mit 
a, b, c, dann mit a’, b’, c’, und zuletzt mit a”, b”, c” multiplicirt, 
und bie drei entfpregjenben —* jedesmal adbdirt; man findet ſo 
die Ausbrüde: 

dE__ db’ de’ 
* —————— Fra dd „dab I — 
ee] 


= — — dr ara ar re =) 


5° T rar * -+e di a 


* rνν—ν—α, dr da, db 2 re 4); 


ice: It Tr 7 te 5 


— — 


Bezeichnet man dann die Gomponenten bee Geſchwindigkeit V’ parallel 
zu ben Achſen der &, 7, & mit u';, Ve, Wr fo bat man wie 
leicht zu fehen tft: 
ur Lautbrten 
v=eartbrYtcw }; 
„r=au+HbVY te 
ferner zeigen bie Gleihungen (d), daß man bie beiden lebten Glieder 
| der vorhergehenden Gleichungen durch die Ausbrüde: 


am +hy How u; 
ul + D’ ve + C We = vr 
"u + bw + ew—=w; 
erießen kann, in welchen u"z;, v"g, w”z die drei Componenten ber 


Geſchwindigkeit Vz parallel zu ben Achien der &, 7, & vorftellenz man 
ſchließt demnach 


v=ur—ur; N y=V—V; N w=wWe—wr, (111. 


oder wie vorher ausgeſprochen wurde, baß bie relative Geſchwin— 
digkeit V; in Bezug auf das fi drehende Syſtem die Re- 
fultärende iſt don ber relativen Geſchwindigkeit V’ in 
Bezug auf dasparallel fi bewegende, und von einer der 
Vz gletihen und entgegengefehten Geſchwindigkeit, mit 
welcher. fih ein dem brehenden Syſtem angehörenber 
Bunte, deifen Goordinaten E, n, & find am Enbe ber 
Zeit, in dieſem Augenblide bewegen müßte, um in Bezug 
auf das erfiere Coordinatenſyſtem in Ruhe zu bleiben. 

Diefe letztere Geſchwindigkeit wird indeſſen, ba fie einer drehenden 
Bewegung zukommt, anſchaulicher durch bie Winkelgeſchwindigkeit 
dargeſtellt. Macht man nämlich 


de db’ de’ 
„da „ab 
rin — — 9 su 
‚dhr 
2 + IT {m + en = — gi 


a 


fo kann man bie Werthe von u’r, v"z, w”z auf bie Form bringen: 


",=—o(nwv—L cosu) 
ve=—go(b wi —E co») 
we=—o(5wsu—ncs});, 


und dieſe Ausbrüde zeigen durch Vergleichung mit ben in F. 23 der 
Einleitung gefundenen, daß wenn man bie von dem Punkte EZ auf 
bie Gerade, melche bie Winkel A, u, » mit den Achſen der &, numdL 
bildet, gefällte Senkrechte mit p bezeichnet, jo daß man 


p=Y (5 0084—n 0082.)2+(Lo0sA— Ecosv)?+(7008»—L cosy)! 
hat, bie Quotienten: ' | 


__nW08v— Geosu _bwsi— E cos» _Eosu—n cosl 
p p p 

bie Coſinus der Winkel I, m, n vorftellen, welche mit ben Achſen ber 

E, n, J von einer Geraden gebildet werben, bie zugleich auf dem zu 

bem Punkte EnC gezogenen Fahrſtrahl und auf ber vorgenannten Ge⸗ 

raben, welche die Winkel A, u, » mit denfelben Achien einfchliekt, 

ſenkrecht ftehtz man hat baher aud) 


u"re=ppcol , v;=ppcom „ w’z=pgpcosm, 


und dadurch 
„»=pp9p. 

Sf demnach A, Fig. 92, ber gemeinfchaftliche bewegliche Anfang 
ber beiden Goordinatenfufteme ber x’, Y, 2 und der &,n,&, und M 
der. bewegte materielle Punkt, alfo AM der Fahrſtrahl VER-+n?-+ 2%, 
und AP die Gerade, welche die Winkel A, u, » mit ben Achſen AZ, 
AH, AZ bildet, endlih MP die von M auf bie AP gefällte Senk⸗ 
rechte p, fo iſt die Gefchwindigfeit V, fenfrecht zu der Ebene der beiden 
Geraden AM und AP gerichtet, und ihre Intenfität biefelbe, ald wenn 
ber Bewegte M mit ber Winfelgejchwinbigfeit 9 um ben Punkt P oder 
um bie Achfe AP einen Kreis befchreiben wuͤrde. 

Die Lage diefer Achſe AP, um welche ſich in irgend einem Angen- 
blicke das ganze Syftem drehen will, bem ber Punkt A und ber 
Beobachter angehört, ift natürlich unabhängig von ben Gonrbinaten 
&, n, & des innerhalb des Syſtems fich bewegenden Punktes, nnd nur 
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bedingt durch die Functionen a, b, c, elc., welche bie Lage bes Sy- 
ftemd am Enbe der Zeit t, oder mit andern Worten, welche bie 
Geſetze ber drehenden Bewegung bes Syſtems ausdrüden. 
Mit den Werthen von a, b, ce, ete., ändern ſich demnach auch bie 
Winkel 2, u, », melde die Lage der Achſe AP des Syſtems beitim- 
men; bieje ift alfo in jebem Augenblide eine andere, und wird deßhalb 
augenblidlihe Drehungsachfe des Syſtems genannt. Wir mer- 
den auf biefe Betrachtung bet der Unterfuchung der Bewegungsgeſetze 
eines feften Syſtems von materiellen Punkten, welches fi um einen, 
unverrückbaren Punkt drehen läßt, noch einmal zurückkommen. 
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Um nun ebenfo die Beziehungen zwiſchen ber relativen Bewegung 
in Bezug auf das fich drehende Syſtem und den Kräften, welche an 
dem lebtern überhaupt und an dem bewegten materiellen Punkte ins⸗ 
beſondere thätig find, feflzuftellen, leite man aus ben Gleichungen (c) 
bie zweiten Aenderungsgeſetze der Gleichungen (b) ab; biefe find: 





Tritt tr tiere +78 
rantnatee] 

= bat a dr? +” titan +77 —* 
ee 

dr _ dee, den, „det düc” 


mtr mt® arsmtı ge m +57 dis 


dE de, dn de , dt de” 
+29 ara tra 
Multiplicirt man dann dieſe @leichungen mit bee Maſſe bed Bewegten, 
und bezeichnet man wie oben bie Kraft, welche bie relative Bewegung 
in Beaug auf das paralleibleibende Coordinatenſyſtem herborbringen 
wärde, d. 1. die Nefultivende ber Kräfte R und —R, mit R’, ihre 
Gomponenten parallel zu den Achſen ber x’, y', *, naͤmlich: 





ar ’ mevY_ ’ 
dr , 





und ihre Gomponenten parallel zu ben Achfen der &E, 7, & mit 
=, H', Z, fo ergeben ſich zuerſt die Beziehungen: 


SH =al+bYV+cez | 
H=eXlıbVY+ez 
Z=eaXtıbV+eoZ. 


Ferner bezeichne ich mit R, eine Kraft, welche einem materiellen Punkte 
von gleicher Mafle und Lage, wie bie des Bewegten, ber aber mit dem 
fi drehenden Coordinatenſyſtem auf eine unveränberliche Weiſe ver- 
bunden bleibt, befien Eoordinaten E, 7, & alſo unveränderlich find, 
bie Geſchwindigkeit V, ertheilt; bie Gomponenten diefer Kraft nad) den 
parallel fich bewegenden Achfen fein X, , Y, , Ze, oder zufolge der 
Gleichungen (d) 
du dꝰ a dia 
= 5m te + Gr r 


3 _. deb d?h’ d2h” 
h=27 57a r7 ga tm 
_ * — d?e’ d3c” 
a=ım AT ar +978 4577; 


die Componenten derſelben Kraft R, nach den ſich drehenden Achſen 


dagegen ſeien 
Fa, +, +cZA, 
H=aK Hy, +cCZ, 
Zz PY, +cH. 


Nach biefem multiplicire ich die Gleichungen (e) wieder ber Reihe 
nach mit a, b, c und nehme ihre Summe, dann mit a’, b, c’, umb 
zuletzt mit a”, b’, c’ und ſummire jebesmal bie Drei entiprechenden 
Producte; dadurch ergeben fich mit Berüdfichtigung ber vorhergehenden 
Beziehungen und der frühern ne hrngögleiungen zwilchen den Func⸗ 
tionen a, &, c, etc. bie Ausbrüde: 


“1 
nn") 


Een ir 
"dann ie ar rt: %) 
d 
Heine) 
me gmf 
mmH-H zn dt T ara rt! 7) 


—— 


m _ ZZ’ — 20 | 2 (# +4 tet 


dt2 
int, = , 
ee) 
und wenn hier die Aenderungsgefehe: = ; * durch die rela⸗ 


tiven Geſchwindigkeiten uz, vr , wy, bie eingeklammerten dreigliedrigen 
Factoren durch ihre früheren Werthe: — 9 ws», —p cos u, —pcosA 
erſetzt werden, ſo nehmen die letzten Glieder der vorſtehenden Gleichungen 
die Form an: 


-2my(Vr 008 y— Wr eosu), —2mgfw; c0osA—u; cos») J 
—2mg (u; cosu —v; 0081) , — 


und Tonnen demnach als bie Componenten einer Kraft F=2myg 
angeiehen werben, deren Richtung ſowohl auf derjenigen ber relativen 
Geihwindigfett V,, als auf derjenigen der augenblidlichen Drehungs- 
achſe jenkrecht fieht, und mit den Achfen ber &, n, T bie Winkel 
Y, mw, n einſchließt, für welche man 


Ve 608 y — We 0086 Wr 008 A — Ur 008» 
wo ET αν—νααν, 
q q 
ug 08 U — Vz 0084 
q 
Kat, und 


q=Y (uzcosu-vz008 A)?+ (w;0084-u; cos»)? (vg008v-w; cos)? 





iſt. Endlich ſchließt man aus den in $. 23 der Einleitung abgeleiteten 
Formen, wenn I den Winkel zwiſchen ber augenbliclichen Drehnungs⸗ 
achfe und ber Richtung der relativen Geſchwindigkeit Vz bezeichnet, bie 
Beziehung 

q=Yu! + v;3 4 we’.sin$— V;eind N 


wonach alſo q die Projectton ber relativen Geſchwindigkelt V; auf 
eine zur augenblidlichen Drehungsachſe ſenkrechte Ebene iſt, und 
F=2mgpVY; sin $ wird; 

Beachtet man mun welter, baß bie Kräfte: &’— =”, H'’— H”, 
Z’— Z die zu den beweglichen Achſen der E, 7. T parallelen Gom- 
ponenten einer Kraft R; find, melde aus der Reſultirenden R aller 
thätigen Kräfte durch ihre Verbindung mit ben in entgegengelehtem 
Sinne genommenen Kräften: R, und R, entſteht, durch bie bex Be 
wegte biefelbe Bewegung erhalten kann, als wenn er mit bem fort 
fchreitenden und fich drehenden Coordinatenſyſtem feft verbunden wäre, 
und bezeichnet man jene Gomponenten von R; einfach mit 5, H, Z, 
fo ziehen wir aus bem-Vorhergehenden bie einfachen Gleichungen: 

d? : 


ni; =H— Fast 


den _ ‚ 
112.) ng =H F cosm 
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welche barthun, daß bie relative Bewegung eines materiellen 
Punktes in Bezug auf ein in Bewegung begriffenes Eoor- 
dinatenfyftem in derfelben Weile ausgedrückt wird, wie 
bie Bewegung in Bezug auf ein fees Coordinatenſyſtem, 
indem man ben Gomponenten der bewegenden Kraft R 
noch dbieentgegengefehten Somponenten berjenigen Kräfte 
hbinzufügt, weldhe bem bewegten Punkt in Bezug auf ein 
feſtes Goordinatenfyftem dieſelbe Bewegung ertheilen 
würden, ald wenn er innerhalb bes in Bewegung begrif: 
fenen Syſtems in Ruhe wäre, und noch bie einer Kraft F, 
welde von ber Winkelgeſchwindigkeit bes bewegten Sy 
ftems und von der relativen Geſchwindigkeit des bewegten 
Punktes felbft wieder abhängt, welche nämlich im Stande 


RR _ 


if, die Bewegungsgröße —2mpY; sind in ber Einheit 
Der Zeit zu erzeugen. 

Vergleicht man ferner bie Gleichungen (112) mit den Gleichungen 
(a) in $. 108, und beachtet, daß bie Richtung ber Kraft F immer 
ſenkrecht ift zu der der relativen Geſchwindigkeit Vz, fo kann man ſich 


diefe Kraft F auch als den Widerftand einer Fläche vorſtellen, auf 
welcher ber Bewegte bleiben muß; die Winkel 1, m’, nm’ werden dann 
diejenigen fein, welche die Normale zu diefer Fläche in dem Punkte Ent 
mit den beweglichen Achfen bildet, und bie Unterfuchung ber relativen 
Bewegung kommt darnach auf bie der gezwungenen Bewegung auf einer 
feften Fläche zurück, für welche aber die Gleichung nicht gegeben, bevem 
Geftalt nicht bekannt if. 
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Die firenge Auflöfung der Aufgabe, bie Gefebe ber relativen Be— 
wegung eines freien materiellen Punktes zu finden, fest alfo nicht nur voraus, 
daß man die Bewegung bed Beobachterd oder die bed Coordinatenſyſtems 
Tennt, auf welches man bie Bewegung des materiellen Punktes beziehen 
will, weil davon bie Sntenfitäten und Richtungen ber beiden Kräfte R, 
und R, abhängen, fie wird auch insbeſondere durch die Richtung ber 
Kraft F erjchwert, ba diefe nicht blos von ber Rage des Bewegten, 
fondern auch von feiner relativen Geſchwindigkeit abhängt und nicht 
mit Bortheil eltminirt werden kann, und es dürfte deßhalb in ben mei⸗ 
ſten Fällen leichter fein, bie Bewegung bes betreffenden materiellen 
Punktes mer in Bezug auf ein feſtes Coordinatenſyſtem zu fuchen, 
unb dann durch Vergleichung diefer Bewegung mit ber Bewegung bes 
Syſtems, welchen jener Punkt angehört, befien relative Bewegung ab- 


zuleiten, wie bies in $. 85 für einen materiellen Punkt gefchehen if, - 


. welcher auf ber fich drehenden Erde von einer gegebenen Höhe herab- 
fällt. — Unſere obengefundenen Gleichungen können uns indeffen dazu 
dienen, einige bemerkenswerthe allgemeine Eigenfchaften ber relativen 
Bewegung kennen zu lernen. 

Aus ber vorhergehenden DVergleichung ber relativen Bewegung mit 
derjenigen auf einer feften Fläche folgt nämlich fogleich, daß die relative 
Geſchwindigkeit Vz; felbit von der normalen Kraft F unabhängig ift, 
Daß alſo das Princip von der lebendigen Kraft ded Bewegten und von 
ber Arbeit der Kraft R, gerabefo beftcht, als wenn bas Syſtem im 
Rufe, und an dem Bewegten nur bie Kraft R, thätig wäre, In ber 


That findet man, wenn bie Gleichungen (112) der Reihe nach mit 


U, 


dE dn 995 
2 nv’ 
multiplicirt, und bie Producte abbiri werben, mit Beachtung ber Werthe 
von cosl, cosm, cosm, baß ber Goeffizient von F Null wird und 
ſich die Gleichung ergibt: 


5 
aYYat'-2|i Su +R+z7, 
Se 





worin U, die anfängliche relative Geſchwindigkeit vorflellt, und c den 
Bogen der relativen Bahn bezeichnet. Grfeßt man bann die Kraft R; 


durch die Kräfte R, —R, und —R,, von denen fie bie Refultirende 
ift, fo nimmt ber vorftehende Ausdruc die Form an: 


nn 


s 
113.) mYy" —mU; '=2|is nie m ds. Ry Zt 
Se 


und wenn bie Kräfte R, R,, Rs Functionen von r, r, und ra find, 
fo kann man auch fchreiben: 


r 
114.) mV. - mu, — [rr- . R —2 in. R, , 
. r. 


wo dann 10, r6 und r”, bie anfänglichen Werthe von r, rn, und r 
bezeichnen. 

Hat das bewegliche Coordinatenſyſtem z. B. eine gleichförmige 
Bewegung um eine fefte Achfe, fo wird man biefe ald eine ber Achſen 
bed beweglichen Syftems nehmen; bie Kraft R, , weldhe den Anfangs 
punkt im Gleichgewicht Halten Tann, wird Null fen; die Kraft R, | 
Dagegen, welche die Bewegung des am Ende ber Zeit ı mit dem Sy | 
ftem feft verbundenen Punktes hervorbringen könnte, müßte offenbar in 
jebem Augenblide gegen den Mittelpumtt der Bewegung ober gegen bie 
fefte Achſe gerichtet und dem bynamtfchen Drude gleich und entgegen- 
gefeht fein. Bezeichnet aljo r die Entfernung des Bewegten am Ende 
ber Zeit t von ber feſten Achſe, ꝙ bie conflante Segen 
bes drehenden Syſtems, fo hat man 
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W 
R=—mo?r , 2 [ind nr) : 


1Y) 


und wenn man bie ſenkrecht zur Drehungsachfe gerichtete Geſchwindigkeit 
eines in den Abftänden r und r, von berfelben mit ben Achien ber 
&, 7, & Seit verbundenen Punktes durch v, und v, vorftellt, jo hat 
man bie Gleichung: 


mV,” al; '=2jis — — v.2); 3 (114«, 


Der Zuwachs der relativen lebendigen Kraft eines mate- 
riellen Punktes in Bezug auf ein in gleihförmiger 
drehender Bewegung um eine feite Achfe begriffenes Sy— 
tem iſt demnach um ben Unterfchieb berlebendigen Kräfte 
zweiermitdem Syftemfeit verbundenen Punktevongleicher 
Maffe, von denen fidh der erfte in der anfänglichen, ber 
zweite in ber enblihen Entfernung bed Bewegten von ' 
der Drehungsachſe befinbet, größer, als bie doppelte 
Arbeit der Refultirenden aller an dem Bewegten an 
greifenden Kräfte. 

Bleibt der Bewegte während feiner Bewegung in gleicher Entfer- 
nung von ber Achſe, fo ift feine relative lebendige Kraft und Geſchwin⸗ 
digkeit dieſelbe, als wenn das Syſtem feſt waͤre. 


. 121. 


In dem eben betrachteten Falle, wo das bewegliche Syſtem wur 
eine gleichförmige Bewegung um eine feſte Achſe beſitzt, wollen wir 
nun ferner vorausſetzen, daß die Kraft R fortwährend gegen einen 
- beftimmten Punkt biefer Drehungsachfe gerichtet jet, und dann dieſen 
Punkt ald Anfang, die Drehungsachfe als eine ber Achien ber beweg- 
lichen Coordinaten, und zwar als die der 5 annehmen. Die Winkel 
2, u, v, welche bie num conftante Drehungsachfe mit ben Coordinaten⸗ 
achſen bildet, find unveränderlich: 


1 1_ 
1* 7* 9. “5* 9 y=(, 


und die Gomponenten. ber. Kraft F. Bommen dadurch auf 


— — 


— 2—. +2mpu ,„ 0 


zurück; ebenfo tft bie zur Achfe ber & parallele Somponente ber Kraft 
R=—myf?r gleich Null, während bie zu ben Achſen ber & und 7 
parallelen, wie leicht zu ſehen tft, durch 





—np!E 5, —-ngp®n 
ausgebrüdt werben. Die Gleichungen (112) werben auf biefe Weiſe: 
Es _ E + mpo!E + 2mpv 
mia — * 9 PN 
d®n 
115.) m; = H+mp'n— 2mgyu, 
d? , 
2 =Z N) 


und wenn dann bie erfte berfelben mit 7, bie zweite mit & multipliciri 
und bie Differenz der erhaltenen Probucte genommen wirb , fo finbet 
man mit ber Beachtung, baß die Differenz: 


EH— n$5 
Null wird, weil die Kraft. R immer gegen ben Anfangspunkt gerichtet 
ift, die Gleichung: 
d?n a dE dn 
ta Hliitın)> 


nnd baraus unter der Borausfekung, daß ber Ausdruck: 





dn de 
su tız 
für t—=0, den Werth C® erhalte, durch bie erfte Integration: 


d d | 
| 
Bezeichnet man dann bie Entfernung bed Beivegten von ber 
Drehungsachſe, d. 1. bie von bemfelben auf die Achſe der T gefällte 
Senkrechte wieder mit r, den Winkel, welchen dieſe Sentrechte mit ber | 
Ebene ber ET einfchlteht, mit @, fo wird, wie in $. 71 


d d d 
Tonne, HHnen, Bitmient, 


und bie obige. Gleichung dadurch 
= Q—o(r—n?). (116. 


Seht man zuletzt noch vo für 9, vr für ro, und für C feinen 
Werth r, u sin, worin u, bie Projection ber anfänglichen relativen 
Geſchwindigkeit U, in ber Ebene ber En, und a, den Winkel zwiſchen 
dieſer Projection und ber Verlängerung bed Fahrſtrahls r, vorftellt, fo 
erhält man noch ben Ausdrud: 


d [} 
* =nHn% sin &g + 19 Yo — TYr . 


Man ſchließt aus dieſen Ausbräden, daß das Product r.r aus 


dem Fahrſtrahl in die dazu ſenkrechte Componente ber projicirten Ge⸗ 
ſchwindigkeit des Bewegten bei der relativen Bewegung in Bezug auf 
ein Syſtem, das ſich gleichförmig um eine feſte Achſe dreht, nur con⸗ 
Romt iſt, wenn bet Bewegte in derſelben Entfernung von ber Achſe 
bleibt; es waͤchſt, wenn fich der Bewegte ber Achſe nähert, unb wird 
Heiner, wenn er ſich von ihr entfernt, und zwar um ben Unterfchteb 
ber ähnlichen Producte, welche bee brebenden Bewegung um bie fefle 
Achſe entiprechen. 

Machen wir endlich noch bie Vorausſetzung, daß bie dritte ber 
Gleichungen (115) für fich allein Integrirt werden Tann, entweder 
genau, ober auf dem Wege ber Annäherung, fo wirb auch ber Werth 
bes Sutegralö: 


d 
feat 2) -[0(&% ———— - [4.2 
in ähnlicher Welle gefunden werben koͤnnen. Multiplicirt man dann 


die beiden erſten ber Gleichungen (115) nach einander mit 2 r 


und 2 u und nimmt die Summe ber erfehienenen Producte, fo ergibt 
ſich durch die exfte Sutegration derſelben die Gleichung: 





__ 


LH Fer? IE e(2% I0r. PIERRE 


worin u, wieder biefelbe Bebeutung hat, wie kurz vorher. Man hat 
aber auch (73). 


C——(5' 


und wenn noch das angebeutete Integral in ber vorhergehenden Gleichung 
r 
im | R’ erfeßt wird, fo fann man diefer zuerft die Form geben: 


@ )[G a) + ei N 


und erhält dann mit bem ans (116) gezogenen Werthe von @ 
bie Gleichung: 


r 


meer) 11 _ ı/(zI_r% (Lx 
€ pl I )] do +3 =uNhyp (#-1.)+ rn a 


für die von ber Profertiom bes Bewegten auf ber Ebene ber En 'be- 
fehriebene Eure. Die Berbindung der Gleichungen (15) und hi um 


wird ferner bie Ausdrücke für bie Aenderungsgefche 9 — m G@ 2 in 


Function von r ober wo geben, wodurch bie Geſetze er —** De 
wegung, parallel zur Ebene ber En, als gefunden zu betrachten find. 

Die Geſetze für bie zur Achie der F parallele Bewegung ergeben fih 
nach unferer Vorausfehung aus ber britten ber Gleichungen (115) allein. 





$ 122. - 


Die einfachfte Anwendung ber vorhergehenden Unterfuchung bietet 
ber freie all eines ſchweren materiellen Punktes bar in Bezug auf ein 
Syftem, bas ſich mit conftanter Winkelgeſchwindigkeit um eine loth⸗ 
rechte Achfe dreht. In diefer Borausfegung find nämlich, wie leicht zu 
fehen tft, die Gomponenten Z’ und HI’ Null, und es läßt fi deßhalb 


—⸗ 
ſowohl die Gleichung (116) als bie Gleichung (117), in welcher das 
angebentete Integral Null wird, leicht anwenden. 

Denken wir uns alfo bad in Bewegung begriffene Syſtem aus 
einer ebenen Scheibe MIN befichend, tuelche ſenkrecht auf ber lothrechten 
ODrehungsachſe CG,ı Fig. 93, befeftigt iſt, und in der Entfernung h 
über - berielben an ber Achſe einen Arm FG angebracht, von deſſen 
Ende ber ſchwere Punkt während ber Bewegung zu fallen anfängt; bie 
anfängliche relative Geſchwindigkeit wird dann Null fein, und in Folge 
befien auch das Probuct C2; die Gleichung (117), welche die Diffe- 
rential⸗ Gleichung der Projection der Bahn des Bewegten in Bezug auf 
ein in der Ebene CD gezogenes Achſenpaar, beflen Achfe der E zu dem 
Arme FG parallel fei, vorftellt, nimmt baher die Form an: 


a1 


und wird von ber Winkelgeſchwindigkeit ganz unabhängig. In Bezug 
auf 9 aufgelöfet, gibt fie den Werth: 


do — „Veron® j (a. 
dr Iro | 


und das allgemeine Integral biefer Gleichung wird 
a Vi r r 
not |ir. v  _+Jlar. — a ro . 
ro r To Vrr—r 0 2 fe rYrı—r, 2 


Wird aljo das obere Zeichen genommen, unb bas ziveite Sntegral dadurch 
rational gemacht, daß man ? — 1,2 —x2 ſetzt, wodurch es bie Form: 


x . 
| dx. — 
1. nÜ+x? 
— 75 
— nn arc A 
oder In anderer Zufammenftellung : j 


Vr—n® 


pn? 
ro (o+ arc tang 7) — — 1? (b. 

















annimmt, fo folgt 


Diefe letzte Gleichung iſt bie einer Krelsevolnente AB, Fig.9 
burch welche der Kreis AED, befien Halbmeſſer r, if, abgewick 
wird; denn bie bezeichnenbe Gigenfchaft dieſer Curve befieht darin, Di 
bie Gerade BD, welde Normale zu ABin B, und Tangente zu AE 
in C if, biefelbe Länge hat, wie ber Bogen AED; bezeichnet m⸗ 
alfo dem Winkel BCD mit u, fo ergibt fich mit der Beachtung, Da 
AC ber anfängliche Fahrſtrahl ru. BC ber veränderlide r und AG 
der Winfel w ift, auf ber einen Seite Ä 


Ta — —5— ee 
BD=YBÜ’+0D’=-VYr— nn? =AED=n(o+Yy), 
und auf ber andern 





Vr— 18 | 
BD=ınntangıy ober y=arc lang - D | 
0 
alfo auch j Ä 
2_r3 — 
wie oben. 


Aus der Gleichung (116) zieht man ferner durch ihre Verbindung 
mit der Gleichung (a) das Aenderungsgeſetz: 


dt __dt do r 
dr do dr %, gVr— 1% 
woraus fofort 
r ra— 3 
I=7T dr. — — „Vin 
n HpYrr—n! 10P 


und mit dem intern Zeichen 
npt=Vr —n’=BD , r=nVi+ — 


folgt. Die Zeit iſt demnach dem Bogen AED ober ber Tangente BD 
proportional, mie dies von felbit einleuchtet, da dieſe lehtere bie Pro⸗ 
jeetton der wirklichen Bahn bes Bewegten auf einer feſten Horizontal⸗ 
Ebene tft, und offenbar nt einer gleichfürmigen Bewegung. beichrieben 
wird. — Die Gleichung (b) gibt zulegt noch durch Glimination von 


Yr—ı,? den Werth von w 


w=opt— arc lang pi 
in Zunetion ber Zeit. ? ? 
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* Die Bewegung parallel zur Achſe der T ober zur Drehungsachſe 
Scheibe iſt natürlich bie des freien Falles, und man hat daher bie 
ung: . 









1 
h-i=5 


h den Abflanb des Armes FG, 
Eliminirt man aus biefem ! 
Beränderliche 6, fo wird 


71 
"= ze+9 


einer durch bie Drehungsachſe geler 

mit dem Fahrſtrahl CB rücwär 
m des Bewegten als eine Parabel, 
je zufammenfällt,, und deren Scheit: 


t=h+: 
er ber Scheibe liegt. 

Wollte man dagegen bie relative 
Bezug auf biefelbe Scheibe kennen 
ten Punkte gegen die Scheibe zu fal 

die anfängliche relative Geſchwindigke 
‚flanbe ro von ber Drehungsachfe entfpri 
" aber in entgegengefegtem Sinne 


G=—gn!, rn 
und die Gleichung (117) wird 


ld 


fie gibt demnach 
t—-n= 
während aus ber vorhergehenden 
folgt, wie zu erwarten war. 9 
Deger, Hamind ver Mefanit 1. 


BL. 
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Die in F. 121 abgeleiteten allgemeinen Gleichungen mögen und 
noch dazu dienen, bie relative Bewegung eines ſchweren materiellen 
Punktes zu unterfuchen, welcher auf ber un ihre Achfe fich drehenden 
Erde unter einer geographifchen Breite 3 von einer gegebenen Höhe h 
ohne anfängliche Geſchwindigkeit frei herabfällt. 

Nehmen wir dazu ben Mittelpunkt C ber Tugelförmigen Srde, 
Fig. 79, als Anfang ber Coordinaten, bie Drehungsachſe NS derfelben 
als Adıfe ber C, die Ebene des Aequators ald Ebene der En oder rw, 
und die durch ben Fußpunkt E der Lothlinie DE, in welcher ber Be 
wegte zu fallen anfängt, gelegte Meridian-Ebene ald Die ber ET. 
Seben wir dann die Wirkung der Schwere innerhalb der engen Gren⸗ 
zen ber Bewegung als unveränberlich voraus, fo haben wir zuerſt als 
Sutenfität ber beivegenden Kraft: 


P=—mg, R) 


wenn g, bie Beichleunigung ber Schwere für die ruhende Erbe, alfo 
ohne Verminderung durch den Bewegungsdruck, vorftellt, und als ihre 
Componenten, parallel zu den Achſen ber &, 7, £: 


F=—ng2 ’ H=—mg I ’ Z=—ng2 2 


wo dann r,—=VE3-+ 72-473 den Abſtand bes Bewegten vom Mittel- 
punkt C bezeichnet. Diefer Abftand Tann aber au buch R-4+z aue- 
gebrüdt werden, wenn R den Halbmefler der Erbe bedeutet, und man 
hat dann wegen ber jebenfalld fehr Kleinen Abweichung bed Bewegten 
von der Rothlinie FH, immer ſehr nahe Die Beziehungen: 





in welchen r ben Abftand bes Bewegten von ber Drehungsachſe aus- 
drückt. 
Bezeichnet man ferner den anfänglihen Werth von r, nämlich 
R-+h einen Augenblit mit R,, und beachtet, daß die anfängliche 
relative Geſchwindigkeit U; Null if, fo wird bie Gleichung (114) bie 
Zorm annehmen: 


408 


— — — — —— 


r, 
V,3 = or —n?)— 2 [ir . 
YUR 


Man kann bann mit hinreichender Amäherung, weil bie Schwere als 
conſtant angenommen wurde, 


r—R(R-+2z) eos ,„ n2=R(R-+?2h) cos2 , 
R—n3=2R(z—h) 2082 ß 

nehmen, und erhält damit 

V2=2(g,—Rg? cos? 8) (h—z) 

=28,1—9)(h—1)=2g(h—:), 
2 

worin 0° wieder bas Berhätmip FR  umb g bie durch bie 
Pendelverfuche gegebene wirkliche Intenfität der Schwere bei bewegter 
Erde bezeichnet. Man kann ferner ben Bogen s fehr nahe durch z 
erſetzen und dann mit der Beachtung, daß z abnimmt, wenn t wächft, 
aus der vorhergehenden Gleichung ben Ausbrud: 


Ve. (1—-9).1=— = Y2(h—ı:) 





daı.. —— 
h ' V2(h—:) 
ziehen, woraus übereinftimmend mit bem gewöhnlichen Werthe für bie 
Zeit beim freien Zalle: 


‚_ı/2G4-=2) _1/?20-:) 
,(i—) 8 
folgt, und für bie Zeit T bed ganzen Sales 


1 ya 


Unter denfelben Vorausſetzungen wird bas Integral: 


je @sree 


in ben einfachen Ausdruck: 
32 % 


300 


r, 
ne [ü: ‚c08?8—=mg(h— 2) 003? 4 
, R. 


| übergeben, und bie Gleichung (117) dadurch die Form annehmen: 






1 
d. — 
sel + 1, —g8 (1,2) -+2g (h—2)00stß; 


fie gibt dann in Bezug auf = aufgelöfet, den Ausdrud: 


I ⏑— 
dr r Vro2 9% (r? — nr?) +2g,r?(h — z) cos? 8 


welcher burch den obigen Werth von h— z in Function von r: 


„3 —r3 
2 gs 
ſich auf | 
dr, De 
ar 8 "Ye — Ro? 
6, | 
aurüdführen laͤßt. | 


Ich fege nun n2— ru, bezeichne den Heinen an RE 


mit 6,2, und nehme bas obere Zeichen, fo daß w wächſt, wenn r fear | 
wird; baburch ergibt ſich | 


er oaman ae Rear run — 


und mit Vernachlaͤſſigung bes kleinen Bruches d2 umter dem Wurzel⸗ 
zeichen des Nenners 


du _ Vers 
du VW 81-03) Vo’— u): 


Wird ferner w gleich Null, wenn r=r, oder u=0 iſt, fo hat man 





1 


or V an da. — — 
g,(1 — zn: Vers — u2)? 
=9 Von —  _orcsin , 
8,(1— d/?) Vo? — 12 Io 


und wenn man beachtet, daß hier mit hinlänglicher Genanigfeit 





‚au u 
arc sSin — — — 
To 1) 


geſetzt werben darf, fo ergibt fidh nach einigen Rebuctionen zuerft 


— — — 





— R 2, hr 
o=yV „ar 





und dann mit ben oben angefeßten Wertben von r, und r, indem man 
bie Glieder mit den Producten und Quadraten von - und = ver- 
nachläffigt — 
uw 2(R—ı) h-z 
FY si) Rrh—z 
Wenn der Bewegte an der Oberfläche ber Erde ankommt, wird 2*0, 
und demnach hat man für den größten oder Endwerth w, von w 


—F %h h 
TFYy sc) R+R’ 
ober noch einfacher, da * für ſehr Heine Werthe von him Ver⸗ 
haͤltniß zu R von rn nur fehr wenig verfchleden tft 


oa) Hr _<otı/ 
TFIRYV gA-95  IRYV FE 


Diefer Winkel w,, {ft aber offenbar berfelbe, wie ber, welcher in 6. 88 
mit 1% bezeichnet wurde, nämlich die öſtliche Abweichung bed Bewegten 
von ber Lothlinie, und er hat in der That bis auf fehr Kleine Unter⸗ 
fchiebe denſelben Werth, wie ex dort gefunden wurde. 


⸗ 


8 


Die Gleichung (116) gibt 


— — — ( — 
— T 070 


und mit dem vorhergehenden Werthe von nn folgt 


»=-VE — — 
dr 8, Vo’— 1? —r3 Ve — 


führt man alſo wieder u? fir 102 — r? ein, fo erhält man auf ähnliche 
Reife wie vorher 


= Vu u. I Yun! 
.(1—6°)), Yra Y8 on 
ober umgekehrt _ 
u=Yn’— rn / ; 
mit dem obengefundenen Werthe von t, und wenn man ben kleinen 
Bogen VE ſelbſt für feinen Sinus ſetzt, findet man welter 


Vo’—? _ /2G-:) 
Do R ’ 
woraus wir indeffen nichts Reues lernen, da biefe Gleichung auf 


r? = (1-9) - (R+2hb) (R—2h+2z) 00s!f 
oder auf 


zuruͤckkommt. 

Greifen wir daher nach den Gleichungen (115) zurück und be⸗ 
achten, daß nicht nur die Coordinate 7, ſondern auch bie zu derſelben 
parallele Gomponente vz ber relativen Geſchwindigkeit immer fehr klein 
tft, daß alſo innerhalb ber Grenzen unferer Annäherung bas fehr kleine 
Glied 2pv; in der exften jener Gleichungen vernachläffigt werben ann; 
brehen wir ferner das Coorbinatenſyſtem um bie Achſe ber 7, bi bie 


% 


72 —(R342Rz) c0s?8 


WB 


ber Z mit der Lothlinie CD zufannmenfällt, und bie der E zu der Tangente 
in E parallel geworden tft, alfo um ben Winkel 3 n—ß, und be 
zeichnen bie Goorbinaten bed Bewegten bei biefer Lage der Achien mit 
X, Y, z,, fo haben wir einmal z,. — R + z und dann bie Be— 
stehungen : 
x—Esinß—Lwsß » E=xsnß+z,coß, 

dx d@E., 

Da eh, 
von denen bie legte mittels dev Gleichungen (115) und ber angenäher- 
ten Werthe: N 

Z=—mgcoß , Z =—mg siaß 


zu ber neuen Gleichung: “ 
Ex — gPE sin ß 
di? 9 


führt. Aus dieſer folgt dann ſofort mit dem obenſtehenden Werthe von 
E und mit Vernachläſſigung des kleinen Gliedes Y?x sin? 4 neben 
gR(R-+ 2) sin 8 cos 8 ber Ausdruck: 

d? , 

Ta = 9P(R+ 2) sin ß cos , 


in welchen noch, um integriren zu Tünnen, für z beffen Werth in Func⸗ 
tion von t einzuführen iſt. Man erhält dadurch 


dx 1 
a =(R+h— st?) p*sinßcosß , 
und burch zweimalige Integration, ba x mit & Null wird, 
ri 1 
ı=(z (R+h)?— 8") 9% sin ß cos ß 


oder nach Wiedereinführung des Werthes von t, und mit Vernach— 

läſſigung der Quadrate und Producte von hund z: 

h— 
8 


Für z—=0, oder wenn ber Bewegte an der Oberfläche der Erde an- 
ont, ergibt ſich Daraus übereinftimmend mit bem Wertbe von „Ab 
§. 88; 


"gi sinßcasß . 





x—=R 


— — 
—1 
x7 9 Rein? 


als fühliche Abweichung von ber Normalen zur Kugelfläche ber Erbe. 
Es geht aus biefen Upterfuchungen hervor, baß bie Bewegung der 
Erde um ihre Achje nur einen ſehr geringen Einfluß auf die Bewegungen 
ausübt, welche auf ihrer Oberfläche vor fich gehen, und es tft Leicht zu 
fehließen, baß ihre Bewegung um bie Sonne wegen bes fehr kleinen 
Berhältnifles 21096 ° in welchen bee Erdhalbmeſſer zu der Entfernung 
ihres Mittelpunttes von ber Sonne fteht, eine noch weniger bemerfbare 
Wirkung auf die Bewegungen an ber Erdoberfläche äußern wird, fo 


bag man dieſe Ießtern in der Anwendung mit hinlänglicher Genauigkeit 
wie abfolute Bewegungen betrachten kann. 
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Es bleibt nun ſchließlich noch ein Wort über bie relative ge 
zwungene Bewegung zu fagen, b. b. über die Bewegung, welche 
ein materieller Punkt in Bezug auf eine Flaͤche oder Curve zu haben 
ſcheint, die felbf in Bewegung begriffen, und auf welche berfelbe in 
feiner Bewegung befchränft ift. 

Sn diefem Falle wird man das in Bewegung begriffene Coor⸗ 
dinatenfuftem dev 5, n, 5 mit ber Fläche oder Curve auf eine unver 
änberlihe Welle verbunden vorausfeßen und bie Gleichungen biefer 
letztern durch die genannten Coordinaten ausdrücken, woburch bie Gleichung 
ber Flaͤche die Formen: 


F(&,7,0)=0, ode {=flE,n). 
annimmt, und die Gleichungen für die gegebene Curve bie Tormen: 


(5,7) =0 N) L(E,E)=O. 


Bezeichnet man dann ben unbekannten Druck, welchen ber Bewegte auf 
bie Curve ober Fläche ausübt, wieder mit N’, und bie Winkel zwifchen 
ben Achfen der 5, n, & und feiner Richtung, deren Gofinus Functionen 
biefer Beränderlichen find, mit A’, u, v, fo wirb man bie Gleichungen 
ber relativen Bewegung erhalten, wenn man ber in 6. 119 mit R; 
bezeichneten Refultivenden der Kräfte R, —R, und —R, noch ein 
der N’ gleiche und entgegengefehte Kraft verbindet, wodurch bie Gleichun⸗ 
gen (112) die Form annehmen: 


—— 


m 45 Urne)? ’ 
» nn — N’ c0s4’ —Fcosl 


nen F 
m = HN oowW— com %, (118. 


m —=Z—N 000y —Foosn 
und mun für beibe Fälle die Geſetze ber relativen gegmungenen Bewegung 
ausdrücken. Wenn bie gezwungene Bewegung durch die Geftalt der 
relativen Bahn im Voraus näher beftimmt ift, fo laſſen fich dieſe 
Gleichungen wie bei ber abfoluten gezwungenen Bewegung im All- 
gemeinen leichter behandeln, und können in der techniſchen Mechanik 
beachtenswerthe Anwendungen finden. 


§. 125. 


Das einfachfte Beiſpiel für eine Bewegung biefer Art ift bie (ſchon 
in F. 98 unterfuchte) Bewegung eines materiellen Punktes längs einer 
feften Geraben, welche ſich in einer Ebene gleichfürmig um einen ihrer 
Punkte dreht und jenen vor fich herſchiebt, wobei entweder vorausgeſetzt 
wird, daß Feine Schwere vorhanden fei, oder daß die ganze Bewegung 
in einer horizontalen Ebene ohne Reibung vor fich gehe. — Nimmt 
man bemnach die Gerade felbft ald Achſe der E, bie ber Z fenkrecht zur 
Ebene der Bewegung, fo hat man offenbar cosA’ = cosy —=0, 
cos # —=—1 und ebenfo cos! =cosn =0, cosm' —1, ferner wirb 
n=0, 5=0; aud bie bewegende Kraft R ift Null, fowie bie 
Kraft R, ; die Kraft R, wird mit ihrer Eomponenten 2° = — mgp?E 
parallel zur Achſe der & gleichbebeutenb, ebenſo wie bie Kraft F mit 


‚ ihrer Gomponentn F oosm’ = 2mpu;, =2mp = Die dritte ber 


Gleichungen (118) fallt fonach ganz weg, und bie beiben erften redu⸗ 
ziren fih auf bie Ausbrüde: 
d25 


min = my?E, 


(a. 
0=N-2np%, 


welche mit den Gleichungen (ec) in $. 95 FEAR find. Aus 
der eriten berfelben zieht man nach 8.83 das unbeſtimmte Integral und 
deſſen erſtes Aenderungsgeieh in Bezug auf t: 


TU u Seinen REES GE — 
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t — ot 
E-Ae + Be ’ 


d& — gt 


A.) gt 
„Are — Boe 





und findet mit ber Beachtung, daß fir 1=0, E=n; 0 
wirb, daß alfo A—=B— 5 ro iſt, die Gleichungen : 


=; N ee *) 


d t —ot 
einen. ”) 


für die Bewegung des materiellen Punktes längs ber beweglichen Ge⸗ 
raden. Für fehr Heine Werthe von t Tann die erfte auch die Form 


Eendi+ 49) =nagt 


erhalten, wie in $. 95 angenommen wurde, unb bie zweite gibt all- 

gemein mitteld ber zweiten ber Gleichungen (a) den Drud auf bie 

Gerade, nämlich: 
| 
| 


N=mgy?n ('_ 5*9) 


In Bezug auf die feſten Achſen der x und y, deren Ebene noch 
die der Bewegung iſt, und von denen die erſtere mit der anfänglichen 
Lage der Achſe der E zufammenfällt, hat man für den Winkel w, 
welchen ber Fahrſtrahl r=—E mit der Achſe der x bildet, bie Beziehung: | 


" w=gpt, wodurch die Gleichung: 


@ — c 
T— n N (. te ) 
für die Bahn bes Bewegten in ber feften Ebene zum Borjchein kommt. 
Man Eönnte diefe Curve, melde in Fig. 94 durch bie krumme Linie 
ABC dargeftellt ift, wegen ber Achnlichkeit ihrer Gleichung mit jener 
ber Rettenlinie, Kettenfpirale nennen. | 
Ebenſo ergeben ſich die Gefchwindigfeits-GComponenten lange des 
Fahrſtrahls und fenkrecht dazu ($. 73) | 


ee) ehr) 
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und daraus folgt für bie Geſchwindigkeit längs der Tangente felbft ber 
Ausdrud: 


— — — 20 —-?2o 
u dr Y? doY: v: +e 
-yVG)+ a) =" Er 
während man für den Drud N’ den Werth: 


.N =nmg?n —E ee ») 


findet. Wenn die bewegliche Gerade eine begrenzte Länge OD —} bat, 
fo wird der materielle Punkt Diefelbe verlaffen, wenn fie fih um einen 
Winkel DOE— a gedreht hat, welcher durch bie Gleichung: 


2l=n (+ 59 oder er 1=0 
0 


beftimmt wird, und dann mit der conftanten Geſchwindigkeit: 


20a —-24 
v=n9 ts = gpY212— 1,2 


längs ber Tangente in E fortgehen, die Richtung biefer Geraden gegen 
ben verlängerten Fahrſtrahl OE wird durch die Gleichung: 


e- ee. l 

r 

ta — 0 — 
e — 6 


beftimmt, welche zeigt, daß der Winkel o nie Feiner werden Tann, als 
ein halber Rechter oder als - 7. Die lebendige Kraft des Bewegten 
im Punkte E iſt 





— fg? 


mY?—mgp?(2—r,?), 


und bie Arbeit Ph, welche die bewegende Kraft zu leiften hat, um ben 
materiellen Punkt von A bis E zu bewegen 


& 
, 1 & on? 
| Ph= Ku —Inmng(e-e ) =np:(2 9). 


MR 
Nimmt man . B. 1==2r,, fo hat man nach einander 
j u Bu 
e=2+Y3 , «=logn.(?+Y 3 )=1,3169=75%27,4 
J— 3229 91” 


unge = Y3=1,15470 , 0=496,4, 
Ph — 2 m gr ]2 Her 


Nimmt man dagegen an, daß der Bewegte ſich mit ber Geſchwin⸗ 
digkeit v, vom Drehungspunkte aus längs ber beweglichen Geraben zu 
bewegen anfange, fo hat man zur Beſtimmung der Goeffizienten A 
und B’in den Gleichungen (A) bie Bebingungen: 

A+HB=0 , w=(A—B)9 
und denmach für bie relative Bewegung längs ber beweglichen Geraden 
bie beiden Gleichungen: 


_Vv fl, _ pt 
5=;, e e ) 


dE 1 pt =) 
ua zrele re ? 


beren erfte tn bie der abfoluten Bewegung übergeht, wenn man E burdh r, 


pt durch w erfeßt. Der Drud auf die Gerade wird nun 


— 0 
N=mwp + e ) 3 
und die Arbeit der beivegenden Kraft für ben Drehungswintel « 
& 2 
, 1 [73 — « 
Ph - [ion = 1anıle —_e ) . 


Iſt demnach wieder I bie bem Winkel «x entfprechende Länge J— 
Geraden, ſo daß man hat 


— « 2a 219 a J 
2pi=n(le-e ) ee =. 1=0, 
fo ergibt fich die relative Endgeſchwindigkeit v; 
v=VetRr, 


_ —— 
und bie abfolute Endgeſchwindigkeit v wird 


v = Yr?+g28 —Vvwe— 29212. 


Die lebendige Kraft, mit welcher ber Bewegte die Gerade verläßt, iſt 
d 

the mY—m(vw?-+2921%) 

und bie Arbeit der bewegenden Kraft, um den Zuwachs 2mgp?1? der⸗ 


felben au erzeugen 
au erzeug — E 


übereinftimmend mit dem allgemeinen Princip. 
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Bei der vorhergehenden Betrachtung wurde von ber Reibung gaͤnz⸗ 
ih Umgang genommen; bie Unterfuchung läßt fich indeſſen auch noch 
durchführen, wenn man annimmt, baß fich der materielle Punkt längs 
der unbiegfamen Geraden mit Reibung bewege, und felbft in bem 
Galle, wo er, als ſchwer angenommen, fich längs ber Geraden und 
auf einer horizontalen Ebene mit Reibung bewegt, und die Betrachtung 
biefer beiden Fälle dürfte ald eine Anwendung für die Integration ber 
Differentialgleichungen nicht ohne Nutzen fein. 

Segen wir alfo babel voraus, daß die Reibung des materiellen 
Punktes auf ber Ebene die gleichfürmige Bewegung ber Geraden nicht 
ſtöre, und bezeichnen wir ben Goeffiztent für die Reibung längs ber 
Geraden mit f, für die Reibung auf der Ebene mit P, fo haben wir 
in unfern obigen Gleichungen (118) für die Gomponente Z den Werth: 


3=—-fIN—fmg+mp?}, 


für U den Werth: 
H=-—fmg 


einzuführen. Aus ber zweiten dieſer Gleichungen zieht man dann 
’ d | 

N" =2mg = +fmg 

und die erfte der Gleichungen (118) wird damit 


ge Mp—fgli+t) (b. 
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Nehmen wir, um biefe Gleichung zu Integriren, zuerſt noch FF =0, 
jo daß die Reibung auf der Ebene wegfällt, fo wird biefelbe in Bezug 
auf die Veränderlihe E homogen, und läßt fih in eine Differential- 
Gleichung der erſten Ordnung umwandeln, wenn man 


far. u 
ſeht; fie wird dadurch —r 
2 +0 g+21pn=0 


und zeigt, daß weil bie drei legten Glieder nur conftante Goeffizienten 
haben, u felbft conftant, 2 —= (0) genommen werden kann, und man 
findet aus ber dadurch fich ergebenden Gleichung die Werthe: 


u=9(—-ftYV1+R). 


5 


oder getrennt: 
„=glYifk-r) ,;, »=-glVYite+r), 
=fh9; =— hp. 
Man hat demnach als befondere Integrale der Gleihung (b), worin 


hıyt — fpt 
& = Ae 3 &: —Be 3 


als vollſtaͤndiges Integral alſo bie Gleichung: 


fıyt — ſf. ꝙt 
E=Ae —+Be . 


Das Aenderungsgefeh diefer letztern in Bezug auf t wird 


f. —f,gyt 
= Ange” — Bye »v 


und gibt mit der Gleichung ſelbſt und mit den anfänglichen Werthen: 
—1,, SE =0 die Werthe von A und B, nämlich: 


f, 
+ 


__b_ 
AH 


$) = 
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Die Gleichung ber relativen Bewegung iſt demnach: 


— ro f, pt — f, p L 
| J—— (6* Tas ). 
und bie Gleichung der auf ber feſten Ebene beſchriebenen Curve wird 


Io ( f,o =) 
r= —— Ihe f, e . 
h+& 2 + 1 


Man fteht, daß beide r f=0, h=k=1, auf die frühe 
gefundenen zurüdtommen. 
Sn Big. 94 ift die letztere Curve für die Werthe: 


ih = 0,6 ’ fa = 1,9 





woraus fih 
VIFR=Zl4)=18 , 1=0,82 
berechnet, zur Vergleichung mit der frühern, ohne Reibung befchriebenen 


Spirale ABC in AB’C’ bargeftellt. 
Schreiben wir nun bie vollftändige Gleichung (b) wie folgt: 


. — go? E-+2p Setrg=0, 


ſo daß E für f aan ſteht, und ſetzen darin =5 [dt.u,, indem 
wir mit E ben Werth bed Integrals der Gleichung (b) ohne deren 
letztes Glied bezeichnen, fo daß wir 


nn ,5+ 2977 = 


di? 
haben, fo wird bie — Gleichung Form annehmen: 


———— — —— 


und demnach auf eine der erſten Ordnung zurückkommen; dieſe ſelbſt läßt 


ſich aber durch eine ähnliche Subſtitution, indem man u, — u J dt.v 
fest, auf bie beiden Gleichungen: 


*— +2(5; +pE)u=0 


und 
uv=—ffg 
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zurädführen, von bemen bie erſte unmittelbar integrirt werben Tanz, 
wenn E in Zunction von t befannt if; bie zweite gibt damit ben 
Werth von v, und man bat enblich durch zwei neue Integrationen: 


t t 
„= fu. [a.mte. 
0 Jo * 


Man gelangt aber zu bem Werthe von E, einfacher auf folgendem - 
Were. Die Form E,— Eu kommt offenbar auf 


sur 
zurüd, wenn man für & bie befondern Integrale &' und E” einführt, 
und man zieht Daraus: 
* d 14 
Gy + 4 p Te 


In dieſer Gleichung Tann man aber bie Berineticen u, und % 
fo annehmen , daß 


wird, und nur noch 





bleibt. Die zweite Ableitung gibt demnach 


da a⸗ a⸗ de d de” d 
w- ut nt 14 





dt di’ 


und bie Vergleichung dieſes Werthes mit der Gleichung (b) führt 
mittels der vorangehenden Werthe auf ben Ausbrud: 


De ae +219%.) 
Ch 42) 


dt d 


welcher fich mit der Beatung ‚ daß auch die befondern Sntegrale E 
und &° der Gleichum . 


513. 


Genüge leiten, fi anf bie lebte Zeile reduztrt. Man Hat alſo zur 
Beitimmung von u, und ug bie beiden Bedingungsgleichungen: 


an 


dö a * Ze 
di a rar di mrfe=0 


wenn man daraus bie Werthe yon 9 TI u ub ez Z burch Elimination 
beftimmt, fo Be 


’ d „ 
(e- rer 
„dE iu ’ 
(ei Fr dt fei—=0 
und mit den Werthen: 
pt ot 
E=Ae ’ ; & —=Be ’ R 
d ga pt d . —f, t 
= =Alge ’ 5 ——Bnge ? ’ 


‚ findet man nach einigen Rebuctionen die Aenberungsgefeke: 
dıy Bd 8 hp du, fg air 


Tu VI EN) GT Both) 
aus welchen fich bie unbeftimmten Integrale: 
fg hp 
TUT lH) 


PAGE VERS GEDEEL. uL. SEHE 5 2 
Bo? (+1) 


ergeben, worin a, und as die noch unbelannten Werthe von u, und us 
für = 0 vorſtellen. Damit hat man fofort, wenn A’ für Ay, B' 
für Bag gefebt wird, da fa —1 if, das vollftändige Integral: 
eh t N) — f; t f 
B=Ne’+Be "4 Pr 


Decher, Handbuch ber Meanit 1. 33 
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Daraus und am& ber erſten Ableitung können für die Annahme E,—1,, | 
10 flr 1SO0 mie vorher bie Gonflanten A’ und B’ leicht be 
oem werben, womit bann die Aufgabe ihre Bſung erhalten hat. 


$. 127. 


Nehmen wir nun flatt ber Geraben eine unbiegfame Curve von " 
einfacher Krümmung, welche ſich um eine zu ihrer Ebene ſenkrechte 
Achſe mit gleichförmiger Geſchwindigkeit dreht, und bie entweber babe 
einen materiellen Punkt ohne Reibung vor fich herſchiebt, oder längs 
weicher ein folcher Punkt mit einer anfänglichen relativen Geſchwindig⸗ 
feit U; hingleitet, ohne jedoch durch feinen Druck die gleichförmige Be⸗ 
wegung der Curve zu flören. Die Ebene bee Curve wollen wir und 
als die horizontale Ebene ber xy denken, und ihre Geftalt in Bezug 
auf ein mit ihr feſtverbundenes Achfenpaar ber E und n durch bie 
Gleichung: | 

n=f() 


ausgedrüdt vorausſetzen, wobei wie biäher bie Drehungsachſe ald ge 
meinfchaftliche dritte Achfe ber beiden Coordinatenſyſteme, des feften ber 
x und y, und bes beweglichen der E und 7 angenommen fe. Die 
Winkelgeſchwindigkeit fei wieder 9, und 35 ber veränberlihe Winkel 
zwiſchen den pofitiven Hälften der Achſen ber E und der x, fo daß man 
am Ende ber Zeit s für einen Punkt &7 der Curve bie Beziehungen hat: 


2). x—=Eosy—nsiny 
j y=nc0s V + & Bin ” 
Manche Ausdrüde werden fich übrigens wieber einfacher mittels ber 


Polar⸗ Coordinaten r und w barftellen, von benen ber Fahrſtrahl r der⸗ 
ſelbe bleibt für bas bewegliche, wie für das feite Coordinatenſyſtem, fo 


daß man hat 
Bent peit, 


während ber Winkel o wie gewoͤhnlich von der Achſe ber E anfängt, 
und eimerfeltS mit r durch die Polar- Gleichung der Curve, und mit bem 
Mintel w, zwiſchen bem dehrſah r und ber Achſe der x durch bie 


Beriehung : : + FR 
0,=0_ =0 
verbunden if. v ’ \ 





, v=gt. 
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Um nım die Gleichungen (118) auf diefen Fall anzuwenden, wird 
man beachten, daß wie im vorhergehenden alle (6. 124) die Kräfte 
R und R, Null find, daß dagegen bie Kräfte R, und F zwei Com⸗ 
Honenten nad) ben Achſen der E und 77 geben, unb zwar 


R, bie Componentent — mp?E ,„ —mp?n, 

d 
F u —2n9-1 ‚ 2mp-—-. 
Bezeichnen dann A umd w bie Winkel, welche ber vom Krümmungs- 


mittelpunffe abgewendete Theil der Normale zu ber gegebenen Curve 
mit den Achſen ber E und 7 einfchließt, fo hat man 


‚_4n ,___45 
cos A —Ię cos u — 75 
wenn die Curve den materiellen Fund vor fich herſchiebt, und 
, d 
wr=—il, a =+T 


wenn der Punkt ſeinerſeits in der Richtung der drehenden Bewegung 
einen Druck auf die Curve ausübt. 

Betrachten wir alſo den erſten Fall als allgemeinen, ſo nehmen 
bie beiden erſten ber genannten Gleichungen, deren dritte bier entbehrlich 
wird, bie Form an: 


irn "529 2): 


>n(d 974299.) 


und geben auf dem gewöhnlichen Wege burch Glimination von N’ den 
Ausdruck für die relative lebendige Kraft bed Bewegten: 


m(V?—DR)= gr?) ,, 


welcher demnach derfelbe tft, Tote bet der freien relativen Bewegung, 
und wie leicht zu fehen, auch derſelbe bleibt In unferem zweiten Falle, 
wo der materielle Punkt der Curve folgt, und deren Bewegung zu be 
ſchleunigen ſtrebt. Man zieht daraus 


Y=UA+gt(n—n?), ce 
33% 


ch. 
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und wenn dann Vz durch das Andemngeheſct * erſetzt wird, 
dt 
yore — 
Man bat aber auch wieder auf der einen Seite 
dt dt dr _ di do 


— m — — — 0 


— 7 — “ 
[N ‚cc oa) — — —————. —— —— — 
— —⸗⸗ 





damit ergeben ſich dann zur Veſtiumung der Zeitdauer der Bewegung 
die Ausbrüde: : 


| 1 down? 
= Idr. ———— — — 1 — 
ea VE 
“ 1 dr 2? 
= Ido. —— —— — r? — 
Je —2 65) 


je nachdem ſich r beſſer in Function von co, oder dieſes in Function 
von s ausdrücken, und das für t fich ergebende Aenderungsgefeb inte 
griven Täßt. Auf dieſe Weiſe findet man t in Function von r oder w, 
und umgefehrt dieſe Goorbinaten, alſo auch bie abfoluten x und y in 
Function von t, wodurch alle Gefeke ber Bewegung befannt find. 

Die abfolute Gefchwindigfett des Bewegten am Ende ber Zeit 
ergibt ſich übrigens unmittelbar aus der relativen; denn man bat 
offenbar 


2 — V3Lg3r vv „dw 
e.) V”=YV, +p?r +29VYrr de’ 


d.) 





da bie Richtungen ber beiden Geſchwindigkeiten V, und pr einen 
Winkel unter ſich einſchließen, deſſen Gofinus r *8* if, Dieſer Wert 
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von V3 kann aber. auch Leicht dadurch gefunden werden, daß man bie 
Aenderungsgeſetze ber Gleichungen (a) zum Quadrat erhebt und dann 
addirt; er gilt in dieſer Form insbeſondere für den Fall, daß die Curve 
der Achfe ber 5 Ihe eonvere Seite zuwendet, während für den entgegen- 


gefehten Fall * 7 z megatio wird. Hat man alfo am Enbe der Curve 
—8 Go ed im een alle 

 V=V;+r9, 

 V=Y-—rp. 


Um nun den Drud zu beftimmen, welchen ber materielle Punkt 
auf die Curve augübt, multiplicire man bie Gleichungen (b) bie erfte 
mit Fr bie zweite mit und nehme ihre Differenz; man findet fo 


45 
J 


im zweiten dagegen 


für * erſten Fall it der Beachtung, daß * —v 
78 m, zuerſt 


aE ‚@n_dn di dn__,45 
Mh Erser er: m) +n9 (ee) tut; 
Man wird ſich Hi leicht bezeugen, daß das erfte Glied dieſes 


MWerthes auf 0 zurückkommt, wenn die Krümmung in einem 


Punkte En ber gegebenen Curve ausdrückt, und demnach den Druck 


vorſtellt, welcher aus ber Richtungsänderung der Bewegung längs dieſer 
Gurve hervorgeht, und befien Wirkung immer nach ber Verlängerung 
des Krümmungshalbmeflers gerichtet if. Das zweite Glied ninmt in 


Bezug auf Polar-Coordinaten die einfachere Form = m p? „a0 * an, 
und ber ganze Werth von N’ wird demnach 
v;3 do 
— mi 22 \ 
N=n(- +gAr 1 t297,). (f 


Für den zweiten Fall Dagegen tft N’ im entgegengefeßten Sinne ge⸗ 
richtet, und man findet dann ben Werth: 


v;3 do 
mn — — 2 2 __. V } fi 
N= n(- + gr a r29 ) | (8 
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Diefe Werthe innen einerſeits dazu dienen, je nach Umftänben bie 
Bebingungen gu beſtimmen, umter welchen ber Bewegte noch einen Drud 
auf die Curve ausübt, alfo wirklich auf ihr bleibt; denn diefes wird 
nur fo Iange der Fall fein, ald N’ einen pofitiven Werth erhält, und 
zwar wirb man babei unterjcheiden müflen, ob ber materielle Punkt auf 
der gewölbten oder auf ber hohlen Seite der Eurve bleiben fol. Wird 
berfelbe von ber hohlen Eurve fortgefchoben, fo ſind alle Glieder des 
Werthes (f) pofitiv, und N’ hat unter fonft gleichen Umftänben den 
größten Werth; wendet dagegen die Curve ihre hohle Seite der Achie 
ber E ir und fehiebt ben Punkt auf der gewoͤlbten vor ſich her, ſo wird 


o und * negativ, und man hat 
f. N=nl291, — or — — —); 
) (29 ‚pr, 


ber Bewegte wird baher in biefem Kalle fich von ber Curve entfernen, 
fobald die beiden letzten Glieber das erfte übertreffen; er wird ſich ba- 
gegen in feiner anfänglichen Richtung fortbeiwegen, ald wenn er frd 
wäre, wenn N’ für alle Punkte der Curve Null if. — Der Werth (g) 
wird immer negativ bleiben, wenn die Curve ihre convere Seite ber 
Achſe ber E und dem auf fie drüdenden Punkte zuwendet, und es 
leuchtet ein, baß in biefem Zalle der legtere nicht auf der Curve bleiben 
kannz man bat - 


d-) . =m (= + gp*r eo) 


wenn ber materielle Punkt fich längs ber concaven Seite ber Curve 
fortbewegt und beren Bewegung zu befchleunigen ſucht. Es wird dem⸗ 
nach die Geftalt der Curve auch bier gewiffe Bebingungen erfüllen 
müflen, damit ber Bewegte immer auf fie drückt, wozu namentlich die 
gehört, daß o nicht zu groß, bie Curve aljo wicht zu wenig gefrimmt 


V 
it, fo daß * nicht viel Meiner wird als 20. Ebenſo wird ſich 


immer eine Curve finden laſſen, für welche der vorhergehende Werth in 
allen Punkten Null tft, durch welche alſo die anfängliche abſolute Be 
wegung bed materiellen Punktes weber der Richtung, noch ber Ge 
ſchwindigkeit nach geändert wird, 

Auf der andern Seite werben bie Ausdrüde (f) und (g) für N 
auch dazu dienen, bie Größe der Arbeit zu beitimmen, welche erfordert 
wird, um den materiellen Punkt mitteld der. Curve fortzubeivegen, ober 
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weiche diefer felbft leiſtet, indem er längs derſelben hingleitet, und feine 
anfängliche Geſchwindigkeit an dieſe abgibt. Dazu wird man zuerſt bie 


zum Fahrſtrahl fenkrechte Gomponente von N’, nämlich N’ n aus⸗ 


drücken, und hat dann als Aenderungsgeſetz ber Arbeit A in Bezug 
auf die abſolute Winkelbewegung bed Be 

d a— , 

dw, W, =NT re 
und demnach für die Arbeit ſelbſt das Integral: 


” “ dr | 
ds 
Os . ’ 


worin alle Veränderlichen in Function von @, ausgedrückt vorausgeſetzt 
werden, und & und a, bie Grenzen dieſes Winfeld für bie Bewegung 
auf der gegebenen Curve find. 

Wir werden auf diefe Unterfuchungen in der technifchen Mechanik 
bei der Theorie der Turbinen und Bentilatoren ausführlich zurüd- 
kommen, weßwegen ich mich darauf beichränfe, das Vorhergehende auf 
den nachfolgenden beſondern Fall anzuwenden. 

Die gegebene Curve ſei ein Halbkreis, deſſen Durchmeſſer = 2a, 
ber bie Achie der E im Anfangspunfte berührt und in ber negativen Achie 
der 7 enbigt, fo daß feine Gleichung die Form erhält; 

Han +? = 
oder r+2asno ==0, 


und ber Bewegte beginne die Bewegung Im Anfahgsbuntte mit einer 
im Sinne der pofitiven 5 gerichteten anfänglichen Gejchwinbigfeit U; . 
Man hat dann 10* 0 und daher einfach 


Y,a — U,? +r 9? ; 
ferner findet man, wenn ber materielle Punkt von der Curve geichoben 
wird, mit ber Beachtung, daß o—=— a, und 


— EEE — — — — — SS Ge 
— — —— u 


IE Vrrieone 28 
ft, nach (FF) den Werth des Drudes 
, m 
N -. (4gyaV; — 22 — go?r3) . 
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Die Bebingung, daß ber Bewegte auf der Eurve bleibt, wird demnach 
16922 (U,2 + 9372) > AU +12 922,2 9ptrt 

oder in anderer Zuſammenſtellung 

AU,+— Ag?U,2 (A — Ir?) — prr?(168°— 92) <O. 
Diefe Bedingung wird alfo niemals für alle Punkte der Curve erfüllt 
werben Tönnen, benn feßt man z. B. mr ray 2, fo baf ber Be 
wegte nur bis zur Mitte auf ber Curve bleiben fol, fo findet man 
noch bie Bedingung: 

4U+ +89! AU; -+-2ptat<0 , 

welcher burch keinen Werth von U; ober ap zu genügen ifl. Wenn U; 
ſehr Hein ift, fo wird ber Bewegte noch, bis r nahe — 3 a geworben, 
auf ber Eure bleiben. Nimmt man aber ald größten Werth von r 
au Zay 3, fo daß 3 —4a? wird, fo kann U; — 1,074..98 
werden. Den größtmöglichen Werth von U; findet man, wenn man 
r=0 feßtz er tft U; — 29a; mit dieſer anfänglichen Geſchwindigkeit 
wird alfo ber Bewegte die Curve gleih im Anfangspunkte verlaffen, 
und nie mehr von ihr erreicht werden, 

Diefe Bebingungen geftalten ſich dagegen umgefehrt, wenn ber 


Bewegte auf ber hohlen Seite ber Curve bleiben fol; denn man hat 
dann nach (g’) bem Ausbrude: 


AUS +AQ2U,2(3r2 — 403) + pPr2 (Ir? — 1602) > 0 
Genüge zu leiften, und diefer zeigt, daß wenn r einmal größer als 


5 a geworben tft, der Punkt fernerhin Immer auf ber Gurve bleibt, 
baß aber im Anfange der Bewegung oder wenn r — 0 iſt, U; wenig: 
ſtens gleich 2a fein muß ober gleich ber Geſchwindigkeit, welche ber 
Endpunkt des Durchmeflers befist, wenn ber geftellten Bedingung genügt 
werden fol. | 

Nehmen wir alfo zur fernern Unterſuchung der Bewegung bed ma | 
terieflen Punktes auf ber hohlen Seite des Halbkreifes U, = 29a an, 


fo wird „= gYYAa! + r2 ; bie relative Geſchwindigkeit, mit wer 
der der Bewegte bie Curve verläßt, iſt daher 2pa}/ 2 , und feine abfolst 
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Geſchwindigkeit glei) Ve— 2pa=2yalY2—1)=0414..2pu. 
Kür die Dauer ber — ergibt ſich das Integral: 


= je; = [ar — ?⸗——, 
0 er V(4a° +19) (4° —r?) 


welches fich indeſſen nicht in einem einfachen gefchlofienen Ausbrude 
barftellen läßt, aus welchem alfo auch der Werth von w und r nit 
einfach in Function von t gezogen werben Tann, um bie Gleichungen 
ber abfoluten Bewegung zu erhalten. 

Es mag deßhalb genügen, diefe Beziehungen angebeutet zu haben, 
und für das Weitere auf die technifche Mechanik zu verweilen. 


6. 128. 

Um endlich auch einige Beifpiele für die relative geswungene Be⸗ 
wegung auf einer in Bewegung begriffenen Fläche zu geben, wollen 
wir unfere Gleichungen (118) zuerft auf den Fall anwenden, wo ein 
ſchwerer materieller Punkt ohne Reibung auf einer gegen bie Richtung 
ber Schwere geneigten Ebene, welche eine gleichfürmige drehende Be⸗ 
wegung um eine zu biefer Richtung parallele Achfe beſitzt, herabfallt. 

Sch nehme dieſe Achje wieber als Achſe ber &, lege bie Coordinaten⸗ 
Ebene der 85 ſenkrecht auf die gegebene Ebene, und fo, baß bie Achie 
ber 77 durch die anfängliche Lage bed Bewegten geht, baß man alfo 
Ee=0, n=n, 5=0 für t=0 hat, und nehme bie Z abwärts 
poſitiv anz ferner bezeichne ich ben Winkel, welchen bie Normale zur 
beweglichen Ebene mit der Achſe der & bildet, durch y, fo daß bie 
Gleichung diefer Ebene einfach 

G=5tagy 
wird. Dadurch Hat man cos! —=— siny, coswW—=0, cos y —=cosy; 
die bewegende Kraft R wird gleich ihrer Gomponentn Z’=mg, und 
bie Somponenten =’ und H’ find folglich Null; die Componenten der 


Kräfte Rs und F dagegen bleiben bdiefelben, wie in 6. 121, und die - 


Gleichungen (118) nehmen damit die Form an: 


m = np! + 2mp SH Neiny | 
dRn - 

ma mp in — mp —- * (a. 
dal , . 

ma = ug—N cos y 


— 






Man zieht aus ihnen ben Ausdrud für die relative Geſchwindigkei: 
Welt 2gct+gl—n) , 
ba wieder wie leicht zu fehen 
N ey ge — N siy5- 4 _o , , + N?=r 
it, und Ur die anfängliche * Geſchwindigkeit bedeutet. 
Multiplicirt man dann bie erſte ber Gleichungen (a) mit siny, 
bie dritte mit cosy, und zieht die letztere vom ber erfteren ab, fo ergibt 
ſich mit Beachtung ber Gleichung der Ebene und ihres zweiten Aende⸗ 
run ; 
Beach: — — 9— 
ge ey — Tg ny = 0 


als Werth des Drudes N’ auf bie Ghene 

N=m(geosy— g?E siny—2gpv;siny). 
Wenn ber Bewegte auf ber Ebene bleiben fol, fo muß N’ immer einen 
pofitiven Werth haben; ift alfo die Bewegung eine pofitive, d. 5. für 
ein Auge im ber pofitiven Achfe ber T eine In demſelben Sinne, tie 
die Bewegung eines Uhrzeigers vor fich gehende, und befindet fich der 


Bewegte auf ber pofiiven Seite ber n, fo daß auch 1, I7 pofiti 
it, fo wird ein Drud auf die Ebene nur fo lange flattfinden, als 
gs >(P’5+29pYe)iangy 


ift, und bie brehende Bewegung barf dann eine gemiffe Größe ber 
Winkelgeſchwindigkeit nicht überfchreiten. Iſt Dagegen 9 negativ, fo 
wird N’ pofitiv fein, fo lange 


8 +29vetangy > p?Etangy 


tft, was immer flattfinden wird, wenn ber anfängliche Werth r, vonn 
nicht zu Mein iſt. In den Fällen übrigens, in benen N’ negativ wird, 
gelten die obigen Gleichungen alle unter der Vorausſetzung, daß fich der 
Bewegte unterhalb ber geneigten Ebene befindet. 

Führt man nun den vorhergehenden Werth von N’ in bie erſte det 
Gleichungen (a) ein, fo ergeben ſich zur Auflöjung der geftellten Auf- 
gabe bie beiben Differential= Gleichungen zweiter Ordnung : 


3 _ 


= sin’y cosy + (9° 542942) c08°y ; 
(b. 
Er, n—2 9 —- 5 ” 


welche die’ Geſetze für die Bewegung ber Projection des materiellen 
Punktes in der Ebene der En ausbrüden, und in Verbindung mit ber 
Gleichung ber gegebmen Ebene: 


G=Etangy 


auch die Art der Beivegung parallel zu ben andern Goorbinaten= Chenen 
beſtimmen werden. 

Man wird fich indeſſen leicht überzeugen, daß bie beiden Gleichun⸗ 
gen (b) auf directem Wege nicht vollftändig Integrirt werben, und nur 
angenäberte Refultate liefern Tonnen, namentlich in ben Fällen, wo 9 
einen ſehr großen oder fehr Kleinen Werth hat. Sie geben übrigens in 
zwei Fällen auch genaue Geſetze, nämlich wenn y — In, oder wenn 
y—=0 ift, die gegebene Ebene alfo .entweber eine Iothrechte ober eine 
wagrechte Lage hat. 

Für den lehtern dieſer beiden Bälle tft die Gleichung der Ebene 


50 
und bie Gleichungen 4b) werden 
d2 d 
gt +29 7) 
’ (e. 
din _ a 


m=n"n-29% 


alfo dieſelben, wie bie beiden erften der Gleichungen (115) für ben in 
$. 122 betrachteten Fall, was in ber That auch fatifinden muß, ba 
feine Reibung vorbanden tft, unb ber Bewegte bis zum Anfang ber 
get t an ber beehenben Bewegung um bie Achſe der & Theil genom⸗ 
men bat. 


Iſt die gegebene Ebene dagegen lothrecht, aljo y — Ei fo wirh 


ihre Bleicyung 
| = 0, Zn 





RU 3 


| 
übereinfimmenb mit der erfien ber Gleichungen (b); bie zweite der 
felben gibt daher, ba auch u; = 2-0 ift, einfach 


d? | 
n= p!n; ⁊ 
und damit wie in 68. 83 und 124 bie Gleichungen: | 
1 t _ 
d.) =575 («* +e ”) 
und d t t 
71 _? 
a=gel-”). 


Die dritte der Gleichungen (a) kommt durch bie vorangehenden. Bor 
ausfeßungen auf ar 


LT Bu 


zurüd und gibt wie gewöhnlich _ | 
i= 2, | 
g | 


für die Zeit der Bewegung parallel zur Achfe der T, welche offenbar 
bie des freien Falles iſt. Gliminirt man nun mittels dieſes Werthes 
bie Zeit t aus der Gleichung (d), fo erhält man 


% 
g IV 5 


p 
n=—n(e te ) 


für die Gleichung ber Curve, welche der Bewegte in ber fich drebenden 
Ebene beichreibt. 

Nehmen wir zulegt noch bie bemerkten Fälle, wo 9 einen ſehr 
Heinen ober einen fehr großen Werth bat, y aber einen beliebigen 
Winkel bedeutet, fo werben wir in ber erften biefer Vorausſetzungen aud 


der zwellen ber Gleichungen (b) ſchließen, daß Fu einen ſehr Meinem 


Werth behält, und 7 felbft fih nur fehr wenig von feinem anfänglichen 
Werthe r, entfernt, vorausgefekt, daß dieſes r, nicht fehr groß tft umb 
bie Bewegung nicht für große Werthe von t unterfucht wird, Multi- 





’ 
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licht man dann bie erfte ber Gleichungen (b) mit 2 = „ bie zweite 
d 
mit 2 T cos? y, und nimmt bas erfte Integral ihrer Summe, fo folgt: 


(E) + (2 " 0sty = 2gE siny cony+ 9353 cos? y 
+9 (m ro2) 000%, 
und wenn wir die Meinen Glied In" cos3 2(y3 
« (77) 008? y und 93 (7? — 19?) cos? 
vernachläffigen,, fo bleibt noch 


n=+V2sE sin y 008 y-}- 9° 5? cos? y 


woraus t in Function von E und umgelehrt diefes In Function von t 
erhalten werben‘ kann. Leite man dann baraus den Werth von z 


in Function von t ab, und führt ihn in die zweite der Gleichungen (d) 
ein, fo nimmt bdiefe Die Form an: 


= n—2pf(t), 


und laͤßt fih anf eine Differentinl- Gleichung erſter Orbnung zurück⸗ 
führen, wenn man darin n=u Jät. v ſubſtituirt. 

Iſt endlich ꝙ ſcht groß, fo wid & und SE verhätinißmäßtg ſehr 
Hein bleiben; man Tann dann in ber zweiten * Gleichumgen (b) das 
Glied 29 * aben 9'n dernndläfgen, unb dieſe Gleung gif 


% 


dann, wie in dem Falle, wo æ—— tft 


1 tt, —pgt 
=z% et te ); 
daran zieht man wieder 


d 1 t — ot 
= = zup(e + e ”) 
und wenn dieſer Werth in bie erfte ber Gleichungen (b) geſetzt, und 


En 


yo —gt 
das Slieb HE neben 1, p? (. — ) vernachläffigt wird, fe 
verwandelt fich biefelbe tn 
d⸗ 
g siny c08y + 199° (* 
und gibt auf einfache Weiſe den Werth von F in Function von t, 
womit auch jener von & bekannt, und bie Zöfung der Aufgabe erreicht if. 


— got 
eo, cos? y 


$. 129. 


Zuletzt foll noch bie relative Bewegung eines ſchwern m materielles 
Punktes auf einer Kugelfläche, weldhe an ber Umdrehung ber Erde 
Theil nimmt, ober mit andern Worten bie velative Bewegung des nad) 
allen Seiten Hin beweglichen Pendels unterfucht werben, da biefe 
Nnterfuchung in der neueften Zeit duch bie Verſuche om Foucault 
einer beiondern Beachtung werth geworben ift. 

Nehmen wir dazu den Anfang ber Goorbinaten ber E, 7, im 
Mittelpunkte der Kugel ober im Anfhängepuntte bes Penbeld an, umb 
beftimmen wir die Lage der Coordinatenachſen fo, daß die ber  paralld 
zur eigentlichen Richtung der Schwere, aber im entgegengefehten Sinne 
gerichtet if, daß bie Ebene der && mit bem Meridian des Aufhängepunttes 
zufammenfällt, und die pofitiven 77 nach Weften genommen werden; bie 
geographiſche Breite bed Aufhaͤngepunktes ſei wieder mit 4, bie Länge 
bes Pendels mit I bezeichnet. Unter diefen Borausfegungen finden wir 
zuerft für die Kraft R, welche dem Gewichte mg, bes materiellen 
Punktes bei ruhender Erde gleich tft, und mit der Beachtung, daß bie 
Kraft R, Null wird, wenn man von der Bewegung ber Exde um bie 
Sonne Umgang nimmt, bie zu ben Achſen parallelen Gomponenten: 


7=0, H=0, Z=am,; 
bie Kraft R, ſtellt den dynamiſchen Druck vor, und gibt die Com⸗ 
ponenten: 
E’ =mRoy?cosßsnß ,„ H" —0 ‚» Z=mRglosß. 
Wir werden dann aber einfacher die Achfe ber C mit der Gleich⸗ 
gewichtslage unſeres Pendels auf der ſich drehenden Erde zuſammenfallen 
laſſen, und dann 
J0, Z=Z2=-7Z mg 
erhalten. . | | 








’ 
527. 
3 


Die Gleicheng der Rugelflätie, anf welcher der Beisegie Weiber 
muß, iſt ferner 
oo. +2 +0—=22 (a. 


und gibt für die Winkel 2°, u’, »’, welche die Richtung des Normal- 
Drudes N’ mit den Achſen bildet, bie Functionen: 


ze N out 3 — 


worin I negativ zu nehmen iſt, wenn man die Bewegung mur in der 
untern Hälfte der Kugelflaͤche ftattfindend vorausſetzt. 

Beachtet man endlich, daß bie Bewegung ber Erde vom Sübpol 
and angejehen werden muß, um als eine in pofitivem Sinne (eines - 
Uhrzeigers) vor fich gehende zu erfcheinen,, fo findet man für bie Winkel 
A, u, », weiche die Drehungsachfe mit den Coordinaten-Achſen ber 
&, n, 5 einfähließt, Die Werther 

ıi=ß , u_;# N vente, 


und die Bomponenten ber Kraft F werden nad $. 119 (g) folgende 
Werthe erhalten: 


F os! = 2mg 27 sin ; F eos = 2mg “7 1 0ß ; 


F cos m = mp (st ws). 
Damit nehmen dann bie Gleichungen (118) die Form an; 


ae _ } 
niet, 

de. .d 
— Trug (Heinp+ mp), 2 (A 
as d 
mE +NI=—2ngTTosp—ng , 


und geben durch Elimination von N’, indem man fie der Reihe nach 
mit = , 7, 5 multiplicirt, ihre Summe nimmt, und das 
Aenderungsgefeb ber —* (a) beachtet, ben Werth von Vre, nämlich: 


Ve= * "+ 7) + 2 1429-2), 0. 





weiche denmach derſelbe iſt, wie bei einer feffiehenben Kugelfläche. 
Weniger einfach wird ber Werth von N’, welcher ſich durch die Summe 
der Gleichungen (A) ergibt, nachdem biefelben ber Reihe nach mit 
&, n, & multiplicirt worden find; man findet fo mit ber Beachtung 
bes zweiten Aenberungsgefebed ber Gleichung (a) und bes vorſtehenden 
Werthed von Vz? ben Ausbrud: 


Ni=mg (2% —32)-+ 2mg sin £ ( 5577 
+2mgosp (7 2-17) ’ 


, Weitere Ergebniffe und fomit die eigentlichen Gefebe der Beiwegung 
laſſen fih aus den Gleichungen (A) nur annäherungsweiſe ableiten. 
Dazu begnügen wir uns, wieder fehr Heine Schwingungen zu betrachten 
und demnach vorauszufehen, daß die Goordinaten E und y Immer fehr 
Fein gegen J bleiben, F N immer ſehr nahe gleich — l iſt, fo daß 


man bie Geſchwindigkeit > 5 parallel zur Achſe der £ neben ben Ge- 


c.) 


ſchwindigkeiten F und in vernachläſſigen, und umſomehr das Aen⸗ 
derungsgeſetz —* er = gleich Null annehmen kann, da die Gleichung 


ber Kugelfläche die Belung liefert: 
di t de 7 di’ 


und nach unferer Borausfegung die Verhältniffe E und T ſehr Eein 


werben. Beachtet man dann ferner, daß auch, wie bereits in $. 88 ange⸗ 
geben wurde, bie Winkelgeſchwindigkeit @ ber Erde fehr Hein tft, daß alfo 


bas Glied Amp ST cos ß in ber dritten ber Gleidungen (A) neben 
mg verſchwindet, fo kommen biefe Gleichungen auf folgende zurüd: 


ds E d 
mat = ing Zlenp, 
B.) m7 


— ——— g5 Einf, 


— N z— mg. 


828 


Multiplicirt man nun bie erſte dieſer Gleichungen mit 7, bie 
zweite mit & und zieht die erſte von der zweiten ab, fo ergibt ſich 
den a⸗ .4d. (5325* 
ee, 
oder wenn man r2 für 5242 einführt, und ben Winkel dieſes Fahr⸗ 
ſtrahles r mit einer feften Geraden wieber burch w bezeichnet 


dw 
en „4.r (C. 
Tee Zu Br Pe 
Gerner kann man bie beiden eriten Gleichungen (B) mit —- 3 and = 


multiplichren, und ihre Summe nehmen; dadurch und mit * Beat, 
daß man hat 


GH - HH 


findet man nad ee Integration die neue Gleichung: 


(+ -) + (4 nt), D. 


worin r, ben fehr Heinen anfänglichen Abftand bes Pendels von ber 
Gleichgewichtslage und vo. Die ebenfalls fehr Kleine horizontal gerichtete 
anfängliche relative Geſchwindigkeit bebeutet. 

Bor‘ Allem müffen wir num über dieſe anfängliche relative Ge- 
ſchwindigkeit bie richtigen Begriffe feftftellen; denn es Tönnte fcheinen, 
als ob ber materielle Punkt, wenn er aus der Gleichgewichtslage ent⸗ 
fernt und ſich dann felbit überlaffen wird, keine anfängliche relative 
Geſchwindigkeit Habe. Dem tft aber nicht fo, und bie Gleichung (C) 
wird ums darauf hinweilen. Nehmen wir nämlich an, dem Penbel 
werde am Anfange der Zeit t in feiner Gleichgewichtslage eine anfäng- 
liche Geſchwindigkeit v’, ertbeilt, fo hat man un —0; findet alfo auch 


Rull für ben anfänglichen Werth von ra S® ober 1a vo inan (8.73) 
und die Gleichung (C) gibt Integrirt ben ultra: 





d , d , 

T- = gpeinß.r , Tr mgyeinp, (d. 

welcher zeigt, baß bie Projection bed Bendels (die Schwingungs⸗Ebene) 

eine in pofitivem Sinne (von Ofen Über Süden nach en) gerichtete 
Decher, Handbuch der Mechauik I. 
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conſtante relative Winlelgeſchwindigleit befigt, daß dieſe Winkelgeſchwin⸗ 
digkeit alſo auch in den Wendepunkten des Pendels vorhanden iſt, und 
folglich auch, wenn man die Bewegung außerhalb ber Gleihgemwichte- 
Tage beginnen läßt, für ben Anfang der Zeit. Denn biefe velative 
Minkelaeſchwindigkeit rührt von ber Umbrehung ber Erde her, welche 


em Pendel wegdreht, wie es Foucault zuerft für das Pendel 
:fehloffen, umd durch den Verſuch auch für eine Breite 8 be= 

In dem Augenblice alfo, mo das aus der Gleichgewichts- 
hte Pendel ſich ſelbſt überlaffen wird, befigt es auch ſchon 
€ BWintelgefehtoinbigkeit p sin 3 ber anfängliche Werth von 


deßhalb in biefem Galle nicht Null, ſondern 1,9 sin 4, 
ıtegration ber Gleichung (C) gibt vollftändig 


= — 


“ d 
u =9snß. 


Werthe erhält man "133 sintß; bie @leihung (D) 
Chan) ar 

ie Die Seit ber Bemgum ben Ausbrud: 

Er gr u. —wm, 


Vs _n 


it, daß die Dauer einer Schwingung biefelbe tft, wie bei 
I mit aubengfiien Aufhängepunkte, da bie Größe 9? sin?# 


{chtoindet gen £ welches nicht Teicht Heiner als 1 vor⸗ 


rfte. 

hten wir endlich noch den allgemeinern Fall, wo dem Pendel 
fernung ro von feiner Gleichgewichtslage von dem Beobachter 
m Fahrſtrahl fenkrecht gerichtete Gefchwindigteit v, ertheilt 
ne anfänglich velative Geſchwindigkeit v, tft dann 


“=VYotnpesnß; 


531 


die Jniegration der Gleichung (C) gibt daher zuerft vollſtändig 
— sin ®= 9 sin $ (r?— 10?) 
ober einfacher 
nv +r2g sinß. (£. 


Damit nimmt fobann die Gleichung (D) bie Form an: 
a v 
Frl) (a 
und gibt mit Bernachläffigung ber fehr Fleinen Größe PR und 


unter ber Vorausfegung, baß ro ber größte Werth von r iſt, für t dag 
Aenderungsgefeh x 











=  —— 1. € 
vr isn 
Ferner hat man 
do _do di __ nYo+tr?g sin , 
Zr aVre + Emm! Ya 
und wenn man 


I — — 
r ® voer+ Fon). 


ſetzt und beachtet, daß man nach dem Aenderi 
177 . 

ſ a _ 

r +2 


erhatt, fo Pat o=w,+9sinß.t 


Man toird fi aber leicht überzeugen, daß 
mit bem Ausbrude für @— wo in $. 82 übe 


Rn _ 


negativ genommen wird, daß fie alfo bie Polar- Gleichung einer Ellipfe, 
auf Mittelpunkt und Achſe bezogen, vorftellt, und wird baraus fchlichen, 
daß psinß.t ben Winkel ausdrückt, welchen bie Achſe dieſer Ellipfe am 
Ende der Zeit t mit ihrer anfänglichen Lage einſchließt. Während dem | 
nad das Pendel bei einem unbeweglichen Aufhängepunkte nach $. 114 | 
eine unveränderliche Ellipſe befchreibt, folgt dasſelbe in feiner relativen | 
Bewegung tn Bezug auf bie fi drehende Erde einer ganz gleichen 
Ellipfe, deren Achſe aber eine gleichfürmige pofitive Diehung um ihren 
Mittelpunkt befigt, und mit ber Winkelgeſchwindigkeit 9 sing in 


— ta _T 
= a a Seinen 


eine Umbrefung vollendet, wenn 1-= bie Umbrehungszeit ber Erbe 


bebeutet. Unter einer Breite von 45 bis 50° beträgt biefe Zeit dem⸗ 

nach ohngefähr 1,5 T ober 36 Stunden; unter dem Pol dagegen würde 

sin? —=1, alſo  =T—=4 Stunden ober genauer 86164 Sefunben. 

Für 0, wird auch w’ Null, die Ellipfe geht alfo in ihre 

fich gleichförmig drehende Achſe ſelbſt über, in welcher ſich nun dad 

Vendel bewegt, wie wir es bereits aus den Gleichungen (d) und (e) 
haben. 


Deut von 3. P. 614 in Kugler. - 
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